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Természetes szamok.

> A természetes szamok a Peano axiémak egy modelljeként
definidlhatok:

» N a természetes szamok halmaza, ha

l1eN,

Vk € N-hez létezik egy k' € N,

. nem létezik olyan k € N, hogy 1 = K,

. ha valamely m,n € N-re m’ = n’, akkor m = n,

. ha S C Nolyan, hogy 1 € S, és valahdnyszor m € S,
mindannyiszor m’ € S, akkor S = N.

as W R

» Az N halmazon definidlhaté két asszociativ és kommutativ
miivelet, amelyeket dltaldban + és - jeloli, és Osszeadasnak,
valamint szorzasnak nevezziink.
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Egész szamok.

> A természetes szamok egységelems félgyliriit alkotnak, igy
koriikben altalaban nem oldhatdk meg az a + x = b alaku
egyenletek, ahol a, b € N, ezért azt boviteni kell.
> Végezziik el a kovetkezd konstrukciot.
> Legyen A= N x N és definidljuk a kévetkezd reldciot.
> Tetszéleges (a, b), (c,d) € A-ra
(a,b) ~ (c,d) & a+d=b+d.
> Definidljunk dsszeadast és szorzst az A/ ~ halmazon:

(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d) (a,b)(c,d) = (ac + bd,ad + bc)

» Megmutathatd, hogy az (A/ ~; +, -) algebra egységelemes
kommutativ zérusosztémentes gylir(i (=integritdstartomany).

Egész szamok.

> Ezen a gylir(i elemeit egész szdmoknak nevezziik, és
halmazukat Z jeloli. N beadgyazhaté Z-be, azaz létezik N — Z
injektiv homomorfizmus.

> Azaz a Z gylrii tekintheté az N félgyiirli bévitésének.

> A bdvitési folyamatot tovabb kell vinni, meg kell konstrualni
az egész szamokat tartalmazd legsziikebb testet, amelyben
mar megoldhatdk az ax = b, a # 0 alaki egyenletek is.
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Racionélis szamok.

> A bévités a kovetkezd konstrukcidk nyugszik.
> Legyen A=7Z x (Z\ {0}), amelyen két miiveletet és egy
(ekvivalencia) relciét definidlunk:
>

(a, b) + (¢, d) = (ad + bc, bd)
(27 b) . (C7 d) = (aC7 bd)7
> (a,b) ~(c,d) & ad = bc.
> Ismét kiterjesztjiik a milveleteket az A/ ~ faktorhalmazra:
(a,b) +(0,b) = (a, b)
(a.b)-(d,d) = (a, b)
2#0 = (arb)'(bva): (drd)

Racionalis szamok.
> Tetszlleges a, b, c,d € Z, b,d # 0-ra

>

(a, b) + (0,b) = (a,b)
(a,b) - (d,d) = (a,b)
a#0 = (a,b)-(b,a)=(d,d)

> Az utébbibdl kovetkezik, hogy ha a # 0, akkor megoldhaté az
(a’ b) ) (va) = (C’ d)

egyenlet.

» Ez azt (is) jelenti, hogy a A/ ~ algebra test, amelyet a
raciondlis szdmok testének nevezziink, és altaldban Q-val
jeldjiik.
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Raciondlis szamok.

> A raciondlis szdmok testében — tobbek kozt — nem oldhatdk
meg a kovetkezé problémak.

1. Bdér a konvergens sorozat fogalma definidlhaté: a raciondlis
szdmokbdl 4ll6 (a,) sorozat konvergens, ha tetszéleges € > 0
raciondlis szdmhoz van olyan v € N kiisz6bszam, hogy barmely
m,n > v-re |a, — am| < € az ilyen sorozatoknak gyakran nem
|étezik hatdrértéke.

2. A Q test algebrailag nem zart, azaz egy nemzéré f € Q[x]
polinomnak nem foltétleniil van raciondlis szdm zérdhelye.

> A kovetkezd bévitést lgy végezziik, hogy az elsé probléma
megoldddjék.

Valds szamok: G. Cantor eljardsa 1.

> Jelolje Qo az Osszes raciondlis tagl végtelen sorozat
halmazit, és legyen o = (ax) € Quo. Ezen sorozat
nullasorozat, ha tetszbleges ¢ € Q1 esetén van olyan v € N,
hogy minden n > v-re |a,| < e.

» A nullasorozatok halmazat jeldlje Q.

» Azt mondjuk, hogy az a sorozat konvergens, ha tetszdleges o/
részsorozatdra a — o’ € Qp.

» Egyszeriien ldthatd, hogy ez egy dtfogalmazasa a
konvergencia kordbban adott definiciéjdnak.

> A konvergens sorozatok halmazat jeldlje Q..

» Vildgos, hogy e halmaz a sorozatok szokdsos Gsszeaddsaval és
szorzasaval egységelemes kommutativ gylir(i.
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G. Cantor eljarasa 2.

> Vezessiik be a kdvetkezd ~ reldciét QX -n:
> Legyen a,f € ng.

a~f & a—pB€Qo

» Egyszerlien beldthatd, hogy ~ kongruencidja a QX gyiiriinek.

» Ugyancsak egy egyszerii eljardssal kaphat, hogy

k
oo/N

G. Cantor eljarasa 3.

A QX / ~ testet a valds szimok testének nevezziik.

A valds szamok tehat modellezheték, mint raciondlis szamokbdl
allé konvergens sorozatok hatarértékei.

Megjegyzés.
Megmutathatd, hogy a ng/ ~ test, amelyet a kovetkez6kben R

test. jelol, kielégiti az 1. foltételt, azaz barmely, az elemeibdl képezett
> Vildgos, hogy e testnek van olyan részteste, amely izomorf a konvergens sorozatnak van hatdrértéke R-ben. A mdsodik foltételt
raciondlis szimok Q testével: valamely a € Q-nak azt az azonban csak a komplex szdmok teste elégiti ki.
osztélyt feleltessiik meg, amely tartalmazza az (a) dn.
konstans sorozatot.
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Egy nem éppen kedvezé eredmény.
G. CANTOR (1874)

> A valds szamok (a végtelen tizedestortkekkel reprezentdlhatd
szdmok) ,, tébben vannak”, mint a raciondlis szimok, azaz egy
un. nem megszamlalhaté halmazt alkotnak, de

> az Gsszes (valds és komplex) algebrai szdmok halmaza
megszamldlhatd.

> Kovetkezésképp, a transzcendens szdmok (kiilon a valdsdk is!)
nem megszamlalhaté halmazt alkotnak, ,,ugyanannyian”
vannak, mint az 8sszes valds (vagy komplex) szamok.

Néhany fontos konstans.

HERMITE (1873)
Az e szam transzcendens.

LINDEMANN (1882)

> Ha oaa, ...,k kilonbézé algebrai szamok, akkor

linedrisan fliggetlenek az algebrai szimok teste folott.

> Misképpen mondva (az elébbi jelolésekkel) tetszdleges

L, , p1,-- -, Pk algebrai szamokra
» Masképpen mondva a transzcendens szamok halmaza B €
kontinuum szdmossagti, azaz majdnem minden valds szam p1e™ & .. 4 pre* =0 & py=...=pg=0.
transzcendens.
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Néhany fontos konstans.

Kovetkezmények.

1. Ha a € A, a #0, akkor e®, tovdbb3, ha a € A, o # 0,1,
akkor log o transzcendens.

2. Az '™ +1 = 0 egyenléség alapjan im transzcendens, igy —
mivel az algebrai szimok testet alkotnak, és i algebrai — 7 is
transzcendens.

3. fgy a kor négyszogesitésének Skori problémdja nem
megoldhaténak bizonyult.

4. Lindemann tételébdl kovetkezik Hermite eredménye: ha
n=2, p1 =1, xo =0, akkor €** nem algebrai, s igy e sem
lehet az.

Néhany fontos konstans.

Harom nyitott kérdés.
1. Természetes kérdés ezek utan, hogy az e + m szdm
transzcendens-e.

> A vidlasz nem ismert, mig
> e -+ im transzcendens volta trivialitas.

2. Ugyancsak ismeretlen az tn. Euler-konstans, a
. 1 1
c=lim (1+=+...4+—=—logn],
n—oo 2 n

szam milyensége, a sejtés: transzcendens.

3. Szintén ismeretlen az o alaki szdmok természete, ha a
algebrai, 8 pedig irraciondlis algebrai szam, példaul algebrai-e
vagy transzcendens a 2V2 szm.

Szamfogalom.
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Részlet D. Hilbert 1900-as parizsi eldaddsabdl.

Hermite és Lindemann eredményeit — amelyek az exponencialis
fliggvényekre vonatkoznak — minden matematikus nagyra értékeli.
Ezen az dton tovabb kell haladni, s az elkévetkezé id6ben az alabbi
problémat kellene megoldani. Bizonyos — az analizisben fontos —
transzcendens fiiggvények egyes algebrai szam helyeken algebrai
szdm értékeket vesznek fol. Ugy tiinik, hogy ezt érdemes alaposan
megvizsgalni. Ugyanis altaldban azt képzeljiik, hogy a
transzcendens fiiggvények mindeniitt transzcendens értékeket
vesznek fol. Tessziik ezt annak ellenére, hogy ismeriink olyan
transzcendens fiiggvényeket, amelyek algebrai szimokhoz algebrai
szdamot, s6t raciondlisat rendelnek.

Részlet D. Hilbert 1900-as périzsi eldaddsabdl.

Példaul az e'™ exponencidlis fiiggvény értéke minden z € Q-ra
algebrai, mig minden z € A\ Q-ra transzcendens. Ezen 3llitds
geometriailag is megfogalmazhaté. Ha egy egyenlészari
hdromszogben az alapon fekvs szog és a szarak altal alkotott szog
aranya transzcendens, akkor az alap és a szar aranya is
transzcendens. Bar ez egy igen egyszeriien hangzo allitas,
ekvivalens Hermite és Lindemann eredményével, s a bizonyitasa is
igen nehéz, s6t meglehetésen bonyolult. Hasonléan nehéz lehet a

bizonyitdsa a kovetkezé dllitasnak is.

Szamfogalom.
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HILBERT VII. PROBLEMAJA. A probléma megoldasa.

Részlet Hilbert egy eléadasabdl, Gottingen 1919.

Hilbert kérdése. 1. A VII. Probléma nagyon nehéz, igy érdemes Gsszehasonlitani
Legyen a € A és § € A\ Q, ekkor az o alaki szamok, néhany ismert problémaval.

példaul Zﬁ, e™ = i~2 mindig transzcendens szam, vagy 2. A Riemann-hipotézis bizonyitdsa iranyaba az utébbi években
legalabb irracionalis. komoly elérehaladds tortént, gy nagyon reméli, hogy még

. P megéri a bizonyitasat.
Tovabb az el6adas. g Y

Biztos vagyok benne, hogy ezen, és a hasonld problémak megoldasa
egészen Lij modszereket igényel, s egy Uj szemléletet is ad. Uj
megvilagitasba helyezi az irracionalis és a transzcendens szamokat.

3. Szédmos biztaté eredmény van a Fermat-sejtéssel kapcsolatban
is, ezért taldn a hallgatésag legfiatalabb tagjai megérik a
sejtés bizonyitdsat.

4. Annak a bizonyitdsat azonban, hogy a 22 transzcendens
szdm, a jelenlevék koziil senki sem fogja latni.

Szamfogalom. TTIK Bolyai Intézet Szamfogalom. TTIK Bolyai Intézet
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Hilbert vélekedésérdl. A VII. Probléma részleges megoldasa.

Gelfond tétele. (1929)

PSS Ha B komplex kvadratikus irraciondlis szam, akkor o/
Az elsé két kérdésrol. s P ’ @
transzcendens.
> A Riemann-hipotézis, azaz a ( fliggvény minden komplex
zéréhelyének a valds része 1, a mai napig nyitott kérdés. . L L, . .
y ) ) 2 pie y ) Ez tartalmazza az €™ esetet, hiszen €™ az i’ egyik értéke. / pedig

> A Fermat sejtés bizonyitasat 1993-ban publikdlta A. Wiles. komplex és kvadratikus irraciondlis.

> Azaz egy kérdésben Hilbert tévedett, egyben talan nem, ha ... Kuzmin és Siegel tétele. (1930)

S o akkor is transzcendens, ha 3 valds kvadratikus irracionalis szam.
A harmadikrdl.

Az elsé részleges megoldds, az elsé nem teljes valasz 1929-ben Megjegyzések.

jelent meg, majd par év alatt teljessé valt a megoldds. , . L, R o,
J §: maja p ) g 1. A két matematikus eredményét egymastdl fliggetlentl érte el.

2. Hilbert megérte annak bizonyitasat, hogy 2V2 transzcendens
szam?
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A VII. Probléma teljes megoldasa. A VII. Probléma teljes megoldasa.
Megjegyzések.
Gelfond — Schneider tétel. (1934)

Ha o, 0 és 1-tol kiilonb6zo algebrai szamok, tovabba (3
irracionalis, akkor o transzcendens szam.

1. Gelfond és Schneider egymdstdl fliggetleniil jutott el ezen
eredményhez.

2. Hilbert sejtése a legerésebb formaban bizonyult igaznak.

Két tovabbi ekvivalens allitds. 3. Hilbert 1943-ban halt meg, azaz megérte sejtése teljes

1. Ha a, B 0, 1-t8 kiilsnboz8 algebrai szamok, akkor log o/ log 3 bizonyitdsat.

racionalis, vagy transzcendens. 4. Még egy 1919-es tévedése.
2. Legyenek a, B nemzéré algebrai szdmok. Ha log «, log 8
linedrisan fliggetlenek a raciondlis szamtest folott, akkor DE
linedrisan fliggetlenek az algebrai szamok teste folott. Az el6bbi tévedések nem arnyékoljdk be azon altalanos vélekedést,

miszerint David Hilbert a XIX. szdzad utolsé harmaddnak és a XX.
szazad elsé felének egyik legnagyobb hatdsi matematikusa volt.
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Egy zard gondolat.

» Gelfond bizonyitasaban alapvetd szerepe volt a kovetkezd
komplex fliggvénynek:
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F(Z) _ Ckle(klogoz+llogﬁ)z

,r
Il

0

Il
o

» ahol Cy € Z és |FK)(p)

, nagyon kicsi” sok p, k értékre.

Az el6bbi fiiggvény csak egy szerény adalék a probléma nehézsége
illusztracidjahoz.
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