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Folyammenti kultdrak.

A SZAMFOGALOM ALAKULASA A Egyiptom.
KEZDETEKTOL HILBERTIG 1.

4000 EVES IDOUTAZAS 1.

> 10-es alapt nem helyiértékes szdmirasuk volt.

» A szdm naluk — mai terminoldgidval — pozitiv racionalis
szam volt,
Klukovits Lajos > bdr nem hasznaltak szdmlaléval és nevezdvel rendelkezd
torteket,

TTIK Bolvai Intézet . . . PRI, . .
olyai Intéze » szinte minden tortet specidlis, 1 szamlaldju tortek osszegeként

allitottak eld.

2019. mdjus 6.
» Ez utébbiak az , elemi tortek” .
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Folyammenti kultdrak. A gorogok.

Mezopotamia. A szdm Euklidesz els6 9 konyve szerint.

Szémon 8k is pozitiv raciondlis szimot értettek, DE » Euklidesz definicéja szerint: egységekbdl Gsszetevédd sokasdg,

> szdmirasuk 60-as alapi helyiértékes volt. tehat 1-nél nagyobb egész szam.

» haszndltak hatvanados torteket is, de egy jelsorozat tort » Definidltédk és hasznélték a szamok ardnyét, ami a pozitiv
voltdra nem volt specidlis jeliik. racionalis szamnak felelt meg.

> Ha gazdasdgi szamitdsndl , negativ szam” adédott volna, » Az arédnyokkal valé szdmolasrél szl Euklidesz V. kdnyve, az
akkor azt nem tekintették rendes szdimnak, hanem az Eudoxos &ltal bevezetett mennyiség fogalmat hasznalva.

egyszerlien hianyt, addssagot jelolt. » De itt csak n. osszemérheté mennyiségekkel foglalkoztak,
> A gyokvondskor mindig csak par lépést tettek
algoritmusukban, hitték, hogy az néhany (tovébbi) lépés utdn

(biztosan) véget ér.

» bdr ezt itt nem posztuldltdk, a mennyiségeket is szamnak
tekinthetjlk.

.. iy L . . » Azaz, a szam 1-tél kiilonboz6 pozitiv raciondlis szam.
» Kovetkezésképp, az irraciondlis fogalma fol sem meriilhetett.
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A gorogok. Hindu aritmetika (200-1200)

> Folytattak a gorog tradicidkat.
> Az V. szazad végétdl a hindu matematikusok munkajat

A X. konyv. elsésorban asztronémiai és asztroldgiai problémdk motivéltak.
Ezen nagyrészt Eudoxostdl és Theaitetosztdl szarmazé konyv Szinte az Gsszes matematikai mii csillagszati (nem kiiloniilt

bizonyos Gsszemérhetetlen mennyiségekkel és azok aranyaval néluk el a csillagjésldstdl még) kdnyvek részeként jelent meg.
foglalkozik, azaz a szdm fogalma kiegésziilt specidlis, pozitiv > E korbél mdr tébb matematikus (csillagdsz/csillagjds) nevét is

ismerjiik:
» ARYABHATA (476-550(7)), BRAHMAGUPTA (598-660),
» MAHAVIRA (800(?)-870(?)) és BHASKARA
(1114-1185(7)).
> A perédus elsé felében a szdmokat hol szavakkal, hol més,
szam jellegli szimbdlumokkal jelolték. A 600-as évek kordl
kialakult a tizes alapu helyiértékes szamirasuk.

irracionalisokkal is.
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1. Hindu aritmetika (200-1200) 1. Hindu aritmetika (200-1200)
» Megjelennek a tortek is, féleg csillagaszati szamitdsokban.
> A korszak masodik felétdl az eddig csak a szamjegy hidnyat irasukra a babyloni hatvanas rendszert alkalmaztk. A
jelzé szimbdlumot, a , kordeskét”, szamként is kezdték miiveletek elvégzési szablyait szinte ugyaniigy adtak meg,
haszndlni. A szamjegy hidnyanak jele arab eredetii. mint manapsag.
» Mahavira (IX. sz.) a kdvetkezéket irta: Egy szamot 0-val » Mahavira a torttel val6 osztds szabdlyaként azt mondta, hogy
szorozva 0-t kapunk, s ha egy szambdl 0-t vonunk ki, akkor a » forditsd meg és szorozz vele.
szdm nem vdltozik. > Bevezették a negativ szdm fogalmat is hidny jelolésére.
> Azt is irta, hogy: Ha egy szamot 0-val osztunk, akkor a szdm » Elészér Brahmagupta fogalmazta meg 628-ban a négy
véltozatlan marad. alapmiivelet szabdly4t negativ szimokra.
> Itt nyilvdn arra gondolhatott, hogy ha egy szamot , sehdny” > Konkrét problémak megolddsandl azonban, ha az egyenlet
részre osztunk, akkor nem torténik semmi. valamely gyoke (a szdmolds végeredménye) negativ szdmnak

adddott, akkor azt, mint lehetetlen megoldast, elvetették.
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1. Hindu aritmetika: Bhaskara (XII. sz.) véleménye. 1. Hindu aritmetika (200-1200)
> ...ha egy probléma (pl. egyenlet) megolddsaként 50-et és
f5‘5t kapott: E.Z esetben a masodik értéket,nem lehet > A hinduk mdsik nagy Iépése az aritmetikdban az irracionalisok
figyelembe venni, mert az nem lehet megolddsa a problémdjanak egyre korrektebb kezelése. Téliik vették at az
problémanak, hiszen az emberek nem fogadjak el a negativ arabok.
megolda.sc,)kat., o ) ] » » Korrekt médon kezdtek veliik is szamolni. Nem bizonyitottdk
> Egy pozitiv szdmnak két négyzetgyoke van, az egyik pozitiv, ugyan altaldnosan eljdrdsaikat, de bségesen illusztraltdk
mig a masik negativ. Folvetette a negativ szdm médszereiket. Példaul:
négyzetgyokének kérdését is, de azt mondta, hogy az nem
létezik, 1évén barmely szam négyzete pozitiv. V3412 = (34+12)+2v3-12 = /27 = 3./3.
» De mindezt indokldsok, pontos definicidk és tételek
megfogalmazasa nélkiil tették, dltaldban verses formaban. > Az 3ltaldnos elv, amit haszndltak, mai jelolésekkel a
» Mindezek ellenére, ha igen lassan is, de a negativ szdmokat
egyre altaldnosabban fogadtdk el. Va+ Vb= V(a+b)+2vab  ahol a,b> 0.
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XVL. sz eleje. Stiefel Arithmetica Integra (1544)

Mivel az olyan geometriai bizonyitasokban, ahol a raciondlis

szamok nem megfelelek, alkalmazhatck az irraciondlis szamok, és

veliil elvégezhetjiik a bizonyitasokat; az iranyba kényszeriiliink

haladni, hogy kijelentsiik: az irracionalisok igenis szamok, mivel a
szémitdsok és a tudomdnyos igények. veliik kapott eredmények redlisok (valdsdgosak). Mdsrészt azonban

> Emlitésre érdemes Uij eredményeket tartalmaz példaul az olasz mds meg.gonqola'sc.)k arra késztetnek benniinket, hogy t.agadjuk azt,
Luca Pacioli (1445(?)-1517) Summa, tovabba Tartaglia hogy az irracionalisok egyaltalan szamok. Ugyanis, amikor

(Nicolo Fontana, 1500(?)-1557) General trattato de’ numeri e szamolunk veliik (tizedestért alakbar]) azt tapasztaljuk, hogy nem
misure cimii kdnyve. lehet Gket pontosan meghatdrozni. Igy nem nevezhetjiik ket igazi

» A szizad masodik harmaddban az irraciondlisokkal vald szdmoknak, mivel természetiikné| fogva hidnyzik bellik a
szadmolasi technikakat jelent8sen tovabbfejlesztette a német p reCI.ZItalS.. Eze:rt, ugyanugy m//nt ahogy a /veg?elen nem szam, egy
Michael Stiefel (1487-1567) és a flamand hadmérmak Simon irraciondlis szm sem igazi szém, hanem éppigy valami kodds
Stevin (a hollandok ,, Bolyaija”, 1548-1620). Ve_gte"‘-’"; ) i o ) ) .
Gydkmennyiségek djabb tipusaira adtak meg kalkulusokat. Stiefel véleménye szerint a valdsidgos szdmok egészek vagy tortek,

igy az irracionalisok nyilvin nem szamok

» 1500 koriil az eurépai matematikusok, elsésorban az iszlam
tradicidk alapjan, mar egyre kiterjedtebben szdmoltak
gyokmennyiségekkel, specidlis tipusokat definidltak és
kalkulusokat adtak meg, a f6 motivéacié a gyakorlati
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3. lIrraciondlisok a XVI-XVII. szdzadban. 3. lIrraciondlisok a XVI-XVII. szdzadban.
Egy évszazaddal késdbb még Blaise Pascal is lgy vélte, hogy Mds vélekedések.
az olyan mennyiségek, mint példsul a /3 csak geometriai Simon Stevin: az irraciondlisok olyan szdmok, amelyek
mennyiségként foghatd fol. Az irraciondlisok pusztdn szimbdlumok, tetszéleges pontossdggal megkozelithetk raciondlis
amelyek nem léteznek az altaluk reprezentalt folytonos geometriai szamokkal.
mennyiségtdl fiiggetleniil. A veliik valé szamoldsokra tehat nem > René Descartes (1596-1650) 1628-ban kiadott A gondolkods

aritmetikai szabalyok vonatkoznak, hanem az Eudoxos-féle

szabalyai cimii konyvében az irraciondlisokat olyan absztrakt
aranyelméletet (Euklidesz V. kényve) kell alkalmazni.

szamoknak tekintette, amelyek folytonos mennyiségeket
reprezentalnak.

Lényegében ugyanezen véleményt olvashatjuk Isaac Newton Az angol John Wallis 1685-ben megjelent Algebra cimii
(1643-1727) Arithmetica Universalis cim{i kdnyvében, amely konyvében mar teljes jogti szamoknak ismerte el az
1707-ben jelent meg (de kb. 30 évvel kordbbi eredményeinek irraciondlisokat, s azon véleményének adott hangot, hogy az
Ssszefoglaldsa). Elemek V. konyve lényegében aritmetikai jellegti.
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Negativ szdmok a XVI-XVII. szdzadban. Cardano egy feladata.

Iszldam tradicidk alapjan szédmoltak ugyan veliik, de &ltaldban
nem tekintette azokat szamoknak. Egyenletek megoldasaként
tobbnyire még azok sem fogadtdk el 8ket, akik kiilonben Az apa 56, fia 29 éves. Hany év milva lesz az apa kétszer annyi
hajlamosak voltak szdmnak tekinteni. id6s, mint a fia?

Példaul Stiefel , abszurd szamoknak” nevezte 8ket.

Cardano megadta ugyan az egyenletek negativ gyokeit is, de

. - : Ha x jeldli az évek szamdt, akkor az
csak fiktiv megoldasoknak, puszta szimbdélumoknak tekintette

azokat, hiszen a semminél kisebb mennyiségeket 56 + x = 2(29 + x)

reprezentdltak, mig a pozitivokat valésoknak nevezte.

Hasonléan vélekedett Descartes is, aki az egyenletek negativ egyenletet kell megoldanunk, amibdl x = —2. A kapott negativ
gyokeit hamis gyokoknek nevezte, mert azok a semminél megoldas lehetetlen, ami abbdl adédott, hogy rosszul tiiztiik ki a
kisebb mennyiséget jeldlnek, de az egyenlet feladatot. Azt kellett volna kérdezniink, hogy , hany évvel ezel6tt”
transzformacidjaval pozitivva, azaz — széhaszndlata szerint volt az apa kétszer annyi idés, mint a fia

— valéssa tehetdk.
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Ujabb eredmények az irraciondlisokkal kapcsolatban: Lanctortek és irracionalisok 1.

lanctortek. Legyen v2 =1+ % azaz y = 1+ /2. Adjunk az utdbbi
egyenl6ség mindkét oldaldhoz 1-et, igy azt kapjuk, hogy y =2+ %
Ekkor elébb az
» A XVI. szdzad utolsé harmaddnak egyik nagy eredménye a V2=1+ L,
lanctortek részbeni djrafolfedezése és djabb alkalmazésai volt.

2+ —
> A lanctortek implicite megjelentek Brahmaguptdnal y
hatérozatlan egyenletek megoldasaban. majd a
» Az Gjdonsdg az a folismerés volt, hogy a végtelen lanctortek Va—14 1
jol alkalmazhatdk az irraciondlisok elméletében is. N ) 1
+ [

> Raffaello Bombelli 1572-es Algebra cimii konyvében
taldlkozunk ezzel elészor. O a v/2-t a kovetkezéképpen 2+ }7

kozelitette. Y .
egyenléséghez jutunk.
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Lanctortek és irracionalisok 2. Lanctortek és irracionalisok 3.

Az eljarast folytatva Bombelli azt kapta, hogy

1
V2=1+ ’ A lanctortek konvergenciaproblémdjival Wallis foglalkozott elészor
1 g ) g
2+ -1 az 1695-6s Opera Mathematica cimii konyvében, de csak formalis
24— szamolasokat végzett megadva a lanctort véges kezdd szeleteit, 6
24 1 konvergenseknek nevezte ezek sorozatat.
1
2+ Megjegyzés.
24 — Egyszeriien igazolhatd, hogy minden véges lanctort raciondlis

szém, tovabba minden végtelen, nem periddikus tizedestort (azaz

Azzal természetesen mar nem foglalkozott, hogy a végtelen irracionalis szdm) is el6éllithaté végtelen ldnctortként.

ldnctort konvergél-e valamilyen értelemben, hiszen az ilyetén
kérdések abban a korban fél sem meriiltek.
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Egy rovid eléremutatds 1. Egy rovid eléremutatds 2.

Végtelen egyszer(i lanctortek.

Legyen a0 € Z, a1,ap,... € N. Az Egyszerii észrevételek.

1. « véges kezdd szeletei sorozata mindig konvergens.

1
a=ag+ — 1 2. E hatdrérték mindig irraciondlis szam.
a; + — 3. Ha az ag, a1, a2, . . . sorozat valahonnan kezdve periédikus,
a4+ — akkor o gyoke valamely egész egylitthatés masodfoku
E polinomnak.
kifejezést végtelen egyszerii lanctortnek nevezziik.
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. Képzetes szamok” . . Képzetes szamok” .

Cardano feladata.

Bontsuk f6l a 10-et két részre (gy, hogy a részek szorzata 40 Bombelli kalkulusa.

legyen. A |, casus irreducubilis” targyaldsakor leirta a négy alapmiivelet
elvégzésének szabdlyait az a & b\/—1 alak kifejezésekre, de ezeket

A megoldas. nem tekintette szdmoknak, csak haszontalan puszta

A feladat az x(10 — x) = 40 m&sodfokU egyenletre vezet, amelyet wszofizmusoknak”.

formélisan megoldva az 5 + \/—15 gydkoket kapjuk. Albert Girard véleménye.

Cardano kommentarja. Mire is haszndlhatjuk ezen lehetetlen megolddsokat? Hdrom okunk
... ha tiltessziik magunkat azon a lelki tortirdn, amit az ilyen is van: az altalanos szabdlyok bizonyitdsa, hszndlhatésaguk és mert
szam okoz, formalisan ellenérizhetjiik az eredményt, ami korrekt, nincs mds megoldas.

de hasztalan.
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. Képzetes szamok” . . Képzetes szamok” .

Konkluzié.
Lényegében tehdt, mint az egyenletek formalis megolddsat, a

komplex megoldasok elfogadasat ajénlotta, de azt nem fogadtak el Isac New_ton.l . Yy I
Kortarsai. Nem tulajdonitott jelent6séget az egyenletek .komplex gyokeinek
nyilvan azért is, mert nem volt (akkor még) fizikai jelentésiik.
Descartes. G. Leibniz 1702.
1. Elutasitotta, imagindrius (képzeletbeli) megoldasoknak Az Isteni Szellem egy nagyszer(i megnyilvanuldsi alkalmat talilt az
nevezete azokat. analizis ezen csoddjaban, az idealis vilag e szokatlan
2. Ervelése. tiineményében, amely egyidejiileg létez6 és nemlétezS, amelyet mi
2.1 Az egyenletek negativ gyokei az egyenlet transzformaciéja a negativ egység imagindrius gyokének neveziink.

révén valdsokkd (azaz pozitivokkd) tehetdk,
2.2 a komplex gyokokkel ezt nem lehet megtenni.
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Vita a komplex szamok mibenlétérdl. Vita a komplex szamok mibenlétérdl.
1. fordulé: Jacob Bernoulli és G. Leibniz.
1. fordulé: Jacob Bernoulli és G. Leibniz. » DE nem foglalkozak azzal, hogy a b? — 4ac < 0 esetben a
» Jacob Bernoulli az f% integral kiszdmit4sdra az gySkok nem valésak, dx
b2 12 aljx > igy eljdrasuk alapjan olyan [ . alakd integralokat is
x= am helyettesitést alkalmazta, eredményezett, amelyekben legaldbb a d nem valés (komplex)

szam volt.

dt
» ez A[ — = Alogt alaku, tehdt logaritmusfiiggvényre vezetd . . L, .
J t ¢ & sgveny » Mindezek ellenére nyugodtan hasznaltak — formdlisan — e

integralt eredményezett. mdédszert

d

X p . L . (L 4 (et .
—5 - alaki > ami azt foltételezte, hogy ismerték és haszndltdk mind a
ax?+bx+c

negativ, mind a komplex szamok logaritmusat is.

» Leibniz Johann Bernoullival kozosen az f

integralokat is hasonléan szdmolta.
» Leibniz ki is jelentette, hogy a komplex szamok jelenléte
semmiféle problémat nem okoz.
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Yo s

Vita a komplex szamok mibenlétérdl: Johann Bernoulli és Vita a komplex szamok mibenlétérdl: Johann Bernoulli és
G. Leibniz. G. Leibniz.

Egy melléktermék.

Egyik integraljuk az arcus tangens fliggvényre vezet, igy
eredményiik kapcsolatot teremtett a trigonomertrikus fliggvények
és a logaritmus fiiggvény kozott.

Leibniz vdlaszai.
Egy 1712-es dolgozat és levél Johann Bernoullihoz:

> a negativ szamok logaritmusai a valésagban nemlétezok,

) ) > azaz imagindriusok (képzeletbeliek).
Tisztdzandé () kérdések.

Johann Bernoulli viszontviélasza.

1. Léteznek-e a negativ, ill. a komplex szdmok logaritmusai? o ) Ded - )
. . . L ST A negativ szdmok logaritmusai létez8k, azaz valésigosak (valds
2. Ha igen (ugyanis a kovetett eljrisok ezt igénylik), akkor [
> szamok).
hogyan definidljuk azokat?
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Vita a komplex szamok mibenlétérdl. Vita a komplex szamok mibenlétérdl.

Johann Bernoulli érvei.
—X X

= — = log(—x) = log x. Lévén logl =0, log(—1) =0is
X

Leibniz érvelése.

» A pozitiv logaritmus értékek az 1-nél nagyobb szdmokhoz —x
tartozok, mig a negativok a 0 és az 1 kozottiekhez. all.
» Nincs olyan szdm, amely valamely masféle szam logaritmusa Leibniz kontréja.

lehetne.

> Ha log(—1) létezne, akkor igaz lenne a log(—1) = 2log(v/—1)
egyenl6ség is, de ennek jobb oldaldn nemlétezé mennyiség all.

d
A d(logx) = il Osszefliggés csak pozitiv x-ekre 3l fonn.
X

A Bernoullik a tovabbiakban Eulerrel vitatkoztak, de vele sem

» Mondta mindezet integraldsi mddszerei ismeretében.
jutottak egyezségre.
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Vita a komplex szamok mibenlétérdl 3. Vita a komplex szamok mibenlétérdl.
, . Euler kontra Leibniz és Johann Bernoulli 1.

3. fordulé (1727-31): Johann Bernoulli és Leonhard Euler
(1707-83) . 1. Leibniz &llitdsa, hogy a d(logx) = dx/x sszefiiggés csak
Bernoulli fonntartotta kordbbi véleményét, amelyet Euler X >.0-ra |gazl,,arrl1yekba boritja az analzis ”alapjalt, amel.y
elutasitott. Az 6 véleménye is meglehetésen ellentmondasos volt S,ZEFII:lt azok 3ltaldnos elveket tartalmaznak”. E formula is
ekkor még. Igy nem jutottak egyetértésre. dltalanos. d(-x)  dx
‘ 2. B Ili érvelésébdl, mi i == 4
Attorés, Roger Cotes eredménye 1714-bdl. ernoulli érvelésebdl, miszerint X x ' pusztan az

kovetkezik, hogy log x és Iog(—x)_egy additiv konstansban —

> A mar-mar feledésbe meriilt eredmény (mai jeloldsekkel) amely éppen log(—1) — kiilonbozik.

. 3. Bernoullinak a log(—1) = 0 &llitasat korrekten bizonyitania
V—=1¢ = log(cos ® + v —1sin ®).
g + in @) kellett volna.
> Ez késébb alapvetdnek bizonyult. 4. Azon érvelése ugyanis, hogy a (—a)? = a? egyenlSség alapjan
log(—a)? = log a?, amibél log(—a) = log a kdvetkezik nem
korekt.
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Vita a komplex szamok mibenlétérdl 3. Vita a komplex szamok mibenlétérdl.
Euler kontra Leibniz és Johann Bernoulli 3.

» Euler vilasza: sorokkal érvelve itt semmit sem ériink el.

» hiszen
- Euler kontra Leibniz és Johann Bernoulli.
1 Clox+X2—x3 X = = Z(_l)ixi7 Az el6bbi két sort osszeadva kapjuk, hogy
1+x Py
- 0=2+24+10+26+...
> amelybél x = —3 és x = 1 helyettesitésekkel,
De ez az utolsé egyenl6ség pedig mar nyilvdn lehetetlen.
1
—5:1+3+9+27+...
L 1-1+1-1+
5=
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Euler megoldasa 1. Euler megoldasa 2.

» Egy ismert sor

e n . 1 . . . v P
e— Z 1 — lim (1 4 1) > Mivel x7 egy végtelen nagy kitevjli gyok (lévén 1/i végtelen
nl n—oo n kicsi kitevd), az y-ra végtelen sok komplex értéket kapunk,
> tovabba y = log x, ezért log x-nek is végtelen sok komplex
értéke van.
x=e¥ = (1 + y)'7 » Pontosabban fogalmazva, ha
ahol i egy végtelen nagy szamot jelol. x=a+bV-1=c(cosp+V—1sinyp),

» Mindkét oldalbdl i-edik gyokot vonva akkor a ¢ helyett eC-t frva

Po1aY = i(xT —
xi =1+ i azaz y=i(xi —1). x = eC(cosp + V—Tsing) = eCe ~T(pk2xr)
adédik.
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Euler megolddsa 3. Z3r6 megjegyzések.

1. Megjegyzés.
. E zsenidlis megoldasaval nem aratott osztatlan sikert. Példaul
Igy D’'Alambert, aki a Nagy Francia Enciklopédia matematika fejezetét
y=logx=C+(p+ 2)\71.)\/_*17 Osszedllitotta, analitikus, geometriai és metafizikus érvek sorat adta

ahol ) tetszéleges nemnegativ egész szam. a log(—1) = 0 egyenl8ség elfogaddsa érdekében.

Euler kommentdrja. 2. Megjegyzés.

...valamely adott pozitiv valés szamnak egyetlen valds és végtelen
sok képzetes logaritmusa van, mig a negativ és a képzetes szamok
logaritmusanak minden értéke képzetes, tehdt imaginarius, azaz
képzeletbeli”.

» Euler gondolatmenet mai szemmel is brillidns, de
» bar korrekt eredményre vezet

» mai értelemben teljesen inkorrekt.

>

Mentségiil: Euler zseni volt.
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Osszegzés: XVI. szdzad. Osszegzés: XVII. szazad.

» A szazad végére: vannak a természetes szamok, taldn még
szam a 0 is, meg vannak a pozitiv raciondlisok, amelyek

elbélinak két természetes szdm hanyadosaként. » Nincs lényegi el6relépés.

> |dénként, féleg a hidny megjelenitésére hasznélni lehet negativ > A, nem racionélisokra”, a v/2 félékre nem aritmetikai, hanem
szamokat (egészek és raciondlisok), de ezek nem ,,igazi” geometriai eljdrasokat, szabdlyokat kell alkalmazni, mert
szémok. » onmagukban nem Iéteznek, csak az dltaluk reprezentalt

> Vannak még olyan mennyiségek is, mint pl. a /2, de ezek ,, folytonos geometriai mennyiséggel” egyiitt, azaz
nem ,igazi" szdmok, de lehet ket , kézeliteni” szamokkal. » Euklidesz V. kdnyvében leirtakat kell alkalmazni.

> Az, hogy ez mit jelent homdlyba veszett. > az a+ by/—1 alaki kifejezéseket nem is emlitik.

» Egyenletek formdlis megoldasakor ugyan eldjohetnek
a+ by/—1 alakd kifejezések, amelyekkel lehet szamolni, de
,minek”.
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Osszegzés: XVIII. szazad. Az analizis valsaga: Konvergenica problémdk.

> Integralasi problémakban ismét eléjonnek az a 4+ by/—1 alakii XVIII. szdzad.
kifejezések, és képzetes, imagindrius szamoknak nevezik Sket
(Leibniz és Euler), mert nem a valéségban, hanem , csak a
képzeletiinkben [éteznek’ .

» Newton és Leibniz infinitizimalis kalkulusa: szabadon
szdmoltak végtelen kicsi/nagy , szamokkal" .

» Ugyancsak integréldsi problémakbél indulva Euler inkorrekt > Euler:
uton korrekt eredményre jut a negativ és az imaginarius ; N _ X\ "
szamok logaritmusaival lapcsolatban. e = (a + 7.) = lim (1 + 7) = Z -
. . i n—o0 n n!
» Ugyancsak Euler sejti meg, hogy vannak olyan szdmok, n=0
amelyek meghaladjdk az algebrai médszerek erejét, azaz nem ahol i ,végtelen nagy szim” .

algebraiak, ezek a transzcendens szamok.

> Sejtése szerint az e, 7, valamint a trigonometrikus és a
logaritmus fliggvények értékei altaldban ilyenek.

> Bizonyitani csak azt tudtdk (& és Lambert), hogy a két
konstans irracionalis.

> Alapvetd kérdés: mi is a végtelen kis/nagy szam, mi egy
végtelen sok tagl osszeg?

> Akkor csak intuitiv megkozelités volt (pl. mint a gorbe
aszimptotdja).
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XIX.-XX. szdzad: Végtelen sorok konvergencidja. XIX.-XX. szdzad: Hatvdnysorok konvergencidja.

» Definicié. Legyenek ag, a1, ..., ap,... valés szdmok. A . e
gy 0591 - - > &y » Definicié. Az

o0
o0
ao+a1+m+an+...:23k ao+a1x+azx2+...+a,,x"+...:Za,-x’

k=0 k=0

végtelen sor konvergens, ha a e . . .
g & alakui kifejezéseket, ahol a; € R és x valés valtozd,

’ n hatvanysoroknak (pontosabban valds-) nevezziik.

im a . P (
nﬂoo;) k > Definicié. Az el8bbi hatvanysor konvergens az (a, b)

intervallumon, ha a

hatarérték létezik és véges. Ellenkez6 esetben a végtelen sor i 0 p

. m akX
divergens. RS kz k

. . y . st g =0
» Megjegyzés. Vildgos, hogy a konvergencia sziikséges | o
foltétele, hogy lim a, = O legyen (véges) hatarérték létezik minden x € (a, b)-re.
! n—o0 n
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Konvergenica problémak: XVIII. szdzad. Konvergenica problémak: XVIII. szdzad.

» J. Fourier: a rezgd hur problémaja: analitikus sorfejtések.
> Az f(x) fiiggvény Fourier sora

>
o0
f(x) = %0 + Z(an cos nx + by, sin nx), » Silyos probléma: tobb olyan fiiggvény keriilt el8, amelynek
n=1 Fourier sora nem 3llitotta el6 a kiinduldsi fiiggvényt.
» ahol > Nagy kérdés: hol a hiba?
21 » Nem korrekt a sorbafejtés, vagy
a, = %/f(x) cos nxdx, > a konvergencia fogalma santit.

f(x) sin nxdx.

o
3
Il
3=
o o
\S’
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A kiut keresése a valsdghdl, a hatarérték pontos fogalma. A kiut keresése a valsaghdl, a folytonossag kérdése.

» A definicié:

> Az (ap)nen Szémsorozat hatdrértéke az a szam, azaz e sorozat > A folytonos f.l.Jggvenyek Bolzano—Darbou-x tulajdonsaga:
a-hoz konvergsl, ha barmely & > 0-hoz van olyan v € N, hogy » Ha az f(x) fiiggvény folytonos az [a, b] intervallumon, akkor
minden n > v esetén |a, — a| < . barmely f(a) és f(b) kdzdtti ¢ € R-hez van olyan y € [a, b],
» De hogyan lehet megdllapitani egy sorozatrdl, hogy ez hogy f(y) = c.
teljesiil? Meg kell ,, dlmodni” el6bb az a-t? > A probléma: Nem sikeriilt e szemléletesen nyilvanvalé allitdst

» Cauchy dn. bels6 konvergencia kritériuma a XIX. szazad bizonyitani.

elején. » Egyre er6sodik az a nézet, hogy az igazi probléma a valds

. . . szam fogalmanak tisztdzatlansdga, pontatlansdga.
> Az (a,) szdmsorozat konvergens, azaz lim,_. a, létezik, ha g ga. p 8

barmely € > 0-hoz létezik olyan v, hogy valahanyszor » A, nagy kérdés": Valdjaban mik is a valds szamok?
m, n > v mindannyiszor |a, — a,| < €. > A valasz még varat magdra.

> Probléma: e foltétel sziikségessége nyilvanvald, de elegendd is?

Szamfogalom. TTIK Bolyai Intézet Szamfogalom. TTIK Bolyai Intézet

0. A folyammenti kultdrdk kora. 2. Gorogok és hinduk. 3. Irracionélisok a XVI. - XVII. szézadi Eurépdban. 4. Komplex szamok. 5. Osszegzés. 0. A folyammenti kultirdk kora. 2. Gorogok és hinduk. 3. Irracionélisok a XVI. - XVII. szézadi Eurépaban. 4. Komplex szamok. 5. Ossz

Egy kerulout 1épései. Egy kerulout lépései.
» Az 1830-as években a komplex szam ,,intuitiv’ fogalma széles » A miiveletek a kovetkezd.

korben haszndlatos, de ez tobbeket nem elégitett ki.

» William Rowland HamiLToN (1805-65): Conjugate Functions (a,b) £ (¢,d) = (a+ c,d + d)
and on Algebra as the Science of Pure Time c. 1837-es (a, b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc)
dolgozata. (a, b) ac+ bd bc — ad
» Hamilton legfontosabb észrevételei: (c,d) = (52 +d27 2+ d2)
1. Pontositja az tn. komplex egység fogalmat: i-vel egy olyan
szimbdlumot jeldl, amelynek négyzete —1. » A, szokdsos” miiveleti tulajdonsagok: asszociativitas,
2. Egy a+ bi alakban irott komplex szim NEM olyan &sszeg, kommutativitds, stb. egyszer(i szamolassal beldthaté. Ezzel a
mint példdul a 2+ 3. A, plusz jel" haszndlata torténeti komplex szam fogalma — a valds szam fogalmara épitve
tévedés, hiszen a bi nem adhaté hozza a-hoz az ismert, a — logikailag is korrekt megalapozast nyert.

+-szal jelolt osszeaddssal. . . - S )’
3. Az a+ bi komplex szdm nem tébb (és nem is kevesebb), mint » Azt sajnos még mindig NEM TUDJUK, hogy mik is a valds

az (a, b) (valés szdmokbdl 3l16) rendezett par. szémok, de nekik az (a, 0) alakii parok felelnek meg.
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Egy kerulout lépései.

>

Nem mellékes ,, melléktermék”: a bizonyos értelemben
misztikus v/—1 problémdja is rendez8dott, mivel az nem mas,
mint a (0,1) par, hiszen (0,1)2 = (—1,0), de

(0,-1)% = (~1,0) is 4ll.

Gauss egy 1837-ben Bolyai Farkashoz irott levelében
megemlitette, hogy & mar 1831-ben eljutott a komplex szdm
ezen fogalmahoz, de (természetesen) ezt sem publikalta. [gy a
matematikai vildg a prioritdst Hamiltonnak adta és adja a mai
napig is. A , komplex szdm” elnevezés minden bizonnyal
Gausstdl ered.

Cauchy 1847-ben egy masik definiciéjit adta meg a komplex
szamok testének, s igy a komplex szdmoknak is:

C = R[/(A +1).

Egy lehetséges tovabblépés.

>

A valés szamokat tekinthetjiik egydimenzids szamoknak, a
komplexeket kétdimenziésoknak. Jogos kérdés: léteznek-e
haromdimenziés szamok anndl is inkdbb, hogy a minket
koriilvevé tér is harom dimenzids.

Ugyanis, a komplex szdmok sikvektoroknak (is) tekinthet8k és
hasznosak a sikgeometridban. Miért ne lehetne ugyanigy
haromdimenziés szdmokat hasznélni a térgeometridban?

A komplex (kétdimenzids) szdmok geometriai alkalmazdsaval
— a legtobszor e sikbeli reprezentdcidt tekntve definicidjuknak
— tobben is foglalkoztak: Caspar WEssEL 1797-ben, Jean
Robert ArRcaND 1806-ban, John WARREN 1828-ban, és mint
mar emlitettiik Carl Fridrich Gauss 1831-ben.
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Hamilton: Léteznek-e 3 dimenziés szamok?

>

v

v

v

A méltan hires matematikus és fizikus a komplex szdmok
preciz fogalmanak megaddsa utén, 30 évig dolgozott a 3
dimenzids szamok megalkotasan.

Természetesen a val6s szdm fogalmanak tisztazasa nélkiil, DE
arra alapozva.

A sikertelen kisérletek utdn attért a 4 dimenzidra, és itt sikeres
volt: megalkotta a kvaternié fogalmat.

Az i-hez hasonlé tovabbi két képzetes egységet, j, k vezetett
be:

A definialé egyenléségek: i = jj = kk = —1,
ik =iij = —, ki =ij=—i
ki =, jk=i

K2 = ijij = —ijjj = 1

A kvaternidk és azokon tul.

>

AQ={a+bi+c¢+dk:ab,c,decR} halmaz, ahol i,j, k
az iménti képzetes egységek, komplex szimokndl megismert
Osszeadassal és szorzdssal, figyelembe véve az el6bbi
azonossagokat, egy Un. ferdetest, a kvaternio-ferdetest, ahol
(Q,+) Abel-csoport, (Q, ) csoport, és a szorzas disztributiv
az Osszeadasra, és a mint gylir(i zérusoszté-mentes.

1882-ben Frobenius igazolta, hogy tovabbi bdvitésnek nincs
értelme, hiszen 8 dimenziést még lehetne definidlni, de az mar
nem asszociativ és nem zérusoszté-mentes szorzasu.

A kvaternidknak kiterjedt alkalmazésai lettek, tobbek kozt az
elméleti fizikdban és a geometridban.

Szamfogalom.
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Ut a valds szdam mai fogalmahoz, a kezdetektdl Eulerig. Ut a valds szdam mai fogalmahoz, a kezdetektdl Eulerig.
> Elméletileg: valds szam = ami a valdsigban létezik. > Pontosabban: vannak olyan , valés” (=valésdgos) szdmok is,
» Gyakorlatilag: kezdetben pozitiv, késdbb tetsz8leges racionlis amelyek nem raciondlisok, de nem is gyokmennyiségek.
szam (= el83ll, mint két egész szdm hanyadosa), végiil » Definicié. Az « ,valés szdm” algebrai szam, ha van olyan
bizonyos algebrai irracionalisokat, pontosabban a v/a+ Vb f(x) raciondlis (egész) egyiitthatés nemzéré polinom, hogy
alakd szamokat, — lényegében azokat, amelyek szerepelnek f(a) =0.
Euklidesz X. kényvéban — is ide soroltdk. > A korabbi sejtés pontosabban: Az irraciondlis szdmoknak két
» De madr a pisai Leonardo ramutatott, hogy nem minden osztalya van: az el6bb definidlt algebraiak, valamint azok,
egyenlet gyokei kaphaték meg az el8bbi alakban. amelyek ,, meghaladjdk” az algebrai mddszerek erejét, azaz

nem gydkei egyetlen raciondlis egylitthatds (nemzérd)

> Megjelenik — nem pontosan — a képzetes (=komplex) szdm s
polinomnak sem.

fogalma, de az a valés szam fogalman alapul.

» Euler egy sejtése: vannak olyan szimok is, amelyek » Ez utébbiakat Euler transzcendens szamoknak nevezte.

meghaladjdk az algebrai mdédszerek erejét. > Az elnevezés eredete: transcend=meghalad.

Szamfogalom. TTIK Bolyai Intézet Szamfogalom. TTIK Bolyai Intézet
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Hogyan ismerhet6k fol a transzcendens szamok: egy Hogyan ismerhetdk fol a transzcendens szamok?
kézenfekvo oOtlet.

» Egyszeriien igazolhatd, hogy a raciondlis szamok tizedestort

alakja véges, vagy periédikus. > Sajnos nem igy van, a periddikus lanctortek az dn. (valds)

kvadratikus irraciondlisokat, azok amelyek egész egyiitthatos

» Bizonyithatd, hogy egy a valds szam pontosan akkor masodfokii egyenletek nem raciondlis gykei.

racionalis, ha lanctort alakja véges, igy a végtelen lanctortek

gL E e 1 » Euler egy eredménye: Az e irraciondlis, mert ldnctort alakja
allitjak elé az irracionalisokat. ey Yy ' J

végtelen, DE vélhetéen NEM kvadratikus irraciondlis, mert

» Hasonldan, mint a tizedestorteknél, definidlhaté a ldnctortek lanctért alakja nem tiinik periédikusnak

periodicitdsa.
» Jambor 6haj: De szép lenne, ha éppen a periddikus végtelen
lanctortek lennének az algebrai irraciondlisok.

Szamfogalom. TTIK Bolyai Intézet Szamfogalom. TTIK Bolyai Intézet
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Az e és a 7 lanctort alakja Attorés:
> LIOUVILLE.
1 Az 1840-es évek elején folytatott vizsgalatai elvezettek annak
e=2+ 1 igazoldsahoz, hogy
1+
2+ !
14 1 LETEZIK TRANSZCENDENS SZAM.
14 Liouville tétele (1844).
44 ... A
=<2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,... > 1072é“'s

o0
1
» Ez tényleg nem tiinik periddikusnak, s6t a 7w lanctort alakja Z 107" 0,110001 -010...
n=1

sem:
> Lambert (Euler tanitvdnya) megmutatta, hogy

T=<3;7,151,282,... >

sor konvergens, és Osszege tetszéleges rendben
approximalhaté racionalis szamokkal, igy az transzcendens
szam.

Szamfogalom. TTIK Bolyai Intézet Szamfogalom. TTIK Bolyai Intézet
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Kitéré: A szamfogalom folépitésének vazlata. Egész szamok.
Természetes szamok. > A természetes szdmok egységelems félgyliriit alkotnak, igy

koriikben altalaban nem oldhatdk meg az a + x = b alaku
egyenletek, ahol a, b € N, ezért azt bbviteni kell.
> Végezziik el a kovetkezd konstrukciot.
> Legyen A= N x N és definidljuk a kovetkezd reldciot.

> A természetes szamok a Peano axiémak egy modelljeként
definidlhatok:
» N a természetes szamok halmaza, ha

1. 1eN, ,,
2. Vk € N-hez létezik egy k' € N > Tetszbleges (a,b), (¢, d) € Ara

3. nem létezik olyan k € N, hogy 1 = K, (a,0) ~(c,d) ©a+d=b+d _

4. ha valamely m, n € Nere m’ — n', akkor m = n, > Definialjunk &sszeaddst és szorzast az A/ ~ halmazon:

5. ha S C Nolyan, hogy 1 € S, és valahdnyszor m € S, G b)+(c,d)=(a+c,b+d) (ab)(c,d) = (ac+ bd,ad + bc)

mindannyiszor m’ € S, akkor S = N.
» Az N halmazon definidlhaté két asszociativ és kommutativ

miivelet, amelyeket altaldban + és - jeloli, és osszeaddsnak, > Megmutathatd, hogy az (A/ ~;+, -) algebra egységelemes
valamint szorzdsnak nevezziink. kommutativ zérusosztémentes gylir(i (=integritastartomany).

Szamfogalom. TTIK Bolyai Intézet Szamfogalom. TTIK Bolyai Intézet




0. A folyammenti kultdrdk kora. 2. Gorogok és hinduk. 3. Irracionélisok a XVI. - XVII. szézadi Eurépéban. 4. Komplex szamok. 5. Osszegzés.

0. A folyammenti kultirdk kora. 2. Gorogok és hinduk. 3. Irracionélisok a XVI. - XVII. szézadi Eurépaban. 4. Komplex szamok. 5. Ossz

Egész szamok.

>

>

>

Ezen a gyiirii elemeit egész szamoknak nevezziik, és
halmazukat Z jeloli. N bedgyazhaté Z-be, azaz létezik N — Z
injektiv homomorfizmus.

Azaz a 7Z gyiirli tekinthetd az N félgylirii bSvitésének.

A bdvitési folyamatot tovabb kell vinni, meg kell konstrudlni
az egész szamokat tartalmazd legsziikebb testet, amelyben
mar megoldhatdk az ax = b, a # 0 alaki egyenletek is.

Raciondlis szamok.

> A bovités a kovetkezd konstrukcidk nyugszik.
> Legyen A=7Z x (Z\ {0}), amelyen két miiveletet és egy
(ekvivalencia) reldciét definialunk:
>

(a,b) + (¢, d) = (ad + bc, bd)
(37 b) . (Cv d) = (3C7 bd)7
> (a,b) ~ (c,d) & ad = bc.
> Ismét kiterjesztjiik a miiveleteket az A/ ~ faktorhalmazra:
(a,b) +(0,b) = (a, b)
(ar b) . (d7 d) = (av b)
27&0 = (avb)'(bva) = (dvd)

Szamfogalom.
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Raciondlis szamok.

>
>

>

>

Tetszéleges a, b,c,d € Z, b,d # 0-ra

(a, b) + (0,b) = (a, b)
(a,b) - (d,d) = (a,b)
a#0 = (a,b)-(ba)=(d,d)

Az utdbbibdl kovetkezik, hogy ha a # 0, akkor megoldhaté az
(3’ b) . (X7Y) = (C’ d)

egyenlet.

Ez azt (is) jelenti, hogy a A/ ~ algebra test, amelyet a
raciondlis szamok testének nevezziink, és altaldban Q-val
jelojiik.

Szamfogalom.
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