A kezdet.
, L, Az V. posztuldtum.
EUKLIDESZ V. POSZTULATUMA,TOL Koveteltessék meg, hogy ha két egyenest Uigy metsz egy egyenes,
A NEM-EUKLIDESZI GEOMETRIAKIG. hogy az egyik oldalon keletkez8 belsé szégek (6sszegben) két

derékszognél kisebbek, akkor a két egyenes végtelendil
meghosszabitva taldlkozzék azon az oldalon, amerre az két
derékszdgnél (Ssszegben) kisebb szbgek vannak.

NEHANY LEPES A 2000 EVES UTON.

Klukovits Lajos
» Emlékezziink. Ez a posztulatum , kakukktojas” a tobbi négy

TTIK Bolyai Intézet mellett, nem olyan ,,6n-evidens” éllitas a fizikai térrél, mint
azok.
2019. dprilis 29. > 2000 éven keresztiil kételyek sora meriilt fol, amelyek
eloszlatdsin sokan dolgoztak. Ezek alapvetden két foltevésen
alapultak.
A parhuzamosok. TTIK Bolyai Intézet A parhuzamosok. TTIK Bolyai Intézet
Az elédzmény. Az elsd kételyek. Az elsé kommentdrok. 1. Helyettesitési kisérlet. 2. Helyettesits kisérlet. 3. Helyettesitési kisérlet. Nem-Euklide Az elézmény. Az elsd kételyek. Az elsé kommentarok. 1. Helyettesitési kisérlet. 2. Helyettesitd kisérlet. 3. Helyettesitési kisérlet. Nem-
Az altaldnos kételyek. Euklidesz kételyei.
A két alapvat6 folvetés. A definicié és tételek az 1. konyvbdl.
1. Az V. posztuldtum egy tétel, ezért helyébe, a posztulatumok 1.23. Definicié. Pirhuzamosak azok az egyenesek, amelyek
sordba, egy egyszeriibbet, a tobbi négy posztuldtumhoz ugyanabban a sikban vannak és mindkétoldalt végteleniil
hasonlét kellene illeszteni. meghosszabitva egyiken sem taldlkoznak.
2. Torolheté a posztulatumok koziil: az V. posztuldtum egy 1.27. Tétel. Ha két egyenest egy egyenes ligy metsz, hogy
tétel, amit be lehet/kell bizonyitani az elsé négy posztuldtum egymas kozott egyenld valtoszogek keletkeznek, akkor a két
alapjan. egyenes parhuzamos.
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Az el6zmény. Az elsd kételyek. Az elsé kommentdrok. 1. Helyettesitési kisérlet. 2. Helyettesité kisérlet. 3. Helyettesitési kisérlet. Nem-Euklide Az elézmény. Az elsé kételyek. Az elsd arok. 1. Helyettesitési kisérlet. 2. Helyettesitd kisérlet. 3. Helyettesitési kisérlet. Nem:-

Tovabbi tételek az 1. konyvbdl. Okori kommentarok.

1.28. Tétel. Ha két egyenest egy egyenes (igy metsz, hogy az
ugyanazon az oldalon levd szemkozti belsé szoggel egyenld
kiils6 szog keletkezik, vagy ugyanazon az oldalon két
derékszoggel egyenld bels6 szogek keletkeznek, akkor a két
egyenes parhuzamos.

Proklosz

Az elsd, Skori kisérletekrdl az V. szazadi neoplatonista filozéfus,
Proklosz kommentdrjaibdl tudunk. Az els6 kettd a l.e. I.
szazadban élt PoszipoN1osz és GEMINOSZ nevéhez flizédik.

1.29. Tétel. Ha pirhuzamos egyeneseket metsz egy egyenes, Poszidoniosz.

akkor egymassal egyenld valtdszogek keletkeznek, és a Definicié. Azon egy sikban fekvs egyeneseket nevezziik

szemkozti belsé szoggel egyenl6 kiilsé szog keletkezik, és pdarhuzamosoknak, amelyek mindeniitt egyenlé tavolsagban vannak
ugyanazon az oldalon (egyiitt) két derékszoggel egyenlé belsd egymdstdl.

szogek keletkeznek.

1.30. Tétel. Az ugyanazzal az egyenessel parhuzamos
egyenesek egymassal is parhuzamosak.

Euklidesz el6szér a 29. Tétel bizonyitdsaban hivatkozott az
V. Posztuldtumra, bdr kordbban is hasznos lett volna.

Geminosz vélekedése.

Euklidesz definicioja értelmében parhuzamosnak kellene tekinteni a
hiperbola ill. a parabola aszimptotdjat és magat a gorbét, hiszen
azok sem metszik egymdst, de Poszidoniosz definicidja ezt kizarja.
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Az elézmény. Az elsé kételyek. Az elsé kommentdrok. 1. Helyettesitési kisérlet. 2. Helyettesité kisérlet. 3. Helyettesitési kisérlet. Nem-Euklide Az elézmény. Az elsé kételyek. Az elsé kommentarok. 1. Helyettesitési kisérlet. 2. Helyettesitd kisérlet. 3. Helyettesitési kisérlet. Nem:-

Okori kommentérok. Az elsO helyettesitési kisérlet.

Klaudiosz Ptolemaiosz

> Az l.sz. |l. szazadi csillagdsz érvelése.

Proklosz. > Legyen AB és CD két parhuzamos egyenes, s jelolje az FG
Kimutatta, hogy egyik sem vezet semmi jéra, s6t Geminosz metsz8 egyenes Jltal létrehozott 2-2 belsé széget o, § és
észrevételét a geometria taldn legnagyobb paradoxondnak o\ B
tekintette, s mindkett6t elvetette. . . )
[
c B/B D
/o
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Az elézmény. Az elsé kételyek. Az elsé arok. 1. H

Az els6 helyettesitési kisérlet.

Klaudiosz Ptolemaiosz érvelése:

/fr

i

c s
/e

lo

> Harom lehetéség van.

Klaudiosz Ptolemaiosz posztuldatuma.

Ha az el6bbi lehetéségek valamelyike teljesiil egy esetben, akkor

minden esetben az az eset all fonn.

>

! /

>ao 4+

! /

at+B{=d+p
! /

<o +p
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Az elsd lehetbség.
Ha a + 3 > 2R, akkor

FB | GD, és FA| GC,
amibdl a posztuldtum szerint
o +B >2R = a+f+d +5 >4R,

ami lehetetlen. (R a derékszoget jeldli itt és a tovabbiakban.)
A harmadik lehetéség ugyantgy térgyalhatd, mint az elsé.

Az elsO helyettesitési kisérlet.

A konklizié.

Mivel e két eset nem lehetséges, marad a harmadik (a k6zépsd),

tehdt sziikségképp
a+ 3 =2R,

amibdl levezetheté az V. Posztuldtum.

Proklosz véleménye:

Ptolemaiosz posztuldtuma semmivel sem egyszeriibb Euklideszénél,

nem is rovidebb.

Proklosz javaslata.

Két egymdst metszé egyenes egy-egy pontjanak tavolsaga
akarmilyen nagy lehet, ha az egyeneseket elegendSen
meghosszabitjuk.

A parhuzamosok. TTIK Bolyai Intézet

A parhuzamosok.
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Az elézmény. Az elsé kételyek. Az elsé kommentdrok. 1. Helyettesitési kisérlet. 2. Helyettesité kisérlet. 3. Helyettesitési kisérlet. Nem-Euklide Az elézmény. Az els6 kételyek. Az elsd kommentarok. 1. Helyettesitési kisérlet. 2. H itd kisérlet. 3. Helyettesitési kisérlet. Nem-

Az elsO helyettesitési kisérlet. Az iszldm matematikusok kisérletei.

Omar Khajjam: Kommentarok Euklidész kényvében taldlhatd
nehézségekhez.
Proklosz tétele.
Azon egyenes, amely két parhuzamos egyenes valamelyikét metszi,
metszi a masikat is.

> Khajjam posztuldtuma: Két osszetarto (egymdshoz
kozeledd) egyenes metszi egymdst, és lehetetlen, hogy két
Osszetarto egyenes vonal tavolodna egymastol az 6sszetartds

G. Saccheri (XVIII. sz.) irdnyaban.

Proklosz sem oldotta meg a problémiét. Igazolta, hogy e » Kommentdrja szerint ezen elvet Arisztotelesz egy miive
posztuldtum (is) ekvivalens az eredetivel, foltéve, hogy két alapjan fogalmazta meg, de az dltala emlitett mii nem ismert
parhuzamos egyenes tavolsdga mindig véges. (Ennek ellenkezéje a a mai napig.

gorogoknél fol sem meriilhetett.) » Megjegyzés. Latni fogjuk, hogy ez (is) , zsdkutca”, mert egy

allitast kettdre cserélt, és mindkettd utdbb ekvivalensnek
bizonyult Euklideszével.
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Omar Khajjam tételei. Omar Khajjam.

1. Tétel. Egy adott egyenesre merSleges két egyenes Legfontosabb eredménye e témaban.

mindeniitt egyenlé tavolsagra van. L . o o
» Egy ahhoz hasonlé négyszoget vizsgdlt, amely évszazadokkal

8 tovabbival egyiitt ez helyettesithetné az |.29. Tételt. késébb G. Saccheri meggondolasaiban is alapvet6 szerepet

Bizonyitdsaban alapvet6 volt a mar kordbban is emlitett tn. jatszott.

Archimedesz-Eudoxosz posztuldtum. , .
> A négyszog

Archimedesz-Eudoxos posztuldtum (Hilbert megfogalmazasa). - p

Legyen A; tetszbleges pont valamely egyenesen a rajta fekvd A és
B pontok kozott. Vegylink fol ezen egyenesen olyan Az, As, ... G
pontsorozatot, amelyre A; az A és Ay, az Ay A; és Az kozott
fekszik, s igy tovabb. Tovabba legyenek az AA;, A1Az, AxAs, ...
szakaszok mind egyenlék. Ezen pontsorozatban van olyan A, pont,
hogy B az A és az A, pontok kozé esik.
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Az elézmény. Az elsé kételyek. Az elsé kommentdrok. 1. Helyettesitési kisérlet. 2. Helyettesité kisérlet. 3. Helyettesitési kisérlet. Nem-Euklide Az elézmény. Az elsé kételyek. Az elsé kommentarok. 1. Helyettesitési kisérlet. 2. Helyettesitd kisérlet. 3. Helyettesitési kisérlet. Nem:-

Omar Khajjam. Omar Khajjam.
A konstrukcié 1. A konstrukcié 2.
> Az AB szakasz két végpontjaba allitsunk egyenlé hossziisagu 1. A C és D pontokndl levd (egyenl8) szogekre a kovetkezd
AC és BD merdleges szakaszokat, majd kdssiik dssze a C és esetek lehetségesek:
D pontokat. 1.1 mindketté hegyesszog,

1.2 mindketté tompaszog,

> A kovetkezdket igazolta. 1.3 mindkettd derékszog

v

A C és a D csiicsokndl levé (belsd) szogek egyenlSk. 2. Ha kizédrjuk az elsé kettdt, akkor mar konnyen adddik, hogy a

Ha az AB oldal E felezépontjaba merdlegest allitunk, amely harmadik ekvivalens az V. posztuldtummal.
G-ben metszi a CD oldalt, akkor G ezen oldal felezépontja.

v

3. Folytassuk a konstrukcidt.
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Az elézmény. Az elsé kételyek. Az elsé kommentdrok. 1. Helyettesitési kisérlet. 2. Helyettesité kisérlet. 3. Helyettesitési kisérlet. Nem-Euklide Az elézmény. Az elsé kételyek. Az elsé kommentarok. 1. Helyettesitési kisérlet. 2. Helyettesitd kisérlet. 3. Helyettesitési kisérlet. Nem:-

Omar Khajjam. Omar Khajjam.

A konstrukcié 3. Konkldzidja.

1. Beldthatd, hogy az elsd, az 1.1. esetben az AB szakaszra

1. GK = EG, majd K-ban EK-ra mer8legest 3llitva az oldalak allitott két merdleges, az AC és a BD, ezen szakasz (marmint
meghosszabbitdsaval metszve addédik H, F, és CH = DF. az AB) mindkét oldaldn tavolodik egymastdl,

2. Az 4dbrat CD mentén , kettéhajtjuk”. 2. mig a masodik, az 1.2. esetben kozelednek egymashoz.

3. Ha 1.1. teljesiil, akkor HF az AB alapnal hosszabb SN 3. Mindkettd ellentmond azonban azon 3llitdsnak, amint az
szakaszba megy dt, el6bb Tételként fogalmaztunk meg és bizonyitottunk be.

4. ha pedig 1.2. teljesiil, akkor a ndla révidebb LM szakaszba. 4. Ezzel igazoltuk az V. Posztuldtum §llitdsét, hiszen csak a

5. Végiil a kapott abrat tiikrozziik AB-re. harmadik, az 1.3. eset lehetséges, ami ekvivalens vele.
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Az elézmény. Az elsé kételyek. Az elsé kommentarok. 1. Helyettesitési kisérlet. 2. Helyettesité kisérlet. 3. H itési kisérlet. Nem-

Az eurdpai matematikusok kisérletei 1.

» Az eurépai matematikusok a XVI. szdzadtdl kezdve
foglalkoztak a parhuzamosok problémajaval, mert csak
ekkorra valtak ismertté szamukra az alapvet6 gorog és iszldm
forrdsok (zémmel arab kézvetitéssel).

> Az elsé érdemi eredmények az 1667 és 1733 kozott élt olasz
jezsuita szerzetes és a Pavia-i Egyetem professzora GEROLAMO
SACCHERI nevéhez fliz8dtek.

» Euclides ab omni naevo vindicatus ..." (Euklidesz megvédetett
minden tdmadastdl ...) (Milano, 1733.) cimii kdnyvében
Osszefoglalta a parhuzamosokkal kapcsolatos vizsgélatait,
amelyek az V. Posztuldtum bizonyitasat céloztdk.

> Alapvetd szerepe volt egy olyan négyszognek (a
Saccheri-négyszog), amely lényegében megegyezett Omar
Khaiiaméval

Az eurdpai matematikusok kisérletei 2.
Saccheri eredményei 1.

> ElsS [épése a kovetkezd lemma volt.
» Abra

> Lemma. Ha az ABCD négyszogben az A és B csticsoknal
lev szogek derékszogek és az AD valamint a BD oldalak
egyenlék, akkor a C és D csticsoknal levs szogek egyenlék. Ha
azonban e két oldal kiilénb6z8, akkor a C és a D csiicsokndl
levé szogek is kiilonboz6k, mégpedig az a nagyobb, amely a
révidebb oldalnal van.
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Saccheri eredményei 2.

Legyen a tovdbbiakban az A és a B-nél levé szog derékszog. 3
hipotézis fogalmazhaté meg.
» Derékszog hipotézis: (ekvivalens az V. Posztuldtummal)

/ZC=4D=R.

» Tompaszog hipotézis: /C = /D > R.
» Hegyessz6g hipotézis: /C = /D < R.

Saccheri eredményei 3.
Saccheri 1. Tétele.

Tekintve rendre az el6bbi hipotéziseket kapjuk, hogy
AB=CD, AB>CD, AB<CD.
Bizonyitas.
A lemmat fogjuk haszndlni.
> A derékszog hipotézis alapjan nyilvanvald, hogy AB = CD.
» Tekintsiik ezutdn a tompaszog hipotézist, és allitsunk egy OO’
merdlegest az AB oldal felezépontjaba.
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Az elézmény. Az elsé kételyek. Az elsé kommentdrok. 1. Helyettesitési kisérlet. 2. Helyettesité kisérlet. 3. Helyettesitési kisérlet. Nem-Euklide Az elézmény. Az elsé kételyek. Az elsd kommentarok. 1. Helyettesitési kisérlet. 2. Helyettesitd kisérlet. 3. H itési kisérlet. Nem-

Saccheri eredményei 4. Saccheri eredményei 5.
Bizonyitds. (folytatds) Saccheri tovabbi tételei 1.
o o o 2. Tétel. Ha az elébbi hipotézisek valamelyike teljesiil egy

adott Saccheri-négyszégben, akkor valamennyi
Saccheri-négyszégben e hipotézis teljesiil.

| — ﬂ 3. Tétel. Ha rendre a derékszog, a tompaszog ill. a
hegyesszog hipotézis bizonyul igaznak, akkor a haromszégek
belsé szogeinek osszege két derékszog, nagyobb két

» Ezen szakasz négyszogiinket két egyenlé részre osztja, s mind derékszognél, ill. kisebb két derékszognél.

az O, mind az O’ csiicsokndl lev8 belsé szog derékszog. 4. Tétel. Ha egy haromszog belss szogeinek sszege két

> A Lemma alapjdn AO > DO, s igy AB > CD. derékszoggel egyenld, vagy nagyobb két derékszognél, vagy
» Ha pedig a hegyesszog hipotézist vessziik alapul, akkor kisebb két derékszognél, akkor rendre ugyanaz teljesiil barmely
hasonlé érveléssel adédik, hogy AB < CD. hdromszégben.
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Saccheri eredményei 6. Saccheri konkldzidja 1.

Saccheri tovabbi tételei 2. 7. Tétel. Az V. Posztuldtum igaz mind a derékszég-, mind a

5. Tétel. (Két tétel egyesitve.) Tegyiik fol, hogy vagy a tompaszog hipotézis mellett.
derékszog, vagy a tompaszog hipotézis teljesiil. Az olyan Bizonyitas. Tekintsiik a kovetkezd abrat, ahol az AB és a
egyenes amely meréleges egy adott egyenesre és ez utébbit CD egyenesek metszik az AC egyenest,

egy tovabbi egyenes hegyesszogben metsz, akkor az egyenes
ez utobbit is metszi.

I

> Bizonyitas helyett tekintsiik a kovetkezd abrat. A tétel szerint
a PL egyenes metszi a hdromszog atfogdjat.

]

> és tegyiik fol, hogy ZBAC + ZACD < 2R.

B ‘ » Ekkor az el6bbi két szo6g koziil az egyik, mondjuk a BAC szdg

] hegyesszog. A C pontbdl hiizzunk merélegest AB-re, ez a CH
- egyenes.
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Az eldzmény. Az elsé kételyek. Az elsé kommentdrok. 1. Helyettesitési kisérlet. 2. Helyettesits kisérlet. 3. Helyettesitési kisérlet. Nem-Euklide Az elézmény. Az elsd kételyek. Az elsé kommentarok. 1. Helyettesitési kisérlet. 2. Helyettesitd kisérlet. 3. Hi itési kisérlet. Nem-
Saccheri konkldzidja 2. Saccheri konkldzidja 3.
> Foltételiink szerint az ACH haromszogben » Ezért a HCD szdgnek hegyesszognek kell lennie, mivel H-ndl
derékszog van. Az 5. Tétel alapjan az AB és a CD egyenesek
LA+ ZCHZH 2 2R metszik egymast. Saccheri szerint ez azt jelenti, hogy a

tompaszog hipotézis hamis.

» Mi azonban azt tételeztiik fol, ho
&Y > Mivel a két esetben Euklidész posztuldtuma teljesl, igazak a

/BAC + /ACD < 2R. beldle levezetett tételek is. Tehat a négyszoge belsé szogeinek
Osszege 4 derékszOg, ami a derékszog hipotézist igazolja.
> Ez utdbbi két egyenl8tlenséghdl az kovetkezik, hogy > Még nem érte el végcéljit: be kellet még latnia, hogy a
ZAHC > ZHCD. hegyesszog hipotézis sem allhat fonn.
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Saccheri konkluzidja 4. Saccheri végsé konkldzidi.
Osszegzé tétele.
A végso konkluzié elétt néhany tovabbi allitasa.. Ha a hegyesszog hipotézis igaz, akkor adott b egyenes és rajta
B . L kiviil fekvé A pont esetén léteznek olyan az A ponton athalads p
> Ha van két olyan egy sikban levé egyenes, amelyek nem p . . . .
. el . . és g egyenesek jobbra ill. balra haladva aszimptotikusak a b
metszik egymdst, és nincs olyan egyenes, amely mindkettére p . . p
” f k & aszimptotikusok egyeneshez és az A ponton athalado egyeneseket két csoportra
meroleges lenne, axkor eze .aSZImp o ’ uso osztjak. Az egyikbe azok tartoznak, amelyek metszik a b egyenest,
> Megjegyzés. Ez megerdsiti azon okori gordg vélekedést, hogy mig a masikba azok, amelyeknél az A pontbdl a b-re hizhaté
|éteznek egy sikban levé aszimptotikus egyenesek. merblegesek egybeesnek.
> Ha teljesiil a derékszog- vagy a hegyesszog hipotézis, akkor Abra

egy metszd egyenespar egyikén levs pont tavolsaga a masik

egyenestSl minden hatdron tul novekszik, ha a pont tavolodik A
az egyenesen. q/’\ p

b B 1Y
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. Nem-Euklide Az elézmény. Az elsé kételyek. Az elsé kommentdrok. 1. Helyettesitési kisérlet. 2. Helyettesité kisérlet. 3. H

kisérlet. Nem-

Saccheri végsé konkldzidi.

1. Ha két egyenes folytonosan kézeledik egymdshoz ugy, hogy
tavolsaguk mindig meghalad egy adott tdvolsdgot, akkor a
hegyesszog hipotézis lehetetlen.

2. Ebbdl kovetkezik, hogy ha posztuldljuk, hogy nem Iéteznek
aszimptotikus egyenesek, akkor el kell fogadnunk Euklidész
posztulatumat.

3. Az el6bbiek alapjan fontos dontés el6tt allt.

3.1 A bizonyitott allitasoknak, a logikai érveléseknek hisz, vagy
3.2 intuicidiban, az évezredes beidegzddésben bizik.

Saccheri dontése.

1. A hegyesszog hipotézis abszolit hamis, mert teljesen
visszataszitéva teszi az egyenesek viselkedését.

2. Ezzel eljlitott konyve ciméhez: EUKLIDE,}S’Z B
MEGVEDETETT MINDEN TAMADASTOL.
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kisérlet. Nem-

Osszegzés.

> TALAN O VOLT AZ ELS(”) MATEMATIKUS, AKI OLYAN PONTIG
JUTOTT EL, AHONNAN MAR CSAK EGY LEPES VALASZTOTTA EL
ATTéL, HOGY KIJELENTSE

» ,NEM BIZTOS, HOGY EUKLIDESZ
GEOMETRIAJA AZ ECYETLEN LEHETSEGES
ES iGY ABSZOLUT”, LETEZHETNEK MAS
GEOMETRIAK 1S,

» PELDAUL OLYANOK, AMELYEKBEN NEM A
DEREKSZOG HIPOTEZIS TELJESUL, HANEM A
TOMPASZOG HIPOTEZIS, VAGY A
HEGYESSZOG HIPOTEZIS.

» Egy kés6bbi , fajsilyos probléma”: I. Kant véleménye.

Néhany allitas, amely ekvivanens az V. posztulatummal.

1. Playfair Posztulatuma: Adott egy / egyenes és egy P
pont ugy, hogy / ¢ P. Pontosan egy olyan egyenes
létezik P-n keresztiil (a P és az / 4ltal meghatarozott
sikban), amely parhuzamos /-lel.

2. Egy haromszog (belsé) szégeinek sszege 2 derékszog.

3. Létezik négyzet a geometridban.

4. A Saccheri négyszogben a , feliil levs" szogek derékszogek.

5. Léteznek hasonld, de nem egybevagd haromszogek a
geometriaban.

6. A félkorbe irt szog derékszog.

7. Béarmely hdarom, nem egy egyenesre esd, ponton at kor
rajzolhaté.
8. A péarhuzamossag tranzitiv reldcié. (Euklidesz: Elemek, 1.30.)
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Néhany allitds, amely ekvivanens az V. posztuldtummal. Saccheri hatasa.
G.S. Kliigel (1763. Helmstadt)

"Az a bizonyossig, amely alapjan elfogadjuk Euklidesz
parhuzamosségi posztuldtumat, tapasztalati tényen alapul.”

9. Azon egyenes szakasz hossza, amely egy haromszog két > Ez az elsd olyan leirt vélemény, miszerint egy posztuldtum
oldaldnak felez8pontjat koti Gssze feleakkora hossziisagti, mint nem valami 6n-evidens 3llitds, hanem tapasztalaton, kisérleten
a hdromsz6g harmadik oldala. alapulé kijelentés is lehet.
10. Létezik két olyan egyenes, amelyek mindeniitt egyenld > Kovetkeztetése: Saccheri nem jutott ellentmonddsra, pusztan
tavolsagra haladnak egymastdl. egy olyan eredményt ért el, amely valami mas tapasztaldson
nyugszik.
J. H. Lambert

Theorie der Parallellinien (1766, 1786): egy olyan négyszoget
tekintett, amelyben 3 derékszog volt. Megvizsgalta milyen lehet a
negyedik szog.
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J. H. Lambert. J. H. Lambert.

1. Tapasztalatai: ha tompaszog, akkor ellentmondasra jutott, ezt
a lehet6séget elvetette. Ellentétben Saccherivel, nem
tapasztalt ellentmondast, ha hegyesszognek tételezte fol.

2. Megyvizsgdlta — az elvetett — tompaszog, és a megtartott

hegyesszog hipotézis néhany kovetkezményét. Fontos megdllapitasa:

3. Néhany megéllapitasa: Mindkét hipotézis mellett a sokszogek HIPOTEZISEK OLYAN EGYUTTESE, AMELY NEM
teriilete ardnyos az tn. szogdefektussal, a belsé szogek VEZET ELLENTMONDASRA, ELVEZETHET EGY
Gsszegének (2n — 4)R-t8l valé eltérésével. (Saccheri: n = 3.) UJABB GEOMETRIAHOZ.

4. A tompaszog hipotézis olyan eredményekre vezet, amelyek
hasonlatosak a gombfeliileten érvényesekhez.

5. A hegysszog hipotézis esetén olyan allitdsokat kapott, amelyek
képzetes sugard gomb feliiletén lennének érvényesek.

6. Egy mellékterméke vizsgdlatainak: eljutott a trigonometrikus
fiiggvények kiterjesztéséhez komplex argumentumokra.
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A Gottingeniek. A Gottingeniek.

F. A. Taurinus (Schweikart unokadccse): Geometrie Prima
Elementa (1826).

A zommel analitikus geometridval foglalkozé konyvben azt irta,
hogy ... az Euklideszi geometria nem irja le a fizikai teret, és az
asztralis geometria logikailag konzisztens.”

K. Schweikart
1818-ban Gausshoz kiildott 1816-os dolgozatdban
megklilonboztetett két geometriat:

> az egyikben a haromszogekben a belsé szogek Osszege 2R,

> a masikban kisebb, vagy nagyobb, mint 2R. (Megjegyzés. R Osszegzések (Saccheri hatdsa):

a derékszoget jeldli.) » Kliigel, Schweikart és Taurinus, valamint a gottingeni A. G.
> Az utébbiak koziil azt geometridt, amelybe a szogosszeg Kastner meg voltak gyézédve arrél, hogy Euklidesz V.
kisebb 2R-nél, , asztrdlis geometridnak” nevezte, mert az a posztuldtuma nem bizonyithaté a tobbibdl, tehat fiiggetlen
, csillagok vildgdban" lehetne érvényes. azoktdl.
» Ez hasonlatos Saccheri és Lambert hegyesszog hipotéziséhez. » Lambert-Schweikart-Taurinus: tgy vélték, hogy egy alternativ
posztuldtummal logikailag konzisztens mas geometria épithetd
ki.
A parhuzamosok. TTIK Bolyai Intézet A parhuzamosok. TTIK Bolyai Intézet

Az elézmény. Az els kételyek. Az elsé kommentdrok. 1. Helyettesitési kisérlet. 2. Helyettesité kisérlet. 3. Helyettesitési kisérlet. Nem-Euklide Az elézmény. Az elsé kételyek. Az elsé kommentarok. 1. Helyettesitési kisérlet. 2. Helyettesitd kisérlet. 3. Helyettesitési kisérlet. Nem:-

A Géttingeniek. Carl Fridrich GAUSS (1777 Brunswick, 1855 Géttingen).

Eletének néhany allom3asa:

Osszegzések (Saccheri hatdsa): 1795 (egyetemi évek Géttingen): eljdrés a szabslyos 17-szég
» Lambert nem emlitett alkalmazdsi lehetéséget, Schweikart és szerkesztésére.
Taurunus szerint a fizikai tér ilyen lehet, a csillagok vildgaban Helmstadtban doktordl J. F. Pfaff-ndl 1798-ban, értekezése
érvényes geometridt kaphatunk. legfébb eredmény a (klasszikus) algebra alaptételének

bizonyitdsa. Utdna visszamegy Brunswickba, megirja egyik f6

» DE kijelenthetd ezen vizsgalatok elinduldsdban Saccherié a f6 e - e | !
miivét, a Disquisitiones Arithmeticae-t 1801-ben.

érdem.
1794-ben igazolta, hogy a négyszog teriilete aranyos a

defektussal.
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Carl Fridrich GAUSS életének néhany tovabbi allomasa: Carl Fridrich GAUSS életének néhany tovabbi allomasa:

1813-as irataiban olvashatd (csak haldla utdn keriiltek el8),
komolyan folvetette egy masik, anti-Euklideszi, vagy asztrélis
geometria |étezését, amit késdbb nem-Euklideszinek nevezett.

Levél Bolyai Farkasnak (1799): ,, A parhuzamossagi
posztuldtum bizonyitdsdban bizonyos haladast értem el, de a
siker messze nem teljes. Példaul, ha igazolni tudndm, hogy
|étezik tetszOlegesesen nagy teriiletii egyenlészari haromszog,
akkor igazolhatndm az egész Euklideszi geometridt. Eddig
azonban mindig csak oda jutottam, hogy a teriilet korlatos.

1827-ben jelenik meg Disquisitiones Generales circa Superficies
Curvas c. kdnyve, amelyben a feliiletek geometridjaban (a
gorbiilt terekkel kapcsolatban) elért eredményeit Gsszegezte.

Tobben javasoltdk, hogy legyen az elébbi egy posztuldtum, de Gottingeni éveiben W. Weberrel kozosen megteremtették a

és azt elvetettem. Egyre erdsodik azon megérzésem, hogy az modern értelemben vett elméleti fizika (a , matematikai

V. posztuldtum nem igazolhaté a tobbibél, igy komolyan fizika") alapjait a magnességre és az égitestek mozgdsara
kellene venni j, lehetséges geometridk kialakitdsit.” vonatkozé vizsgélataikkal.

1807-ben meghivjdk az asztronémia professzordnak A nem-Euklideszi geometridkkal (amelyekben nem érvényes az
Gottingenbe. V. posztuldtum) kapcsolatban nem publikalt semmit, csak

néhany levele maradt fonn.
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Carl Fridrich GAUSS a nem-Euklideszi geometridkrdl. Carl Fridrich GAUSS a nem-Euklideszi geometriakrdl.

1817-es levele Olbersnek:
Levél Besselnek 1829-ben:

” Egyre jobban meg vagyok gy6ézddve arrdl, hogy az Euklideszi

Valésziniileg soha sem fogom publikalni ezen eredményeinlet, mert geometria fizikai sziikségszeriisége nem igazolhatd, legaldbb is
azok annyira meglepéek, furcsdk.” DE alkalmazkodva a gottingeni emberi elmével (kis engedmény Kant-nak). Lehet, hogy egy mésik
tradiciékhoz a kérdés tovébbra is foglalkoztatta: mar 15 évesen is életben bepillanthatunk a tér természetébe, de az most

dgy vélte, hogy létezhetnek olyan konzisztens geometridk, elérhetetlen. ... Addig nem tehetjiik a geometridt ugyanabba sz
amelyekben nem érvényes az V. posztuldtum. osztédlyba, ahol pl. az aritmetika van, amely tisztan a priori, inkdbb

olyan, mint a mechanika.”
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Carl Fridrich GAUSS hires kisérlete. Osszegzés.

Gaussnak megvolt az intellektudlis batorsdga ahhoz, hogy

komolyan foglalkozzon azzal a kérdéssel, hogy |étezhetnek olyan
geometridk, amelyekben nem érvényes az V. posztuldtum, és az
ilyen geometridknak lehetnek fizikai alkalmazésai, lehet, hogy a

3 hegycsiics, a Brocken, a Hohehagen és az Insekberg alkotta 69, fizikai térben egy ilyen geometria érvényes. DE mordlisan nem

85 és 197 km oldalhosszisagl haromszog belsé szogeit megmérve merte folvallalni a szakitdst Kant azon nézetével, miszerint a fizikai
azt kapta, hogy az osszeg 14,85 masodperccel nagyobb 180°-nal. tér Euklideszi volta az a priori tuddsunk része.

Ezen eltérés kisebb a mérési hibanal, tehdt nem dont el semmit. Morris KLINE (A XX. szdzad egyik leghiresebb

matematikatorténésze) véleménye.

A dontd 1épést két olyan matematikus tette meg, akiknek nemcsak
intellektualis batorsaga volt ahhoz, hogy szakitsanak egy 2000 éves
dogmaval, hanem morilis tartasuk is volt ahhoz, hogy vizsgalataik
eredményét a nyilvanossag elé tarjak.
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Nyikolaj Ivanovics LOBACSEVSZKIJ (1793-1856) Nyikolaj Ivanovics LOBACSEVSZKIJ (1793-1856)

» Gottingenben J. C. Bartelsnél tanult, tanara révén
megismerkedett a parhuzamosok problémajéval. Kiilonosen
Legendre azon eredménye inspiralta, miszerint

> a hdromszogek belsé szogeinek Gsszege nem haladhatja meg > 1840-ben kényv formajaban német nyelven foglalta éssze
2R- et, eredményeit, és elkiildte Gaussnak. 6 meghivta Gottingenbe.

» Ha van olyan haromszog, amelyben az Gsszeg pontosan 2R, » Geometridjanak végsé formaja egy 1855-6s (mar vakon irt)
akkor ez minden haromszogben teljesiil. konyvében jelent meg.

> 1826-ban irta elsé cikkét a parhuzamosokrdl, de ez elveszett.

> 1829-30-ban 2 cikket kozolt egy Kazan-i és egyet egy német
folydiratban. Elkiildte eredményeit a Pétervari Akadémianak,
de ott érdektelennek tartottdk (Osztrogradszkij véleménye
alapjan).
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Bolyai Janos (Kolozsvar 1802 - Marosvasarhely 1860) Bolyai Janos (Kolozsvar 1802 - Marosvasarhely 1860)

> Részlet az 1823-as Temesvari levélbdl: Egy olyan csodalatos
folfedezést tettem, amely engem is meglepett. A
semmibdl egy Gj, mas vilagot teremtettem.

» Ez az utalds arra, hogy eljutott az in. hiperbolikus
geometridhoz, amelyben egy egyenessel egy rajta kivili ponton
at a kettdjiik altal meghatdrozott sikban két parhuzamos, és
végtelen sok nem-metsz6 egyenes hiizhaté.

> Eredményét egy latin nyelvii fliggelékként (Appendix)
jelentette meg apja Tentamen cimii ugyancsak latin nyelvii
1832-es konyvében ,, A tér abszolit tudomanya” cimmel.

> Apja elkiildte Gaussnak, aki csak annyit valaszolt, hogy , nem
dicsérhetem, mert akkor magamat dicsérem”.

Markos Ferenc festménye
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