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Az Eurdpai Matematika Kezdete.

Klukovits Lajos
TTIK Bolyai Intézet

2019. aprilis 8.

Az eurdpai civilizicié kezdete (a nem-gorog teriileteken).

A folyammenti kultirak kora.

> Kevés kivétellel primitiv torzsek lakjdk, zommel gét és german
torzsek.

> TACITUS: ... nyilt, vendégszeretd, nyughatatlan, iszakos és
feleségeikre biiszke népek.

Az Skor vége, a korai kozépkor.

> 253-t6l a Rémai Birodalom erjedése (a galliai légidk sajit
csészart valasztanak), lassd folbomldsa, erésodd
keresztényiildozések. Fokozatosan kialakul a két csaszarsag, a
két birodalom.

» Népvéandorlds a l.sz. IV. szdzadtdl: hunok, avarok; folyamatos
tdmaddsok Réma %n.
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Az Skor vége, a korai kozépkor.

> 381: Il. Egyetemes Konstantindpolyi Zsinat, a keresztény
hitvallds végleges megfogalmazasa.

> 391: A kereszténység dllamvallds a keleti birodalomban.

» 434-452: Attila héditasai, a Hun Birodalom az Uraltdl a
Rajnaig terjed, a kozpont a Karpat medencében.

> 451: a Catalaunum-i csata, elvezet a Nyugatrémai Birodalom
bukadsdhoz, a , dontetlen” csata utdn Attila Réma ald vonul
(452).

» 451-511: Klodvig kiraly: a Frank Allam megalapitasa.

> 529: A nyugati szerzetesség megalapitasa, Nursiai Benedek
kolostort alapit Monte Cassinon, Benedek rend (bencések).

» Tovabbi rendek, kolostorok, benniik IskoLAK.

Iskolak.

Kezdet.

A VIII. szzadtdl az egyes (vildgi) uralkoddk is iskoldkat
alapitanak, de ezek is egyhazi vezetésiiek. Nagy Kéroly meghivja
iskoldjaba a yorki ALcuin-t. A fé tantdrgy a teoldgia, de
megkezdddik mas diszciplindk oktatasa is, elsének a zene.

a yorki Alcuin kb. 735-804

> kezdOknek szant aritmetikai és geometriai traktdtusokat irt,

> kb. 200 évig iranytmutatdk voltak a francia és a brit
iskoldkban,

> Elhiresiilt tanitdsa: a vildg teremtésérél (Noé barkaja).
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Egyetemek.

Bologna 1088,

Périzs 1150,

Oxford 1167, Cambridge 1209,

Salamanca 1239 (I1l. Ferdindnd Kasztilia kiralya),
Krakké 1364 (11l. Kézmér),

tovdbbiak a XII-XV. szdzadban: Bazel, Bécs, Heidelberg,
Lipcse, Praga és Salerno.
Az elsd egyetemek legfébb jellemvonasai:

» Egyik sem fiiggetlen az egyhaztdl.
» Az oktatds nyelve a latin, mivel ez a katolikus egyhaz hivatalos
nyelve. Altaldnosan ez marad a XVIII. szizadig.

Az elsO egyetemek.

Az elérhetd ismeretanyag.

>

>

>

Kezdetben csak latin (rémai) forrdsokra tdmaszkodik.
A rémai matematika igen kezdetleges (szadmirds!), egyszerii és
praktikus aritmetika csupan.

Elérhetd néhdny gorog mii, de nem autentikus, alacsony
szinvonald latin forditasban.

Eurépai kezdet.
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Torténelmi méri

foldkovek. A felséoktatés kezdetei. A pisai Leonardo. Flos

A tovabblépés kezdete.

>

SEVERINUS BOETIUS (480-524, 8si rémai csaldd sarja), az elsd
nem iszIam tudds, aki eredeti gordg forrdsok alapjan
traktatusokat allit Gssze elemi aritmetikabdl és geometridbdl:
Euklidész I. és Il. konyvét leforditotta, de a bizonyitasokat —
mint szerinte foloslegeseket — elhagyta.

Mellékelt néhany (részben hibds) geometriai szamitdst. PI.
nem utalt azok kozelité jellegére. Szamolasok abakuszon.
Nikomachosz Aritmetikdjat, Arisztotelész, K. Ptolemaiosz
egyes miiveit is forditotta.

Keveset érthetett meg a leforditott miivekbdl, matematikdja
tisztan empirikus.

Leghiresebb miive: Consolitiones Philosophicae, amit
gyanithatéan fogsiga (hitszegés) alatt irt.

Az egyetemek.

Iszla

>

>

m kapcsolatok: mecsetiskoldk.

GERBER (kb. 940-1003, francia)

Itélidban és Hispanidban nevelkedett, elébb németfoldi
szolgdlat utan Reims, majd Ravenna piispoke, 999-ben pdpava
valasztottdk: Il. Szilveszter.

Vélhetéen az els6 eurdpai, aki a hindu-arab szamokat
hasznalta.

Természetesen a 0 még nem szam ndla.

Boetius tradicidinak folytatdja, de nem haladta meg azt.
Kényvecske a szamok osztasardl, V3= %
Gerber-szabdly: cosa = cosasin 8 (gombi derékszdgii
hdromszogben, a befogd, 8 a rajta levé hegyesszog).

Eurépai kezdet.
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Az egyetemek: Iszlam kapcsolatok: mecsetiskolak.

» Nagy Kéroly udvardba hivta a Arcuin-t (735-804 a , yorki"),
aki szintén irt matematikai traktatusokat, de rejtvényes tanitd
traktdtusokat is.

» Egy elhiresiilt mondasa: A mai emberiség a vizozont Noé
barkdjaban tulélt 8 lélek leszamazottja, ezért kevésbé
tékéletes, mint a teremtés eredeti emberisége. (a 8 ugyanis
nem tokéletes szdm)

> Egy rejtvénye: 100 kosar gabonat osztunk szét ugy, hogy
minden férfi 3 kosdrral, minden né 2 kosdrral és minden
gyerek 1/2 kosdrral kap. Hany férfi, né és gyerek kézétt
osztottuk szét a gabonat?

> Megjegyzés. Ez, illetve az ilyen tipusu feladatok igen
népszeriiek voltak e korban, féleg a keleti kulturdkban, pl. a
., 100 maddr probléma”, de a pisai Leonardondl is.

A megoldis.

Megoldandé a természetes szamok folott az
x+y+z=100

1
3x+2y+§z:100

hatarozatlan egyenletrendszer.

> A rejtvénynek 6 pozitiv megolddsa van:

> ezek (2,30,68), (5,25,70), (8,20,72),
(11,15,74), (14,10,76), és (17,5,78).
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Az egyetemek.

A matematika szerepe a korai kozépkorban.

» Boetius: QuaDRIVIUM: aritmetika, geometria, csillagdszat,
zene; hosszl ideig ezt oktattdk a teoldgia mellett.

» Késébb Trivium: quadrivium, retorika, dialektika (a
vitatkozds miivészete — hitvitak).

» A matematika (aritmetika, geometria) fontos az egyhdznak,
mert

> ez készit fol a legjobban a hitvitdkban valé eredményes
szereplésre”,

> alapvetd a valtozé idejii innepnapok (pl. a hisvét)
meghatdrozdsiban.

Az egyetemek.

A matematika szerepe a korai kozépkorban.

> Az udvari asztrolégusok kivételezett helyzetben voltak, mert
> Ok hatdroztdk meg a fontos dontések meghozataldnak
legkedvez8bb idépontjat,
> ideértve még az orvosi beavatkozasokét is.
» Az asztroldgia folébe kerekedett az asztrondémidnak (a
csillagdszatnak), sét olykor a matematikanak is:
> az egyetemeken tobb helyen az asztroldgia keretében oktattak
a matematikdt, a csillagdszatot, s6t,
> az orvoslast is:
» még Gallilei is az orvoslast is tanité asztroldgia részleg tagja
volt.
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Az egyetemek.

A gorog tudomanyossag elsé foléledése.

>

Az eurdpai (feuddlis alapt) civildcié megerésddése 1100-tdl,
az éllamrendszer stabilizalédasa.

Az els6 manufakturdk, kereskedelmi kapcsolatok az allamokon
beliil és kozott, keleti kapcsolatok.

Az, l6 kereskedOk” megjelenése, , kereskedelmi
kirendeltségek” létrejotte. Hitelezések.

Kapcsolat a ,, hispaniai mér dllamokkal”: tudomany,
mecsetiskoldk.

ROGER Bacon (1214-94): az elsé tudds, akit ,eltiltottak az
irastdl”, de papai megbizdsbdl filozéfidval foglalkozhatott. O

Az elso , igazi” eurdpai matematikus.
A pisat LEonarpo (1170-1250)

» Tanulmdnyai (Bougie), utazdsai (Egyiptom, Sziria, Bizanc,
Szicilia, Provance).

> Mivei: Liber abaci (1202, 1228), Practica geometrie (1220),
Flos (1225) és Liber quadratorum (1225).

> A konyvek cimeirdl:

» Liber abaci — Abakusz kdnyve, vagy inkdbb a Szdmoldsok
kdnyve (abacus vagy abare az abaci eredete?),

» Flos , Virdgocska", zommel gazdasagi szdmitasokat tartalmaz,
de néhany elméleti problémat is.

» Liber quadratorum — Négyzetszdmok konyve (Sain M.?7?

— ellentétben legtobb kortarsaval — elényben részesitette a sicl)

kisérleteket a spekuldcidval (skolasztika) szemben.
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Leonardo: Liber abaci

Aritmetika.

>

>

>

A , hindu-arab” szamjegyek elényben részesitését
szorgalmazta.
a mai értelembe vett tortek és az egységtortek (az 1
szaml3léju tortek) kozdtti konverzid:

98 1 1 1 1

00 505 atTy

Egy érdekes jeldlésrendszere:

162 _ 1 .6 2
2910 2.9-10 ' 9-10 ' 10°

Leonardo: Liber abaci

Egy érdekes feladat a Xll. fejezetbdl.

7 anycka mendegél Roma felé, minden anycdkdval mendegél 7
Oszvér, minden Gszvéren 7 zsak van, minden zsakban 7 kenyér van,
minden kenyér mellett 7 kés van, minden kés 7 tokban van.
Mennyi mindezek bsszege?

Egy régebbi véltozat: RHIND 79. feladat.

> Van 7 hdz, 49 macska, 343 egér, 2401 kaldsz, 16807
biizaszem.

> Vélhetden a kovetkezd feladatrdl van szé:

» Ha van 7 hdz, minden hazban 7 macska, minden macska
megeszik 7 egeret, minden egér elpusztitana 7 kaldszt, és

minden kaldszban 7 mag van, akkor hany szem gabona
menekiil meg?

Eurépai kezdet.
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Leonardo: Liber abaci

Kozépkori orosz kézirat.

Mendegél 7 anycdka, minden anyékanal 7 bot van, minden boton 7
dgacska, minden agacskan 7 tarisznya, minden tarisznydban 7
lepény, minden lepényben 7 veréb, minden verébben 7 ziiza.
Mennyi ez osszesen?

XIX. szdzadi angol nonszensz-vers (nursery rhyme).

As | was going to St. lves,

| met a man with seven wives;
Every wife had seven sacks,

Every sack had seven cats,

Every cat had seven Kkits,

Kits, cats, sacks, and wiwes,

How many were going to St. lves?

Leonardo: Liber abaci

A probléma, amelyet mindenki ismer.
Hany par nyul jon a vilagra egy év alatt, ha kezdetben egyetlen
pdrunk van, és minden egyes hénapban minden partdl egy djabb
par sziiletik foltéve, hogy a parok a masodik hénaptdl kezdédben
produktivok.
Fibonacci sorozatok

> Az ,eredeti": 1,1,2,3,5,8,13,...

» Altalaban: ap, a1, a2, - - ., ahol

ap = ap—2 + an-1, han>1.

Eurépai kezdet. TTIK Bolyai Intézet
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Leonardo: Liber abaci, hatarozatlan egyenletek 1.

A 30 madar probléma:

Egy ember 30 madarat vasarol: foglyokat, galambokat és
verebeket. A fogoly dra darabonkint 3 eziist, a galamboké 2, mig a
verebeké % Osszesen 30 eziistét fizet. Hany madarat vett az egyes
fajtakbol?

A megoldds.
A feladat az

x+y+z=30
1
3x+2y+§z=30

hatarozatlan egyenletrendszerre vezet, amelynek egyetlen pozitiv
megolddsa az x =3, y =5, z =22.

Leonardo: Liber abaci: hatdrozatlan egyenletek 2.

Megjegyzés. E feladat egy variansa az dkori kinai, hindu,
valamint a kora-kozépkori arab forrasokbdl is ismert 100 madar
problémanak.

Els6 |épés az dltaldnossdg felé: a I6vdsarlasi problémak.

1. Lévasarlasi probléma. Az egyik ember azt mondja a masiknak:
ha nekem adod pénzed egyharmadat, akkor meg tudom venni a
lovat. Erre a mdsik tgy valaszol, hogy ha te pedig a pénzed
negyedét adod nekem, akkor én tudom megvenni a lovat.

Eurépai kezdet. TTIK Bolyai Intézet
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Leonardo: Liber abaci, hatdrozatlan egyenletek 3.

» Ha s a |6 ara, akkor megoldandé az:

X—I—1 =s

37~
+1x—s
y 5=

egyenletrendszer, x és y a , kupecek” pénze.
> A legkisebb egész megoldas:

x=(3-1)-4=8
y=(4-1)-3=9
s=3-4-1-1=11

Leonardo: Liber abaci, hatarozatlan egyenletek 4.

Altaldnositas 3 szereplére.
2. Lévasarlasi probléma. A megoldandd egyenletrendszer most

1
x+§(y+z):s

1
vtz =s

1
z+g(x+y)=s
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Megoldas 1. Megoldas 2.
» Altaldnos jegyeket tartalmaz a széveges megolds.
> Uj hatdrozatlant vezet be: x+y+z =1, > X,y,z-re egész értéket akar kapni, ezért D-t 24-nek vilasztja,
> Kivonja bel6le mindhdrom korabbi egyenletét: > igy egyenletrendszere
>
2 3 4 _
v+ =+ =clxt+y)=t—s=D, y+z=36
x+z=32
» A megoldandé egyenletrendszere igy
x+y =30
+2=2D
yre=s > amib8l x = 13, y = 17, z = 10.
X+z= iD » Megjegyzés. Hatdrozatlan egyenletrendszer ilyetén
3 megoldasa szerepel Diophantos Arithmetica c. kdnyvében, pl
5 )
x+y= ZD az |. 24 feladat megoldasa.
Eurépai kezdet. TTIK Bolyai Intézet Eurdpai kezdet. TTIK Bolyai Intézet
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Leonardo: Flos. Leonardo: Liber quadratorum.
Palermoi Janos els6 problémdja. s o TS
Palermoi Jénos els6 problémdja altalanositasa.

> Adjunk meg olyan négyzetszamot, amelyhez 6téd adva, vagy

P . . p » A kovetkez6 egyenletrendszert vizsgalja
beléle 6tét kivonva egyarant négyzetszamot kapunk. vetkezo egy zert vizsgal

» Mai jelolésekkel a kovetkezé egyenletrendszert kell megoldani. X2+ C=y?
> x> — C=27?
2 2
x“+5=y » Speciélis terminoldgidja: Ha x? és C megoldasa e
x2_5=22 probléménak, akkora C szamot CONGRUUM-nak, mig az x>
négyzetet QUADRATUS CONGRUENTUS-nak nevezi.
[ _ 5 _ 1 _ 7 .

> Leonardo megolddsa x =3+ 33, y =4+, z2=2+1;. » A miiben részletesen, nagy gonddal foglalkozik a
> A Liber quadratorumban tébb fejezetet szentelt e probléma congruus-congruentus parok keresésével.

altalanositasainak.
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Palermoi Jdnos mésodik problémdja. Palermoi Janos mésodik problémdja.
Megoldandé az . ) ..
X3 4 2x2 4 10x = 20 » Egy kozelité megoldas hatvanados tortekkel:
>
egyenlet.
Leonardo elemzése. x=1,22,7,42,33,4,40
23 L , L, 1 22 7 42
1. x3¢ N, mgrt X+ % + i = 2, amibdl egyrészt x < 2, masrészt =1+ %0 + 502 + 50%
1°4+2-19410-1=13 < 20. 33 4 40
2. x ¢ QF, s6t raciondlis szdm négyzetgyoke sem lehet, mert az + 60% + 605 + 606"
_ 20-20x2 e hate de A
egyenlet x = 002 alakban is irhatd, és a jobb oldalon ez

v

Ez 3-10~!! pontossagii, csak a hatodik hatvanados jegy
nagyobb a korrektnél kb. masféllel.

> Decimilisan: 1,36883102451989026063100137174211

esetben raciondlis, mig a bal oldalon irraciondlis szdm éllna.
3. Megmutatta (nem korrekten), hogy x nem lehet kvadratikus
irraciondlis, példaul v/a + v/b alaki szdm sem (a, b € Q*).

Eurépai kezdet. TTIK Bolyai Intézet Eurdpai kezdet. TTIK Bolyai Intézet
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Liber quadratorum.

Leonardo: Flos.

Palermoi Jdnos mésodik problémdja.
Megjegyzések.

1. Pontatlansiga ellenére kijelenthetjiik, hogy ez volt az elsé
komoly kisérlet a harmadfokii egyenletek gyokjelekkel vald,
tehdt algebrai megoldaséra.

2. Ma3s irasaibdl azonban az tiint ki, hogy osztotta az iszlam
tudésok, igy Omar Khajjam, azon véleményét, hogy a
harmad- és magasabb foku egyenletek csak geometriailag
oldhaték meg egzaktan.

3. El6bbi eljarasaban implicite az is benne van, hogy Euklidész
X. konyve nem irja le az Osszes algebrai irracionalist, hiszen
egyenletének nincs megoldasa az ott tirgyalt v a + Vb, illetve

\/v/a+ /b alakii irracionalisok kdrében.

Leonardo: Liber quadratorum.

A mii elsé konyve — amely zommel pitagoraszi szamharmasokkal

foglalkozik — a kovetkezd bejelentéssel kezdddik.

Az elsé n paratlan szém sszege n®.

Itt csak illusztrdlja allitasat, a bizonyitds a konyv végén van.

Az illusztracid

1=12

1+3=4=22
14+34+5=9=32
14+34+54+7=16=4°
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Liber quadratorum.

Leonardo: Liber quadratorum.

Az |. kényv fé problémaja.
Keressiink olyan négyzetszamokat, amelyek Osszege négyzetszam.

A feladat pontosabb megfogalmazasa.

Keressiink két olyan négyzetszamot, amelyek Gsszege is
négyzetszam.

Tehat (mai széhaszndlattal): Pithagoraszi szimhdrmasokat keres.

Leonardo: Liber quadratorum.

Megjegyzés.
NEM AD MEG ELJARAST, KONKRET
SZAMOKKAL DOLGOZIK, DE...

Eurépai kezdet. TTIK Bolyai Intézet

Eurdpai kezdet.
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Torténelmi mérfoldkovek. A felséoktatds kezdetei A pisai Leonardo. Flos Liber quadratorum.

Leonardo: Liber quadratorum.

1. médszer.

> Legyen y? paratlan négyzetszam, s keressiink hozza olyan x?
négyzetszamot, amelyet hozzaadva ismét négyzetszamot

Elemzés 1.

» Tekintsiik a kiinduldsi paratlan négyzetszamnal kisebb Gsszes
paratlan szdmot. Ezek Gsszege a keresett masik négyzetszam.
A kett6 Osszege pedig nyilvdn megint négyzetszam hiszen
1-gyel kezd6d6 egymast kovetd paratlan szdmok Oszege.

> Vildgos, hogy e médszer — a kirdtt foltétel mellett — teljesen
dltaldnos, hiszen ha d paratlan négyzetszam, akkor

kapunk.
>
> Legyen y? =9 =32, 5
> Adjuk 6ssze a 9-nél kisebb pératlan szamokat, yo=d
143+45+7=16=42=x2 d—1\?
o x ) x2:1+3+...+(d—2):(—)
> tehdt 4° +3°=143+5+7+9=25=5% 2
d+1\2
2=x*+y?=1+3+...+(d-2)+d= (T) )
Eurdpai kezdet. TTIK Bolyai Intézet Eurdpai kezdet. TTIK Bolyai Intézet
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Elemzés 2.

> ugyanis

(2n - 1)+1)2 2

1+2+...+(2n—1):< :

» Ezutdn bizonyitast (illusztriciét) is ad Euklidesz Elemek 1.
konyve stilusaban geometriai eljarassal: egy egyenesszakasz
alkalmas folosztdsaval.

Leonardo: Liber quadratorum.

2. mddszer: néggyel oszthaté négyzetszamok.
Kiindulasi észrevétele a kovetkezd folbontds (amit szOvegesen ad

meg):
* y? = 4k = 2(2k) = (2k — 1) + (2k +1).

Leonardo szamolasa:
> y2=36=62=17+19,
> x2=1+...+15 =64 = 8,
» 22=x2+y?=1+...+15+17 +19 = 100 = 10%.

Eurépai kezdet. TTIK Bolyai Intézet

Eurdpai kezdet. TTIK Bolyai Intézet
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Leonardo: Liber quadratorum.

Altalanosan.

y? =4k =2(2k) = (2k — 1) + (2k + 1)
x*=1+...+(2k-3)=(k—1)?
2=14...+02k=3)+((2k— 1)+ 2k +1)) = (k+1)?

Leonardo: Liber quadratorum.

3. mddszer: 3-mal oszthaté paratlan négyzetszamok.

> Csak szdmokkal adjuk meg.

> Az alap: y? = 9k = 3(3k) = (3k —2) + 3k + (3k +2).

» Leonardo példdja:
y2 =81=3.27=25+27+29 =92
x2=1+...+23 =144 =12
22 =1+4... 423+ (25+27 +29) = 144 + 81 = 225 = 152,

Eurépai kezdet.
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Torténelmi mérfoldkovek. A felséoktatds kezdetei A pisai Leonardo. Flos Liber quadratorum.

Leonardo: Liber quadratorum.

4. moddszer: 6-tal oszthaté négyzetszamok.

> A legkisebb ilyen a 36, de a 144-et vélasztja.
> A szampélda

y? =144 = 624 = (19 + 21) + (23 + 25) + (27 + 29)

X*=1+43+... +17=81=9°

22 =(1+3+...+17)+(19+21 +...+29)
=81+ 144 = 225 = 152,

Leonardo: Liber quadratorum.

4. moédszer: 6-tal oszthaté négyzetszamok.

» Altaldanosan a probléma:

>

y* =36k = (6k —5) + ...+ (6k +5)
x>=1+...+(6k—7)=(3k—3)?
XP+y>=1+4...+(6k—T7)+ (6k —5)+...+ (6k +5)
=36k + (3k — 3)® = (3k +3)?

Eurépai kezdet. TTIK Bolyai Intézet

Eurdpai kezdet. TTIK Bolyai Intézet
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