Az elézmények. A geometriai kényvek. A

elmélete. Egy s: hasonlésdg. Az aritmetikai kényvek. Irracionalisok. Térgeom Az eldzmények.

A geometriai kényvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazs: hasonlésag. Az aritmetikai kinyvek. Irracionalisok. T

Elézmények 1.

, 1. Euklidesz az Akadémian tanulhatott, de Alexandridban
A KLASSZIKUS KOR MATEMATIKAJA. dolgozott l.e. 300 koril.
Az elsé enciklopédia 2. A részben a klasszikus kor utdn élt (munkdssigdnak zéme mar
ide esett), de annak szellemében irta konyveit (Elemek,
. . Kipszeletek, Optika, stb.).
Klukovits Lajos P P . ) s L
3. Az Elemek a klasszikus kor matematikdja egy részének
TTIK Bolyai Intézet enciklopédikus Osszefoglalasa, mai széhaszndlattal nem
formalis axiématikus elméletként.
2019. marcius 11. 4. Sok szerzé miivébdl allitotta Ossze.
4.1 khioszi Hippoktatesz, a platonista Leon konyvei,
4.2 Eudoxos és Theaitetosz szamos eredményét épitette be.
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Elézmények 2 . Az Elemek szerkezete.
1. Milyen formdban maradt fonn?
1.1 A,n'mnegn.'as"k?rabol nincs fonnmaradt keznrz.at.. > 13, kénywbél” &ll.
1.2 Kés6bbi gorég kommentdrok: az alexandriai Heron, Pappos o . ) L o
(I.sz. 3. sz.), az alexandriai Theon és a neoplatonista Proklosz > Kevés kivétellel mindegyik definicickkal kezdddik.
(I.sz. 4. és 5. sz.) a legjelentSsebbek. > Ezeket véltozé szamii tétel és azok szigorti bizonyitasa kdveti.
1.3 A t6liik szdrmazé gorog nyelvii toredékek és a késébbi arab P ( Y ) . .
> Az els6 konyv mds: a definiciék utdn 5 posztuldtum (mai

forditdsok az autentikus forrasok.
1.4 A legrégebbi teljes kézirat 10. szazadi és a Vatikani

Kényvtarban 8rzik. Gorog nyelvii véltozat a Theon elétti

id8kbl. >
1.5 Bath-i Adelard latin forditdsa 1142.

2. Euklidesz tobbi konyve jelenleg ismeretlen, a Kipszeletek
Apolloniusz konyvének elején részben olvashatd.

terminoldgidval axiéma) majd 9 axiéma (ma axiéma séma)
kovetkezik a tételek elStt.

Megjegyzés. Az axiomak szama kiaddsrél-kiadasra véltozhat,
olykor a posztulatumokhoz csatoljak.
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Az I. Konyv. Az I. Konyv.
Definiciék. Definicidk.
1.1.D Pont az, aminek nincs része. 1.11.D Tompaszdg az, amelyik nagyobb a derékszdgnél.

1.2.D A vonal szélesség nélkiili hosszisdg. 1.15.D A kor sikbeli alakzat, amelyet egy vonal vesz koriil [ezt

1.4.D Egyenes vonal az, amelyik a rajta levd pontokhoz nevezziik kdrvonalnak] dgy, hogy az e vonal és egy, az alakzat
viszonyitva egyenlden fekszik. belsejében fekvd pont kdzé esd szakaszok egyenlSk egymassal.
1.7.D Sikfeliilet az, amelyik a rajta levé egyenesekhez 1.19.D Egyenes vonald alakzatok (sokszogek) azok, amelyeket
viszinyitva egyenléen fekszik. egyenes vonalak vesznek koriil, haromoldaliak, amelyeket
1.8.D A sikszog két olyan egysikbeli vonal egymashoz vald harom, négyoldaltiak, amelyeket négy, sokoldaldak pedig,
hajldsa, amelyek egymdst metszik, és nem fekszenek egy amelyeket négynél tobb oldal vesz koriil.
egyenesen. 1.23.D Pérhuzamosok azok az egyenesek, amelyek
1.10.D Ha egy egyenesre egyenest &llitunk dgy, hogy egyenld ugyanabban a sikban vannak és mindkétoldalt végteleniil
mellékszogek keletkeznek, akkor a két egyenl6 szog derékszog, meghosszabbitva egyiken sem taldlkoznak.
és az all6 egyenest merdlegesnek mondjuk arra, amelyen all.
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Az I. Konyv. Az I. Konyv: az axiémak.
Posztuldtumok. Al. Amik ugyanazzal egyenldk, egymassal is egyenldk.
P1. Koveteltessék meg, hogy minden pontbdl minden A2. Ha egyenl6khoz egyenléket adunk hozza, az dsszegek
ponthoz legyen egyenes hiizhaté. egyenlok.
P2. Es hogy véges egyenes vonal egyenesben folytatdlag A3. Ha egyenl6kbél egyenlbket vesziink el, a maradékok
meghosszabbithatd legyen. egyenl6k.
P3. Es hogy minden kézépponttal és tavolsiggal legyen kor A4. Ha nem egyenl6khoz egyenléket adunk hozza, az
rajzolhatd. Osszegek nem egyenldk.
P4. Es hogy minden derékszog egymdssal egyenld legyen. A5. Ugyanazok kétszeresei is egyenlék.
P5. Es hogy ha két egyenest gy metsz egy egyenes, hogy az AG6. Ugyanannak a fele részei egyenlék egymdssal.
egyik oldalon keletkez6 belsé szogek (Ssszegben) két A7. Az egymadsra illeszked6k egyenlSk egymassal.
derékszognél kisebbek, akkor a két egyenes végteleniil A8. Az egész nagyobb a résznél.

meghosszabbitva taldlkozzék azon az oldalon, amerre az

(Gsszegben) két derékszognél kisebb szogek vannak. A9. Két egyenes nem fog kozre teriletet.
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Az |. Konyv. Az I. Konyv.
. 1.5. Tétel.
1.4. Tétel.
Ha két haromszognek két-két oldala egyenld, és egy-egy szoge > Az egyenl8szard haromszogben az alapon fekvé szégek
egyenldk.

egyenld, az, amelyet az egyenl6 oldalak fognak kozre, akkor az
alapok is egyenl8k, és a haromszégek is egyenlék, és a tébbi szog is > Megjegyzés. E tétel tankonyvi bizonyitdsai a szdrak alkotta
paronként egyenl8, amelyekkel szemben az egyenld oldalak sz0g felezdjét hasznalja, DE Euklidesz bizonyitisa szebb és

"
fekszenek. egyszeriibb:
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1.14. Tétel.

Ha valamely egyenesen lev6 pontnél két egyenes fekszik nem
ugyanazon az oldalon, és két derékszoggel egyenlé szoget alkotnak
egymads mellett, akkor (ugyanazon az) egyenesen van a két egyenes.

Az 5. Tétel bizonyitésa.

Figure 4.2
C B D
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Az I. Konyv: tételek. Az |. Konyv: tételek.

1.47. A derékszogili haromszogekben a derékszoggel szemkozti
oldalra emelt négyzet egyenld a derékszoget kozrefogd
oldalakra emelt négyzetek Osszegével.

1.29. Ha parhuzamos egyeneseket metsz egy egyenes, akkor
egymassal egyenld valtészogek keletkeznek, és a szemkozti
belsé szoggel egyenld kiilsé szog keletkezik, és ugyanazon az .
oldalon (egyiitt) két derékszoggel egyenld belsé szogek » Megjegyzés. Ime a nevezetes , Pithagorasz tétel”, amelyet
keletkeznek. mar évszazadok Sta ismernek.

> Megjegyzés. ltt hivatkozik elészor az V. posztulatumra! 1.48. Ha egy haromszogben az egyik oldalra emelt négyzet
egyenlé a hdromszog masik két oldaldra emelt négyzetek

Osszegével, akkor derékszog a haromszog masik két oldala
altal kozrefogott szog.

1.41. Ha egy paralelogrammanak ugyanaz az alapja, mint egy
hdromszdgnek, és ugyanazon parhuzamosok kozt fekszik,

akkor a paralelogramma kétszerese a haromszognek.
» Megjegyzés. Ez pedig a megforditasa.
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» A G,A,Césa B,A, H pontok egy-egy egyenesen vannak az
1.14. Tétel szerint.

A » Az FBC hiromszog és az FBAG négyzet ugyanazon
parhuzamosok kozt fekszik, alapjuk kozos.
F % o > Az 1.41. Tétel alapjan: FBC fele af FBAG-nek.
> FBCa = ABDp (1.4. Tétel.)
\ ¢ » A BDL téglalap és az ABD hédromszog alapja ugyanaz és

ugyanazon parhuzamosok kozt fekszenek.

> |.41. = a haromszog fele a téglalapnak.

» 5. Axiéma = az FBAG négyzet egyenlé a BDL téglalappal.

» Hasonléan: az ACKH négyzet egyenlé az LEC téglalappal.

Figure 4.6 D 3 » A 2. Axiéma alapjdn a bizonyitas kész.
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Az aritmetikai kényvek. Irraciondlisok. Térgeom

Az el6:

Ag fai kényvek. A

k elmélete. Egy alkalmazds: hasonlésdg. Az aritmetikai konyvek. Irracionalisok. T

A ll. Kényv (a , geometriai algebra™).

Az 1. - 10. Tételek mai jelclésekkel.

alb+c+d+...)=ab+ac+ad+...

(a+b)a+(a+b)b=(a+ b)?
(a+b)a=ab+a?
(a+ b)? = 2 4 2ab + b?

ab+ <%(a+ b) — b)2 = <%(a+b))2
(2a+ b)b+a* = (a+ b)?

A ll. Konyv tételei eredeti szoveggel.

11.1. Ha van két szakasz, és az egyikiiket valahany részre
osztjuk, akkor a két szakasz ltal kozrefogott téglalap egyenld
a folosztatlan szakasz és az egyes részek &ltal kozrefogott

téglalapok Osszegével.

» Bizonyitas.

B H E c
A X L D
Figure 4.8

» Formalizélva: a(b+c+d+...)=ab+ac+ad+...
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Az aritmetikai kényvek. Irraciondlisok. Térgeom

Az el6:

Ag fai kényvek. A

k elmélete. Egy alkalmazds: hasonlésdg. Az aritmetikai konyvek. Irraciondlisok. T

A 1l. Konyv tételei eredeti szoveggel.

11.4. Ha egy egyenesszakaszt tetszélegesen kettéosztunk,
akkor a teljes szakaszra emelt négyzet egyenld az egyes
részekkel szerkesztett négyzeteknek meg a két rész altal
kozrefogott téglalap kétszeresének Osszegével.

» Bizonyitas.

b ab b
a a* ab
a b
Figure 4.9

> Formalizalva: (a+ b)? = a* + 2ab + b?

A ll. Konyv tételei eredeti szoveggel.

11.11. Osszunk ketté egy adott szakaszt, hogy a teljes szakasz

és az egyik rész 4ltal kozrefogott téglalap egyenlé legyen a
masik részre emelt négyzettel.

» Bizonyitas.

F; G

H
A z B
E
G=————p
Figure 4.10
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A lll. Kényv (elemi geometria) Definicidk. A 1ll. Kényv (elemi geometria). Tételek.

111.1.D Korok egyenldk, ha dtméréik egyenlék vagy a sugaraik

egyenldk. 111.2. Ha egy koron vélasztunk két tetszbleges pontot, akkor a

111.2.D Azt mondjuk, hogy egy egyenes érint egy kort, ha pontokra illeszkedd szakasz a koron beliil halad.

metszi a kort, de nem szelik 8t egymast. 111.9. Ha egy kordn beliil valasztunk egy pontot, s e pontbdl a

111.6.D Az egy egyenes (hir) és (hozz4 tartozd) koriv &ltal korhoz tobb mint két egyenld szakasz vezet, akkor a vélasztott
kozrefogott alakzat a korszelet. pont a kor kozéppontja.

111.8.D Ha a korszelethez tartozé iven vélasztunk egy pontot, 111.14. Egy korben az egyenld hiirok egyenld tivol vannak a
és belSle a korszelet alapegyenesének végpontjaiba kozépponttdl, és a kozépponttdl egyenld tavol levd hiirok
egyeneseket hizunk, akkor a meghtzott egyenesek altal egyenlék egymdssal.

kdzrefogott sz0g kbrszeletbeli szog. 111.20. Egy kérben a kizépponti szg kétakkora, mint a

111.11.D Korszeletek hasonldk, ha egyenlé szgeket fogadnak keriileti, ha e szogek ugyanazon iven nyugszanak.
be, vagy (mds kifejezéssel) ha a benniik levd szogek (D8)
egyenl6k egymassal
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Az V. Konyv (Eudoxos). Definicidk. Az V. Konyv (Eudoxos: Mennyiségek elmélete).

Definicidk (csak mai terminolégidval).
V.1.D Egy kisebb mennyiség egy nagyobb része, ha osztja a ( J )
nagyobbat. [Azaz maradék nélkiil megvan benne, tehat egész V.5.D Legyenek a, b, c,d mennyiségek. Ezekre fonall, hogy

szami tobbszorose.| 2 .

V.3.D Az ardny két egynemii [egyenld dimenzidji] mennyiség b4

nagysagbeli viszonya.

> Ha a, c-t tetszbleges egész szammal, mondjuk m-mel, mig
b, d-t tetszbleges egész szammal, mondjuk n-nel
megszorozzuk, akkor m, n barmely valasztasanal

V.4.D Mennyiségek egymdshoz viszonyitott ardnyardl akkor
beszéliink, ha az egyik tobbszorose meghaladja a maésikat.

> Megjegyzés. Euklidesz — ellentétben Archimédésszel —
nem mondja ki kovetelményként, hogy egynemii mennyiségek
kielégitik ezt a foltételt, de tobbnyire hallgatdlagosan, a
X.1.-ben ki is mondva, él ezzel. Lasd a tétel utani
megjegyzést.

ma<nb = mc<nd,
ma=nb = mc=nd,
ma>nb = mc>nd.
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Az V. Konyv (Eudoxos: Mennyiségek elmélete). Tételek A VI. Konyv (alakzatok hasonlésdga). Definicidk.
(csak mai terminoldgidval).
Legyenek a, b, ... tetszéleges mennyiségek, m, n (pozitiv egész) VI.1.D Sokszégek hasonldk, ha a szogeik egyenként
szamok. megegyeznek és az egyenl6é szogek melletti oldalak aranyosak.
V1. ma+mb+mc+...=m(a+b+c+...) VI1.3.D Azt mondjuk egy szakaszrél, hogy folytonos aranyban
V.4. Ha § = 5, akkor van folosztva, ha a nagyobb szelet (gy aranylik a kisebbhez,
ma mc mint a teljes szakasz a nagyobb szelethez.
nb nd’ VI1.4.D Egy alakzat magassiga a csticsardl az alapjara
V.12. Ha § = 5 = 7, akkor bocséatott meréleges.
a_ a+tc+e ;
b bridif Tételek.
V.17-18. Ha § = §, akkor VI.1 Az ugyanazon magassagl hdromszogek és
paralelogrammék gy ardnylanak egymashoz, mint alapjaik.
aTb cTd lelog ik Ugy aranylanak egymdsh i lapjaik
b~ d -
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VI.4. Héromszogeknek, melyek szogei egymassal egyenldk,
ardnyosak az egyenld szogek melletti oldalaik, mégpedig az
egyenl6 szogekkel szemkozti oldalak felelnek meg egymasnak.

VI1.6. Ha két haromszognek egy-egy szoge egyenlé és az
egyenl6 szogek melletti oldalak aranyosak, egyenldk a
hdromszogek szogei, mégpedig a megfelel oldalakkal
szemkozti szogek egyenl8k. V1.25.Szerkesziink adott sokszoghdz hasonlé és egyiittal egy
masik adott sokszoggel egyenld teriiletli alakzatot.

VI1.21. Ugyanazon sokszoghdz hasonlé alakzatok egymashoz
is hasonldk.

VI1.8. Ha egy derékszogli hdromszogben a derészog csticsabdl
az alapra egy merdlegest bocsdtunk, a merdleges melletti
hdromszogek mind a teljes haromszoghoz, mind egymashoz
hasonlék.

V1.10.0sszunk fol folosztatlan szakaszt adott folosztott
szakaszhoz hasonldan. (A parhuzamos szel8k tétele.)
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A VII. Konyv (az elsé aritmetikai). Definicidk. A VII. Konyv (az elsd aritmetikai). Tételek.
VII.1.D Az egység az, ami szerint minden létezét egynek VIL.1. Ha van két nem egyenld szamunk, a kisebbet
mondunk. valtakozva mindig kivonjuk a nagyobbdl, és a maradék
VI1.2.D A szim az egységekbdl Osszetevédd sokasag. sohasem osztja a megel6z8 szamot, mig csak nem az egység a
VI1.3.D Egy kisebb szdm egy nagyobbnak hanyada (része), ha maradék, akkor az eredeti szimok relativ primek.
osztja a nagyobbat. VI1.2. Keressiik meg két adott nem relativ prim szdm
VI1.12.D Primszam, amelyik csak az egységgel oszthaté. legnagyobb ko6zds osztdjat.
(A8) VI1.16. A két szdm Osszeszorzdsakor keletkezé szdmok
VI1.13.D Szamok egymashoz relativ primek, ha csak az egyenl8k egymassal [fiiggetleniil a sorrendt8l].

egység kozos osztdjuk.

VII.14.D Osszetett az a szam, amelyiket valamely szdm oszt.
VII.17.D A két szdm osszeszorzasakor keletkezé szamot
sikszamnak nevezziik, az Osszeszorzott szamokat pedig az
oldalaknak.

VI1.30. Ha két szdmot megszorzunk egymassal, és a
szorzatukat osztja valamely primszam, akkor a tényez6k
egyikét is osztja.

VII.31. Bérmely szdm prim, vagy osztja egy primszam.
VI11.36. Keressiik meg harom adott szdm legkisebb kozos

YII.23:D Egy szdm tokéletes, ha egyenld osztéi (részei) t5bbsz6rosét.
Klasszikus kor. TTIK Bolyai Intézet Klasszikus kor. TTIK Bolyai Intézet
Az elézmények. A geometriai knyvek. A mennyiségek elmélete. Egy is: hasonlésag. Az aritmetikai kényvek. Irracionalisok. Térgeom Az elézmények. A geometriai kinyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazds: hasonlésig. Az aritmetikai kényvek. Irracionalisok. T
A VIII. Konyv (a mésodik aritmetikai: sorozatok). Tételek. A IX. Konyv (a harmadik aritmetikai: szdmelmélet).
Tételek.

VIII.1. Ha egy tetszbleges sok tagi mértani sorozat szélsé

tagjai relativ primek, akkor a sorozat tagjai legkisebbek azon

szamok kozott, amelyeknek ugyanaz az ardnya, mint nekik.

1X.2. Ha két szdm Osszeszorzasakor négyzetszam keletkezik,

VIIL.6. Ha egy tetszbleges sok tagd mértani sorozat els6 tagja ) R
akkor a szamok hasonlé sikszamok.

nem osztja a masodikat, akkor egyetlen tag sem oszt
semmilyen masikat. IX.11. Ha az egységgel kezdddden valahdny szdm mértani
sorozatot alkot, akkor egy kisebb tag egy nagyobban valamely,

VII1.14. Ha egy négyzetszdm oszt egy mdsikat, akkor az : ~ey h
a sorozatban el6forduld szam szerint van meg.

oldala is osztja a masiknak az oldaldt; s ha az egyiknek az
oldala osztja a mdasiknak az oldaldt, akkor az egyik 1X.14. Primszdmok legkisebb kozos tobbszorosét egyetlen
négyzetszam is osztja a masik négyzetszamot. mas primszdm sem osztja, csak amelyek eredetileg is osztjak.

VII1.22. Ha egy hdromtagi mértani sorozat elsé tagja
négyzetszam, akkor a harmadik is négyzetszam.
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Az elszmények. A geometriai kényvek. A r égek elmélete. Egy is: hasonlésdg. Az aritmetikai kényvek. Irraciondlisok. Térgeom Az elézmények. A geometriai kényvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: hasonlésig. Az aritmetikai kényvek. Irracionalisok. T

A IX. Konyv (a harmadik aritmetikai: szdmelmélet). A IX. Konyv (a harmadik aritmetikai: szdmelmélet). A
Tételek. bizonyitas folytatasa.
> Ne legyen most d prim. Ekkor osztja valamely primszam (VII.
1X.20. Primszamok barmely adott sokasdganal van tébb. 31. Tétel). Ossza a g prim.
Bizonyitas. (az eredeti) Legyenek az adott primszamok a, b » Azt dllitom, hogy g az a, b és c egyikével sem azonos.
és c. Azt dllitom, hogy tobb primszam van, mint a, b és c. > Tegyiik fol ugyanis, hogy az a, b és ¢ osztjak e-t, tehdt g is
» Vegyiik ugyanis a, b és c legkisebb kozos tobbszorosét, ami — osztja e-t (ugyanis a, b és ¢ az Gsszes prim).
a VII. 36. Tétel szerint T abc és tekintsiik az » Viszont g d-t is osztja, tehdt a maradék egységet is osztja g,
d=abc+1=e+1szamot. ami ellentmondds, hiszen g szam.
> Ez vagy primszdm, vagy Osszetett szam. » g tehat nem azonos az a, b, c szamok egyikével sem.
> L“egyen ,eloszor prlm.,TaIa,Itunk tehdt az a, b, ¢ szdmoknal > A feltétel szerint prim, tehat talaltunk az adott a, b, ¢
tobb primet, ezeket és még d-t. primeknél tobb primet, a-t, b-t, c-t és g-t. Eppen ezt kellett
megmutatni.
Klasszikus kor. TTIK Bolyai Intézet Klasszikus kor. TTIK Bolyai Intézet
Az elzmények. A geometriai knyvek. A mennyiségek elmélete. Egy 4s: hasonléség. Az aritmetikai konyvek. Irraciondlisok. Térgeom Az elézmények. A geometriai kényvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: hasonléség. Az aritmetikai kdnyvek. Irracionlisok. T
A IX. Konyv (a harmadik aritmetikai: szdmelmélet). A A IX. Konyv (a harmadik aritmetikai: szdmelmélet).
bizonyitds folytatdsa. A Parosrdl és a Paratlanrél sz4l6 tanitds.
1. Melg.Jegyzes. Az os%thatlos:ag egy elemi tulajdonsdgat 1X.21. Barhany paros szdmot adunk Ossze, az Gsszeg paros.
hasznalja, amelyet — két masikkal egyetemben — sohasem . , , ,
f . ) . 1X.23. Ha Gsszeadunk valahdny paratlan szamot, amelyek
ogalmaz meg, de ismertnek tételez fol: ha rat] K K akk - s vératlan |
Z—u+v, tlz, tlu akkor t|v. paratlan sokan vannak, akkor az &sszeg is para a.n esz.
2. Megjegyzés. Az iménti bizonyitas lényegében megegyezik IX.25. Ha egy pdros szdmbdl paratlant vonunk ki, a maradék
azzal, amelyet az elemi szdmelméleti tanulmanyainkban paratlan.
megismertiink, csak ott a foltételben szerepl6 , Osszes” 1X.30. Ha egy paratlan szam oszt egy pérosat, akkor a felét is
primszam a pi, p2, - . ., pk. Euklidesz bizonyitasa lényegében osztja.
csak azt haszndlja ki, hogy abbdl a foltételbél, hogy csak 1X.31. Ha egy pératlan szadm relativ prim valamely szdmhoz,
véges sok primszam létezik, sziikségképp ellentmondasra akkor a kétszereséhez is relativ prim.

jutunk. Tehat tulajdonképpen azt igazolja, hogy végtelen sok
primszam van, de ezt igy nem fogalmazza meg, hiszen az &
vildga véges. (Arisztotelesz kétféle végtelene.)

1X.33. Ha egy szam fele paratlan, akkor a szam csak
pérosszor paratlan alakban &ll eld.
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Az elézmények. A geometriai kdnyvek. A égek elmélete. Egy is: hasonlésdg. Az ari

ikai kdnyvek. Irracionalisok. Térgeom

Az elszmények. A geometriai kényvek. A mennyiségek elmélete. Egy is: hasonlésdg. Az ari

ikai kdnyvek. Irracionili

k. T

A IX.33. Tétel bizonyitasa.

> Legyen az a szam fele pératlan.

» Ha a el6all parosszor pératlan alakban, akkor a fele, amely

paratlan, pdrosszor van meg benne.

» Allitom, hogy csak ilyen alakban &ll el6.

» Ha ugyanis a el6éllna parosszor péaros alakban, akkor egy péros

szam paros szdmszor lenne meg benne, Ggyhogy a felét is
osztana egy paros szdm, noha az paratlan, ami ellentmondas,

> a tehat csak pdrosszor paratlan alakban 3ll eld.

> Eppen ezt kellett megmutatni.

A IX. Konyv (a harmadik aritmetikai: szdmelmélet).

A konyv utolsé tétele.

1X.36. Ha az egységtdl indulva kétszeres aranyban mértani
sorozatot alkotunk addig, amig az osszeg primszam nem lesz, és

ezt megszorozzuk az utolsé taggal, akkor tokéletes szamot kapunk.

Mai
A

terminoldgidval, szimbolikaval

(14+2+4+.. 42k 1)k

szam tokéletes, ha az els6 tényezd, azaz

14+2444.. 21

primszam.
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Az elézmények. A geometriai kdnyvek. A égek elmélete. Egy is: hasonlésdg. Az aritmetikai kényvek. Irracionalisok. Térgeom

Az elszmények.

A geometriai kényvek. A mennyiségek clmélete. Egy alkalmazés: hasonlésag. Az aritmetikai kinyvek. Irracionalisok. T

A X. Kényv (az irraciondlisok dkori elmélete).

X.1.D Mennyiségeket 6sszemérhetéknek mondunk, ha
ugyanazon mértékkel mérhet6k, osszemérhetetleneknek pedig,
ha nem taldlhaté hozzdjuk kozos mérték.

X.4.D Es nevezziik az adott szakasz négyzetét racionalisnak,
és az azzal 6sszemérhet6 feliileteket raciondlisnak, az azzal
Osszemérhetetleneket pedig irraciondlisoknak, az éket eléallitd
szakaszokat — ti. ha a feliiletek négyzetek, magukat az
oldalakat, ha pedig valamely mds sokszogek, a veliik egyenld
négyzeteket folrajzolé szakaszokat — irraciondlisoknak.

X.1. Tétel. Ha adva van két nem egyenld mennyiség és a

nagyobbikbdl levonunk a felénél tobbet, és a maradékbdl ismét
a felénél tobbet, és igy tovabb, akkor egy olyan mennyiség fog
megmaradni, amely kisebb az adott mennyiségek kisebbikénél.

A X.1.

>
>

Tétel bizonyitdsa 1.

Legyen a két nem egyenlé mennyiség a, c és a > c.

Az V.4. Definici6 — mennyiségek egymdshoz viszonyitott
aranyardl akkor beszéliink, ha az egyik tobbszorose
meghaladja a masikat — értelmében c-nek van olyan
tobbszorose, amely meghaladja a-t. Legyen ez dc > a.
Megjegyzés. Euklidesz eredeti bizonyitadsaban d = 4, amit
ugy hasznal, hogy az nem szoritja meg az altalanosségot, de
csak 3 |épést tesz.

Adjuk meg a kovetkezé ey, ..., eq_1 mennyiségeket:

a a—e a—(e1+ e)
> e > , e3> e
asyp e s 2
a—(e1+...+eq2)
2

€d—1 >
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Az elézmények. A geometriai kényvek. A égek elmélete. Egy is: hasonlésdg. Az aritmetikai kényvek. Irraciondlisok. Térgeom Az elézmények. A geometriai kényvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: hasonlésg. Az aritmetikai kényvek. Irracionalisok. T

A X.1. Tétel bizonyitasa 2. A X.1. Tétel bizonyitdsa 3.
» Mivel dc > a,
» Az a mennyiségbdl ezutdn levonjuk e;-et, majd az a — e; i
mennyiségbdl az ex-t, az a — (e1 + e2)-bél az es-at és igy dc—c=(d—1)c>a—e
tovabb, Osszesen d — 1 szdm lépést tesziink. (d=1)c—c=d—2c>a— (e +e)
> Lathatd: az ey, ..., e4_1 mennyiségeket ligy hatdrozzuk meg,
hogy a levonasok mindig elvégezheték legyenek, azaz pozitiv :
mennyiség maradjon minden egyes lépés utdn. (d=(d—2)c—c=c>a—(e1+... +eg_1)-
» Tekintsiik most a dc mennyiségeket, és abbdl is vonjunk le » Az utolsé egyenlStlenség éppen a bizonyitands, hiszen
d — 1 szamd |épésben mindig c-t. Ez esetben mindig az adott >
(kapott) mennyiség felénél kevesebbet vonunk le.
P . e gg d—(d—=2)c—c= - 1) =
» Hasonlitsuk most Ossze a két eljarasunkat. ( ( Nec—c=c>a—(e1+...+eq4-1)
(...((afel)762)*.‘.*ed,2)*ed,1.
Klasszikus kor. TTIK Bolyai Intézet Klasszikus kor. TTIK Bolyai Intézet
Az elézmények. A geometriai kinyvek. A égek elmélete. Egy is: hasonlésdg. Az aritmetikai kinyvek. Irraciondlisok. Térgeom Az elézmények. A geometriai kdnyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: hasonlésig. Az aritmetikai kinyvek. Irracionslisok. T
A X.1. Tétel bizonyitasa 4. A X.1. Tétel bizonyitdsa 5.
Megjegyzések.
1. Euklidesznél a fonti bizonyitdsban d = 4, de gondolatmenete
megegyezik az altalunk leirt altalanos esetnél alkalmazottal.
2. Euklidesz megjegyzi: , hasonlé a bizonyitds, ha a fele részeket Archimedesz megjegyzése.
vonjuk le”. Archimédész ramutatott, hogy ezt posztulalni kellettt volna, amit
Vegyiik észre: Euklidesz azt haszndlta — hivatkozva az V. Eudoxos meg is tett. Archmédész ugyancsak posztuldtumként

konyv 4. definiciéjdra —, hogy haszndlta, azdta nevezik Archimédész - Eudoxos axiémanak.
... ha két nem egyenl6 mennyiség koziil a kisebbiket véges

szamu lépésben énmagahoz adjuk, akkor a nagyobbiknal

nagyobb mennyiséget kapunk.

DE az idézett definicié erre nem jogosit, az csak aranyuk

|étezésérdl szdl.
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Az elézmények. A geometriai kényvek. A égek elmélete. Egy is: hasonlésdg. Az aritmetikai kényvek. Irraciondlisok. Térgeom Az elézmények. A geometriai kényvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: hasonlésg. Az aritmetikai kényvek. Irracionalisok. T

A X.1. Tétel bizonyitdsa 6. Kommentarok. A X. Konyv befejezése.

1. A kutatdsok szerint a X. konyv legnagyobb része Eudoxostdl
és Theaitetosztdl ered, igy lehet, hogy Euklidesz
. egyszerlibbre vald torekvésével” taldlkozunk itt.

A. DE MORCAN rovid summazata: ,, Euklidesz e konyvben

Osszegzi az Osszes olyan szakaszra vonatkozé ismeretet, Egy régen vart teétel.
amelyek (modern terminoldgidval) megadhaték, mint A 115. Tétel (az utolsd) utdn kovetkezik a
X.27. Fiiggelék. Mutassuk meg, hogy a négyzetekben az 4tl6
Va+ b, linedrisan osszemérhetetlen az oldallal.

ahol a, b 6sszemérhet6 szakaszok.”

2. Vildgos, hogy nem az Gsszes irracionalis reprezentalhatd
ilymdédon, Euklidesz e részben a geometriai algebrajaval (a Il.
kényv tartalma) kezelheté esetekre szoritkozott.

Klasszikus kor. TTIK Bolyai Intézet Klasszikus kor. TTIK Bolyai Intézet
Az elézmények. A geometriai kdnyvek. A égek elmélete. Egy is: hasonlésag. Az aritmetikai kényvek. Irraciondlisok. Térgeom Az elszmények. A geometriai konyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazés: hasonlésag. Az aritmetikai kinyvek. Irraciondlisok. T
A XI. - XII. Konyvek. A XI. - XIlI. Konyvek. Definicidk 2.
X1.6.D Két sik hajlata az a hegyesszdg, amely a sikok kdzds

Egybefiiggd anyag, definicidk is csak a XI. Konyvben vannak, részére ugyanazon a p“ontban az egyes sikokban 3llitott

egyiitt targyaljuk a hdrom konyvet. Valamennyi térgeometridval merdlegesek fognak kozre.

foglalkozik, e mellett alakzatok teriiletével és testek térfogatéval X1.12.D Gila az a téridom, melyet egy sikbdl induld egy

kapcsolatos tételeket is tartalmaznak. pontban taldlkozd siklapok fognak kézre.

X1.14.D Ha egy félkort rogzitett dtmérdje koriil addig

Definicidk 1. forgatunk, mig eredeti helyzetét tjra el nem éri, a kozrefogott

X1.1.D Test az, aminek hosszisaga, szélessége és magassiga idom gomb.
is van. X1.18.D Ha egy derékszogli haromszoget egyik derékszog
X1.2.D A test vége feliilet melletti oldalat régzitve addig forgatunk, mig eredeti helyzetét

tjra el nem éri, a kozrefogott idom kip. Ha a rogzitett oldal
egyenld a korbeforgatott mdsik derékszog melletti oldallal,
akkor a kip derékszogli, ha kisebb, akkor tompaszogti, ha
pedig nagyobb, akkor hegyesszogii.

X1.4.D Két sik merbleges egymasra, ha az egyik sikban a
sikok kozos részére bocsitott merdlegesek merdlegesek a
masik sikra.
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Az elézmények. A geometriai kényvek. A égek elmélete. Egy is: hasonlésag. Az aritmetikai kényvek. Irraciondlisok. Térgeom Az elézmények. A geometriai kényvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: hasonlésg. Az aritmetikai kényvek. Irracionalisok. T

A XI. - XIlI. Konyvek. A XI. - XIl. Konyvek.
L, Altaldnos megjegyzés.
Definicidk 3. . L L i
Viszonylag kevéssé kidolgozott e két konyv, a poliéderekre

X1.24.D Kiipok és hengerek hasonldk, ha tengelyeik és vonatkozé tételeket olykor csak specidlis esetekre igazolta.
alapjaik atméréi aranyosak.

P . . Tételek.
X1.25.D Kocka a hat egyenlé négyzet altal kozrefogott
téridom. X1.1.-19. Egyenesek és sikok kdzos helyzetével foglalkoznak.
X1.26.D Oktaéder a nyolc egyenld (teriiletii), egyenld oldali X..I'24' Ha egy sfkido.r.no.t (hat paronként) parhuzamos lap fog
haromszog altal kozrefogott téridom. kozre, akkor a szemkozti lapok egybevagdk és

X1.27.D Ikozaéder a hiisz egyenld oldald hiromszég ltal paralelogrammak.

kozrefogott téridom. X1.27. Emeljiink adott szakaszra adott paralelepipedonhoz

X1.28.D Dodekaéder a tizenkettd egyenld, egyenl6 oldald és hasonlé és hasonléan fekvd paralelepipedont.

sz6gli dtszdg altal kézrefogott téridom. XI1.32. Azon paralelepipedonok, amelyek magassaga ugyanaz,
Ugy aranylanak egymashoz, mint az alapjaik.
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Az elézmények. A geometriai kdnyvek. A égek

elmélete. Egy is: hasonlésdg. Az aritmetikai kényvek. Irraciondlisok. Térgeom Az elézmények. A geometriai kényvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: hasonlésdg. Az aritmetikai kényvek. Irracionalisok. T

A XI. - XII. Konyvek. A XIl. Konyv.
Tertilet - térfogat.

XI1.1. Kérbe irt hasonld sokszogek (teriiletei) dgy ardnylanak,
mint a korok atmérdi négyzetei.
Tételek. XI1.2. A kordk (teriiletei) tgy ardnylanak egymdshoz, mint
X1.38. Ha egy kocka két szemkozti lapjdnak oldalait megfelezziik atmérSik négyzetei.
és az osztaspontokon sikokat fektetiink &t, akkor a sikok metszete . o
és a kocka 4tléja felezik egymast. XI1.2. Bizonyitasa.

> Elsé Iépésként azt igazolja: a kor ,, kimerithetd” sokszogekkel.
A X.1. Tételt alkalmazza.

» Masodik |épés: Megmutatja, hogy két kor ardnya nem lehet
sem kisebb, sem nagyobb az atmérék négyzetei ardnydnal.

> Az eljaras illusztracidja a kovetkezd didn lathatd.
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Irracionalisok. T

Az eldzmények. A geometriai kinyvek. A égek elmélete. Egy Az aritmetikai kinyvek. Irracionalisok. Térgeom Az eldzmények. A geometriai kdnyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: hasonlésig. Az aritmetikai kdnyvek
Az abra. A XIl. Konyv.
D @ E
3 1 U .
" 56 F " Tovabbi tételek.
XI1.5. Azonos magassigu haromszog alapu gildk ugy
aranylanak, mint alapjaik.
XI11.10. Minden kdp harmadrésze az egyenl6 magassigi és
ugyanazon alapd hengernek.
XI11.18. Gémbok (térfogatai) ardnya dtmérdik hdromszoros
ardnya.
Figure 4.18
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Az elézmények. A geometriai kinyvek. A égek elmélete. Egy Az aritmetikai kinyvek. Irracionalisok. Térgeom Az eldzmények. A geometriai kényvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: hasonlésig. Az aritmetikai kdnyvek

Irracionalisok. T

A XIIl. Konyv.

A két f6 téma.

» A szabdlyos sokszogek tulajdonsagai, az aranymetszés
(tekinthetd K. Ptolemaiosz hiirtblizatai el6futdrdnak,
elékészitsjének).

» Hogyan irhatjuk be adott gombbe AZ 5 szabalyos testet?
(Hasonlithaté a IV. Kényv kdrbe irt sokszdgekre vonatkozd
tételeihez.)

A XIII. Konyv.

Fontos!

> E konyv tekintheté — kiilonosen a masodik része — gy is,
mint az egész mii (ti. az Elemek) f8 célja, minden ennek
érdekében tortént.

» Ugyanis azt is igazolja, hogy a tekintett Ot szabdlyos test az
Osszes lehetséges ilyen test.

> VélhetSen nagyrészt Theaitetosz eredményeit tartalmazza a
XII. Konyv.
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