Archimedeszrél dltalaban, miivei A gombrdl és a hengerrdl A médszer. A sejtés bizonyitasa Archimedeszrél altalaban, miivei A gombrél és a hengerrél. A médszer. A sejtés bizonyitasa

Archimedesz (l.e. 287 - 212.)

Fontosabb traktatusai.

A hellenizmus koranak matematikaja: > A gombrdl és a hengerrél I. és I,
Archimedesz. > A kor mérése,
» Sikidomok egyensilyardl,
Klukovits Lajos > A parabola kvadraturaja,
» Spirélisokrdl,
TTIK Bolyai Intézet » A médszer’
2019, mércius 18. > K?n?idokrél é.s szferoi_dokrczvl (Iforg:'ési pa'rabolloidokrél,
kétkopenyii hiperboloidokrdl és ellipszoidokrdl),
» Emel&krdl,
> A silypontokrdl (tdmegkdzéppontokrdl).
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Archimedesz, vélemények a traktatusokrdl. Archimedesz, vélemények a traktatusokrdl.

Th. Heath, History of Greek Mathematics.

Ezek az alkotdsok kivétel nélkiil a matematikai irdsmiivészet fontos
momentumai. A probléma elleni tdmaddsi terv fokozatos
kibontakozdsa, a tételek mesteri elrendezése, szigorti kikapcsoldsa
mindennek, ami nem tartozik a dologhoz, az egész mii
lekerekitettsége olyan lenyiig6z6 a maga tokéletességével, hogy az
olvasét bizonyos tiszteletteljes bamulat keriti hatalmaba.

J. Wallis XVIII. sz.

. mintegy szandékosan rejtette el kutatdsai nyomat, mintha
sajndlna az utdkortdl a felfedezési modszerei titkat, de mégis arra
akarnd kényszeriteni, hogy eredményeit elismerje.

Plutarchosz, Parhuzamos életrajzok, Marcellusz fejezet.

A geometria legnehezebb és legbonyolultabb kérdéseit is a lehet6
legegyszeriibb és legvilagosabb tételekbe foglalva oldja meg. Azt
az utat, amelyeken eredményeihez eljutott szamos esetben fatyol
takarja.
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Archimedesz: A gombrdl és a hengerrdl.

> 3 posztulatum.

1. Az azonos végpontl gorbék koziil az egyenesszakasz a
legrovidebb.

2. Azonos végponti gorbék koziil a ,, belsé” a rovidebb.

3. Két vonal, feliilet vagy test kiillonbsége cnmagdhoz
valahanyszor hozzdadva barmely elére megadott ugyanolyan
fajtaju mennyiséget meghalad.

» Egy egyszerli kovetkeznény.
2. posztulatum alapjdn egy korbe irt sokszog keriilete kisebb,
a kor koré irté pedig nagyobb a kor kertleténél.

» Fontos észrevétel.
A 3. posztuldtum a nevezetes (és kordbban mar emlitett)

Archimedesz: A gombrdl és a hengerrdl. Tételek.

1. Az egyenes korhenger felszine az alaplapok nélkiil egyenlé
annak a kornek a teriiletével, amelynek sugara folytonos
aranyban van a magassaggal és az alapkor atméréjével.

2. Barmely gomb felszine négyszerese a benne foglalt
legnagyobb kor teriiletének.

3. Minden olyan henger — amelynek alapkore egy gombben
levé legnagyobb kor, magassaga e gomb dtmérdje —
térfogata 3/2-szer akkora mint a gémb térfogata, és felszine
(az alapokkal egyiitt) 3/2-szerese a gémb felszinének.
(Archimedesz Plutarchosz szerinti sirfelirata.)

4. A parabolaszelet teriilete 4/3-szorosa a benne foglalt

EUDOX0S- ARCHIMEDESZ AXIOMA. hdromszogének.
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Archimedesz: A gombrdl és a hengerrdl. Tételek.

5. Legyen adott mennyiségek egy olyan sorozata, amelyben
minden egyes tag az 8t kdvetd tag négyszerese (azaz egy 1/4
kvéciensli mértani sorozat). Ha az Gsszes tag dsszegéhez
hozzdadjuk az utolsé tag egyharmadat, akkor a kapott Osszeg
egyharmadaval haladja meg az elsé tagot.

6. Valamely meghatdrozandé ¥ mennyiséget alulrdl kozeliti az
Snh=a1+ ...+ a, Osszeg, amelyben a tagok pozitivok
mégpedig dgy, hogy a ¥ — S, kiilonbség az n ndvelésével
kisebbé tehetd barmely el6re adott € mennyiségnél, s ugyanez
érvényes a,-re is. Ha meghatdrozunk egy olyan K
mennyiséget, amely barmely n re kielégiti az

a+...+tan+ R, =K, ahol 0<R,<a,
foltételt, akkor ¥ = K.

Archimedesz: A gombrdl és a hengerrdl.

Megjegyzések.

> A 6. Tétel dgy (is) ismert, mint Archimedesz (egyik)
approximdcids mdédszere, tovabbd S, egy konvergens sorozat
elsé n tagjdnak osszege.

> Az 4. Tétel (a parabolaszelet teriiletére vonatkozd)
Archimedesz 3ltal adott bizonyitdsa(i) nemcsak
tudomanytorténeti jelentéségliek, hanem jelentés metodikai
tjdonsagot hordoz(nak).

> Itt jelenik meg elészor egymas mellett a heurisztikus sejtés és
a szigord (deduktiv) bizonyitds.

> Ezt részletesen is megvizsgaljuk.
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Archimedesz: A médszer.

Honnan tudunk réla? Megtaldldsdnak torténete.

> Archimedesz emliti egy Erathoszteneszhez irott levelében.
> Heron utalt rd a Metrika c. traktatusaban.

> 1906-ban J. L. Heiberg megvizsgalt egy a X-XII. szazadi
pergament a Jeruzsdlemi Szent Sir Kolostorban.

» E palimpszesztuson az (j szoveg alatt régi gorog iras sejlett
fol.

» Eltavolitva a latin szoveget gordg nyelvii irasokat taldlt.

> Ez ismert Archimedesz traktdtus toredékek mellett egy teljes
traktdtust tartalmazott.

» Ez volt a Mddszer, amelynek elején egy Erathosztenesznek
irott levél olvashaté.

Archimedesz: A méddszer.

Levél Erathoszteneszhez 1. rész.

Mint mar emlitettem, tudom, hogy szorgalmas és kivalé tanara
vagy a filozofianak, és nagyon érdeklédsz a matematikai
vizsgalatok mikéntje irant, ugy gondolom hasznos osszeallitanom
és leirnom e konyvben néhany specialis modszert, amelynek révén
te is képes leszel bizonyos matematikai problémak félismerésére a
mechanika segitségével. Ugy vélem, hogy ez nem kevésbé hasznos,
mint ugyanezen tételek bizonyitdsinak megtaldldsa. Szamos dolog
ugyanis elészor mechanikai modszerek révén lett vilagos szamomra.
Ezeket késébb geometriailag igazoltam, mert az el6bb emlitett
mddszerek nem nydjtanak valdodi bizonyitdst. Egyszeriibb azonban
a bizonyitast megtaldlni akkor, ha korabban e mdodszerrel bizonyos
tuddsra tesziink szert, mintha ezen elézetes tudds nélkiil
probalkoznadnk.
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Levél Erathoszteneszhez 2. rész.

Most leirom neked a mddszert, egyrészt azért, mert mar korabban
beszéltem rdla, de sokan dgy tekintették azt, mint haszontalan
beszéd, masrészt pedig azért, mert igen hasznosnak bizonyult a
matematika szamara. Tulajdonképpen hangsilyozni akarom,
lesznek olyanok a jelenlegi és a jovendd generacickban, akik e
modszer segitségével képesek lesznek mas tételeket megtalalni,
olyanokat, amelyek eddig nem kertiltek Iatokériikbe. Most el6bb
leirjuk azt, ami el6szor lett vilagos nekiink a mechanikai
mddszerrel, nevezetesen azt, hogy barmely parabolaszelet
egyharmaddval nagyobb az ugyanolyan alapi és magassagu
hdromszognél, majd mindazt, ami ennek révén vilagosodott meg
szamunkra. A kényv végén megadjuk a tételek geometriai
bizonyitdsat, azon allitasokét, amelyeket mar korabban elkiildtiink
neked.

Archimedesz: A mddszer.

Allitas.

Legyen adott az a3~y szelet, amelyet az oy egyenesszakasz és az
a7y parabolaiv hatiroz meg; jeldlje 0 az ary felez6pontjat, s a 0 e
egyenesszakasz legyen parhuzamos a parabola tengelyével, majd
késsiik dssze a 8 pontot « és ~y-val. Allitom, hogy az a3y szelet
egyharmadaval nagyobb az a3y haromszégnél.
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A konstrukcié 1.

> afy az ay egyenesszakasz és az a3y parabolaiv &ltal

A konstrukcié 2.

( > & az ary egyenesszakasz tetszOleges (valtozd) pontja
meghatarozott parabolaszelet, 3 7 egy ) ges ( ) pontja,
o >
> ~( a parabola érint8je a v pontban, Eovp a de egyenessel parhuzamos egyenes,
> § az ary szakasz felezdpontja, > ar( a dc egyenessel parhuzamos egyenes,
> 0fe a parabola tengelyével parhuzamos egyenes J-n keresztiil, > k) = K.
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A konstrukcié 3.

» Archimedesz Konoidokrél és szferoidokrdl szél6 traktatusdnak
2.2. Allitdsa szerint

3B = Be,
> amibdl kovetkezik, hogy

ak =k( és Cv=vu.

A médszer: a heurisztikus gondolatmenet 1.

> A parabolaszelet teriiletét osszehasonlitja az a-y( haromszog
teriiletével a kovetkezé mechanikai elvek alapjan.

> egyenesszakasz stilya: a szakasz hossza,

> alakzat teriilete: olyan parhuzamos, stlyozott
egyenesszakaszok Osszege, amelyek kitoltik az alakzatot,
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A mddszer: a heurisztikus gondolatmenet 2.

> az afy parabolaszelet teriilete: a {o-val parhuzamos, a
szeleten bellili, sulyozott egyenesszakaszok Gsszege,

> az ay( hdromszog teriilete: a £y szakasszal parhuzamos, e
hdromszdgon beliili, sdlyozott egyenesszakaszok Gsszege.

» Bebizonyitotta, hogy

k- Eo = kv -Eu,

A heurisztikus gondolatmenet 3. Uta sejtéshez.

majd mechanikai elvek alapjan értelmezte az egyenlGséget:
(2) Tekintsiik a Ux és a kv szakaszokat egy olyan emelé két
karjanak, amelynek aldtdmasztasi pontja .

(1) Helyezziik a £o szakasz silyat a ¥ pontba, és legyen v
azon pont, ahova a {u szakasz silyat helyezve az emeld
egyenstlyban lesz.
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A heurisztikus gondolatmenet 4. Uta sejtéshez.

(w2) Vildgos, hogy ha azt az Gsszes £o-szerli szakasz silyéval
megtessziik, akkor egyenstlyi helyzetet ériink el azaltal, hogy
az Osszes & p-szerli szakasz silyat azok felezépontjaba
helyezziik.

(w) Az dsszes Ep-szerii szakasz siilydnak a felezdpontokba (a
tomegkdzéppontokba) helyezése egyenértékii azzal, ha az ay(
hdromszog silydt e haromszog tomegkozéppontjaba
helyezziik.

A heurisztikus gondolatmenet 5. Uta sejtéshez.

(v) Archimedesz a Sikidomok egyensiilyardl szél6
traktdtusdban megmutatta, hogy az utébbi tomegkozéppont
azon x pont a vk szakaszon, amelyre

1

KX = 375

> (v2) A kétkari emel&kre vonatkozé torvény értelmében
kX - t(ayCa) = V5 - t(aBypar),

> ahol t(ay¢a) és t(afypar) rendre az a¢ haromszog, ill. az
afy parabolaszelet teriiletét jeloli.
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A heurisztikus gondolatmenet 6. Ut a sejtéshez.
Az egyenl6ségbdl adddik, hogy
tlayCa) _ kO _3
t(aBypar) kx 1
(vue) amib8l mar kovetkezik a keresett egyenléség:

t(aBypar) 4

tay¢a) 3

Kritikus pont.

Archimedesz hangstilyozta:

EREDMENYET NEM MATEMATIKAI UTON
ERTE EL, {GY MATEMATIKAI TETEL CSAK
AKKOR LESZ BELOLE, HA AZT GEOMETRIAI

UTON BEBIZONYITJA.

Archimedesz: A parabola kvadratirdja.

Deduktiv bizonyitas.
Tekintsiink egy parabolaszeletet:
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Deduktiv bizonyitas: konstrukcié 1.

1. Legyen a3y a parabolaszelet, tovabbd 8¢ olyan egyenes,
amely felezi az Gsszes olyan hirt, amely parhuzamos a-y- val.
igy 6 felezépontja az ary hirnak.

2. A 18. Allitas szerint a parabola 3 pontbeli érintéje
parhuzamos ary-val.

3. Hizzuk meg a 39 egyenessel parhuzamos vy és pa
szakaszokat.

Deduktiv bizonyitas: konstrukcié 2.

4. Euklidesz |.41. Tétele szerint az oy haromszog teriilete
fele az apvy parallelogramma teriiletének.

5. Az a8y hdromszog teriilete tobb a parabolaszelet
teriiletének felénél.
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Deduktiv bizonyitds: konstrukcié 3.

6. Legyen 41 és &7 a By, ill. az a8 hir felez8pontja, tovabba
a 101 és a B0} szakaszok parhuzamosok 3d-val, azaz
megismételjiik az a3y parabolaivre alkalmazott
konstrukciénkat a 8317 és af3;3 parabolaivekre.

7. t(BB1ya) + t(aBiBa) = Ft(aBya)

Deduktiv bizonyitas: konstrukcié 4.

8. Ha megismételjiik a 6. pontbeli eljdrast az

afy, B1B, BBi, B1y parabolaivekre,

9. majd tovabb folytatjuk eljarasunkat az igy kapott
parabolaivekre, akkor a

t(aBya) + %t(aﬂm) + %t(aﬁm) 4. *)

geometriai sor véges kezdd szeleteit kapjuk.
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Archimedesz: A parabola kvadraturdja.
Megjegyzések.

1. A modern matematikdban jratosok szdmdra vildgos, hogy a
parabolaszelet teriilete az iménti konvergens geometriai sor
osszege.

2. Ez a megkozelités azonban az Skori matematikusok szdmdra
értelmezhetetlen volt.

3. Arisztotelész filozéfidjaban szerepel ugyan kétféle végtelen is,
a ,, potencidlisan végtelen” és az , aktudlisan végtelen”.

4. A matematikdban azonban csak az elébbi fogalom volt
hasznalatos olymddon, ahogy az példdul Euklidesz szdmos
tételében is szerepel.

5. A még elvégzends feladat. Osszegezni ezen végtelen sort,
természetesen véges eljarassal.

Archimedesz: A parabola kvadratirdja.
Deduktiv bizonyitds. Folhaszndlt tételek 1.

» 1. (Archimedesz, A parabola kvadraturja, 23. Allitds.)
Legyen adott mennyiségek egy olyan sorozata, amelyben
minden egyes tag az 6t kévetd tag négyszerese. Ha az dsszes
tag Osszegéhez hozzdadjuk az utolsé tag egyharmadat, akkor
a kapott 6sszeg egyharmadaval haladja meg az elsé tagot.

» Megjegyzés. Allitisa modern terminolégiaval: ha ¢p,..., ¢,
egy % kvéciensii mértani sorozat, akkor

1 4
c1+...+cn+§c,,:§c1. (1)

» Megjegyzés. Archimedesz bizonyitdsdban n =5, de effektive
nem haszndlta ezen megszoritdst.
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Archimedesz: A parabola kvadraturdja.

Deduktiv bizonyitds. Folhaszndlt tételek 2.

2. (Archimedesz approximdaciés médszere.) Valamely
meghatarozandé ¥ mennyiséget alulrdl kézeliti az

Sp= a1+ ...+ a, Osszeg, amelyben a tagok pozitivok mégpedig
ugy, hogy a ¥ — S, kiilonbség az n névelésévek kisebbé tehets
barmely el6re adott € mennyiségnél, s ugyanez érvényes ap-re is.
(Lényegében S,, egy konvergens sorozat elsé n tagjanak Gsszege.)
Ha meghatdrozunk egy olyan K mennyiséget, amely barmely n re
kielégiti az

a+...ta,+R, =K, ahol 0< R, < ap (2)

foltételt, akkor igazolhatjuk, hogy ¥ = K.

Archimedesz: A parabola kvadratirdja.

Deduktiv bizonyitds. Az approximaciés mddszer igazolasa.

> Archhimedesz eljardsa kett6s indirekt foltevésen alapul.

> Megmutatta, hogy a ¥ > K és a ¥ < K foltevés egyarant
lehetetlen, tehdt csak a ¥ = K eset lehetséges.

> Elbszor tegyiik fol, hogy ¥ > K. Mivel a ¥ — S, — az n-et
alkalmasan vélasztva — akarmilyen adott mennyiségnél kisebb
lehet,

> az n-t Ggy valasztjuk, hogy
Y-S, <X—-K.

» Ez azonban azt jelentené, hogy K < S, ami lehetetlen.
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Archimedesz: A parabola kvadraturdja.

Deduktiv bizonyitas. Az approximaciés médszer igazolasa.

» Ha pedig X < K, akkor alkalmas n-re a, < K — ¥.
Ekkor azonban (2) alapjén K < S, + ap,
> amibdl

v

K-S, <a,<K-X = Y < Sy,

> és ez ugyancsak lehetetlen.

Tehat sziikségképp

Archimedesz: A parabola kvadratirdja.

Deduktiv bizonyitas. Folhaszndlt tételek 2.

3. (Euklidesz, X.1. Tétel.) Ha adva van két nem egyenld
mennyiség, és a nagyobbikbdl levonunk a felénél tébbet, és a
maradékbdl a felénél tébbet, és igy tovabb, akkor egy olyan
mennyiség fog megmaradni, mely kisebb az adott mennyiségek
kisebbikénél.
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Archimedeszrél dltalaban, miivei A gombrdl és a hengerrdl A médszer. A sejtés bizonyitasa.

Archimedeszrél altalaban, miivei A gombrél és a hengerrél. A médszer. A sejtés bizonyitasa.

Archimedesz: A parabola kvadratiraja.

A sejtés bizonyitasa 1.

> Emlékezziink az dbrakra, és végezziink el n lépést az ott
emlitett konstrukcidval.

» Ha (1)-et a

1 k—1
Ck = (7) t(aﬁ'YAL k=1,....n

Archimedesz: A parabola kvadratirdja.
A sejtés bizonyitasa 2.

t(afya) + %t(aB'YA) ...

+ G) " t(aByn) + % G) "~ t(afya)

= gf(aﬂm)
sorozatra alkalmazzuk, akkor a
egyenléséget kapjuk.
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Archimedesz: A parabola kvadratiraja.

A sejtés bizonyitasa 3.
» Alkalmazzuk az approximdciés mddszert, hasznaljuk a korabbi
jeloléseket.
Legyen ax = (%)Fl t(aBya).
Az R, = % (%)'Fl t(aBya) vélasztdssal azt kapjuk, hogy

v

v

K = St(an).

Vildgos, hogy ez esetben teljesiil az a, > R, foltétel is.

v

Archimedesz: A sejtés bizonyitasa 4.

v

Jeldlje X az af~y parabolaszelet teriiletét.

v

Konstrukciénkbdl Euklidesz tétele alapjdn az is kovetkezik,
hogy az

50 = o) + 3HaBya) +...+ (}) Haba)

> Osszeg tetszbleges pontossiggal kozeliti alulrdl a
parabolaszelet ¥ teriiletét.

> igy az approximaciés mddszerrel azt kapjuk, hogy

4
Y=K= §t(aﬁ'yA),

> amit bizonyitani akartunk.
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Archimedeszrél

ltalaban, miivei A gombrdl és a hengerrdl A médszer. A sejtés bizonyitasa.

Archimedeszrél altalaban, miivei A gombrél és a hengerrél. A médszer. A sejtés bizonyitasa.

A parabola kvadratirdja: zaré megjegyzések 1.

1. Ha mai tudasunkkal nézziik ezen eljarast lathatjuk, hogy
Archimédesz lényegében a (x) végtelen mértani sort Gsszegét
hatdrozta meg, amely nyilvdnvaléan az a3y parabolaszelet
teriilete.

2. Tette mindezt a végtelen sor, annak konvergencidja

ismerete nélkul. Eljardasa mindezen ismeretek nélkiil is korrekt.

Annak szigorisdga messze meghaladta a Newton és Leibniz
altal kozel két évezreddel késobb a teriiletszamitdsoknal
alkalmazottat.

3. A matematikdval ismerkedd kozépiskoldsok, de gyakran
még az egyetemi hallgaték szdmara is nem mindig kiilonilnek
el megfelel6 mértékben a heurisztikus gondolatmenetek a
szigort (deduktiv) bizonyitdsoktdl. Fontosnak tartjuk ezen
kiilonbség mély megértését a matematika tanarai szdmara.

A parabola kvadratirdja: zaré megjegyzések 2.

4. A matematika alkalmazéi szamara is alapvetd, hogy
kulonbséget tudjanak tenni a heurisztikus gondolatmenetek, a
veliil kapott sejtések, és a deduktive (matematikailag
korrekten) bizonyitott &llitdsok kozott.

5. ARCHIMEDESZ MUNKAIBOL KITUNIK,
HOGY 6 — A TUDOMANYOK
TORTENETEBEN ELOSZOR — ELES
KULONBSEGET TETT A FIZIKAI ES A
MATEMATIKAI GONDOLATMENETEK,
ERVELESEK KOZOTT.
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1. abra 2. abra
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Archimedeszrél dltalaban, miivei

A gémbral és a hengerrsl.

A sejtés bizonyitasa.

3. abra

By
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