A probléma eredete.

El6zmények.
EGY MUVESZETBOL SZULETETT TUDOMANY, A
PROJEKTIV GEOMETRIA A képzémiivészeti dbrazolas alapproblémdja.
avagy ., Hogyan lett a barackmagbdl atommag?” Harom dimenzids valdsag, két dimenzids tébla, vészon, ...

A folyammenti kultirak képzémiivészete.

Klukovits Lajos o Koncepcionalis perspektiva az egyiptomi falfestményeken.

o Alakok szembdl és profilbdl valé egyidejii dbrazoldsa (Mezopotamia,

TTIK Bolyai Intézet .
Egyiptom).

2015. november 17.
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A probléma eredete

A probléma eredete.

Egyiptomi halasté. Sumer mozaik.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Projektiv geometria Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Projektiv geometria



A probléma eredete

Kora kozépkor.

A festészet f6 célja:
o a keresztény (katolikus) doktrindk bemutatasa,
@ az egyhdz tanitasainak illusztralasa, szolgalata.
o Ezért nem volt cél igazi , his-vér’ emberek dbrdzoldsa, csak
foldontdli, ,, éteri” lényeké.

@ Mozaikok, ortodox ikonok, a , bizdnci stilus”.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet)

Projektiv geometria. 2015. november 17. 5 /58

A probléma eredete

A reneszansz hozta valtozasok:

@ az eurdpai gondolkoddk a természet, az Sket kortilvevé vald vildg felé
fordultak,

@ nem akartak azzal konfrontalddni,

@ a képzémlivészetben egyre inkdbb realisztikus abrdzolasra torekedtek,

o erbteljesen novekedett az igény az antik, elsédlegesen a gorog kultdra
megismerésére,

o a festk egyre inkdbb a valé vildgot, a benne él6 emberekben rejlé
szépséget kivantak abrazolni.

@ De hogyan tegyék ezt?

A reneszdnsz festék a matematika felé fordultak, DE MIERT?
o A képeken megjeleniteni kivant alakzatok: testek, feliiletek, stb.
idedlis valtozataval az euklideszi geometria foglalkozik.
@ Az egyre ismertebb és népszeriibb gorog filozéfia szerint a vilag
megismerésének kulcsa a matematika, hiszen az matematikai
elvek szerint elrendezett.
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Andrej Rubljov egy ikonja.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet)

Projektiv geometria. 2015. november 17.

A reneszansz hozta valtozasok:

Tovébbi érvek a matematika felé fordulas mellett.
o Az elébbiekbdl az (is) kdvetkezik, hogy a képeknek sziikségképp
matematikai tartalma is van.
@ A kor nagy festdi, szobrdszai épitészek, épiték is voltak, palotdkat,
templomokat terveztek, épitésiiket irdnyitottdk.
o Ezek mellett hadmérnoki feladatokat is elldttak: eréditményeket
terveztek, épitettek, ostromeszkozoket konstrudltak.
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Illusztracié 1.

Leonardo egy palotaterve
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Miivész, mérnok, matematikus. Miivész, mérnck, matematikus.

Leonardo da Vinci a hadmérnok Leonardo da Vinci

llusztracié 2. Idedlis ember — idedlis matematikai alakzatok.
L
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Miivész, mérnok, matematikus. Miivész, mérnok, matematikus.
Leonardo da Vinci Leonardo da Vinci
Néhany kép a miivész széles érdeklSdési korének bemutatdsara.

lllusztracié 3.

| "?:‘!%t e

Magzat nézetek.

Magzat, ,, tépSzar”.
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Leonardo da Vinci Leonardo da Vinci

A ndi test anatémidja. .
»No comment
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Leonardo da Vinci A festok elétt 4116 probléma.

o A kiinduldsi pont: a valé vildg 3 dimenzids, de a vaszon (a tdbla) csak
két dimenzids. fgy az az els6 kérdés, hogy ...
> hogyan érhetd el az, hogy a képre nézve ugyanaz a benyomdsunk
(I3tvanyunk) legyen, mint a valésdgban? Ennek érdekében ...
> meg kell alkotni a perspektivikus abrdzolds optikai alapjait, majd
részletesen kidolgozni az alkalmazandé elveket.
o Elézmények, megoldasi kisérletek az dkori kultdrdkban.

o Uta . perspektivikus dbrazolds” felé.
» A, koncepciondlis” perspektivdk a folyammenti kultdrdkban.
> Az elsd optikai rendszer, az axialis perspektiva.
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A kétféle perspektiva A kétféle perspektiva

Az els6 kisérletek a reneszansz kezdetén. Az elso kisérletek a reneszansz kezdetén.

Simone Martini: Angyali tidvozlet (részlet), a XIV.sz. eleje. Duccio: a Madonna gyermekével, a Xlll.sz. vége.

“‘I“ ? ; I{{ ik

»
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Az els6 kisérletek a reneszansz kezdetén. Az elso kisérletek a reneszansz kezdetén.

Axidlis perspektiva.

Megjegyzések a két képhez.

@ Martini képe.
@ A két alak mar nem , lebeg az éterben”, van talaj alattuk.
@ A ruhdkon , red6zottség” vehetd észre.
© DE Maria arca ugyanolyan, mint egy bizdnci/pravoszldv ikon: teljesen
érzelem mentes, pedig ...
@ Duccio képe.
@ Egyiitt Iathatd a kezdetleges optikai rendszer az dkori ,, teraszos
perspektivaval”.
@ Az optikai rendszer nem teljes, az dsszetartd egyenesek metszéspontjai
még nem illeszkednek egyetlen egyenesre, azaz még nem teljes a
rendszer.

Duccio: Utolsé vacsora.

2015. november 17. 19 /58 Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Projektiv geometria. 2015. november 17. 20 / 58
o A, kazettds menyezet” pontosan illeszkedik a rendszerbe, de az asztal

mar nem. )




Ujabb elv: a centralis perspektiva.

Az elsd (nem teljesen sikeres) kisérletek.

Duccio: Utolsé vacsora (részlet).

V.
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Ujabb elv: a centralis perspektiva.
Egy tjabb — mar jobb — kisérlet, Uccello.
Sarkanyold Szent Gyorgy
)
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A kétféle perspektiva

Ujabb elv: a centralis perspektiva.

Az elsé (nem teljesen sikeres) kisérletek.

Giotto: Szent Ferenc halala.
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A kétféle perspektiva

Tokéletesen kivitelezett centralis perspektivak.

Raffaello: Atheni iskola.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet)
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A kétféle perspektiva, A kétféle perspektiva

Tokéletesen kivitelezett centralis perspektivak. Tokéletesen kivitelezett centralis perspektivak.

Botticcelli: Ragalmazds a birésagon. Diirer: Szent Jeromos a dolgozészobdjaban.
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A festészet-elmélet kialakulasa. F. Brunelleschi tanitvanyai 1.

A megalapitd.

o FILIPPO BRUNELLESCHI, aki épitészként is hires volt (XV.sz.). O o Leghiresebbek: Donatello, Masaccio és Fra Filippo.

tervezte pl. a Firenzei Dém kupolajat. © Masaccio két képe.

o Egy illusztracidja (nem korabeli rajzon):
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A matematizalas kezdete A matematizalds kezdete.

F. Brunelleschi tanitvanyai 2. Az elmélet kiteljesedése.

Leone Battista Alberti
@ 1435-0s della Pittura-ja az els6 fonnmaradt festészet-elméleti munka.
@ Ebben a kovetkezéket hangstlyozta:
o a festonek értenie kell a geometridhoz,

o meg kell tanulni a festészet elméletét, a perspektivakat, azok koziil is
a fékuszosat,

o majd el kell sajatitani annak gyakorlatat.

Piero della Francesca

@ Brunelleschi talan legsokoldalibb tanitvanya.
o A szdzad harmadik nagy elméleti mestere, aki, a

@ De Prospettiva Pigendi c. konyvében jelentSsen tovabbfejlesztette
Alberti elméletét.
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Piero della Francesca Piero della Francesca a matematikus.

a Trattato d'Abaco c. traktatusdnak két problémdja:

Nemcsak a festészet-elméleti munkdssiga jelentés, hanem j6 festd is volt. 1. Egy ember kélcsonoz egy mdsiknak 100 irat, és 3 év mulva 150 lirdt kap

P vissza gy, hogy a kamatot évente a t6kéhez irjuk. Mennyi a havi kamat?
Két képe. ’

Megoldas.
o A feladat megolddsdban a havi kamatot ,, denarii”-ban fejezték ki, 1
Lira az 20 x 12 denarii.
@ Ha a havi kamat 1 Lirdra x denarii, akkor az éves kamat 12x denarii 1
Lirara,
o igy az éves kamatldb ;. Mindezek alapjdn az x havi kamatra a
kovetkezd egyenlet irhaté fol.

100 (1 n %)3 — 150,

V.
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A matematizilds kezdete.

Piero della Francesca a matematikus.

A megoldés (folytatds).

o Ezt kifejtve és 80-nal szorozva
x* + 60x2 + 1200x = 4000.

o Ezen (teljes) harmadfoku egyenlet algebrai megolddsa megtaldlhaté a
hires pisai Dardi mester traktatusaban is.

o Megjegyzés. A kifejtést mellézve egyszer(ibb a megoldds, de 6
minkét Gton megadta azt.
o x = 2,8942848510666373561608442387935.

o Ellenérizhetd, hogy a megoldds korrekt, pl. 3 tizedessel szamolva a
hiba kisebb 10~3-n4l.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Projektiv geometria.

A matematizilas kezdete.

Piero della Francesca a matematikus.

Francesca mésodik problémdja (folytatds).
o
x* 4 80x> + 2400x? + 32000x = 96000

alakd negyedfoki egyenlet megolddsat jelenti.

o Megjegyzés. Dardi traktatusaban kozel 200 egyenlet-tipusra adott
meg algebrai megolddasi eljarast, konkrét problémakat tekintve.

@ A harmad-és a negyedfoku egyenletekre vezeték csak specialis
esetekben korrektek, de példai ilyenek.

2015. november 17. 33 /58
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A matematizalas kezdete.

Piero della Francesca a matematikus.

Francesca masodik problémaja.

@ Teljesen hasonlé az elébbihez. Ebben ugyancsak 100 Lirdt 4 hénapra
adunk kolcson, s a hataridd lejartaval 160 Lirat kapunk vissza. Ismét
az egy Lirdra szdmitott havi kamat a kérdés.

@ A megoldashoz — az el6bbinek megfelelé gondolatmenet alapjan —
most az

(x 4 20)* = 256000

egyenletet kell megoldani.

o Ezt is kétféleképp oldotta meg: egyszeriien gyokdt vonva, majd
kifejtés utan Dardi egy masik ,, mintdjat” haszndlva, amely egy

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Projektiv geometria.

A matematizalds kezdete.

Tovabbi festészet-elméleti munkak.

Leonardo da Vinci

o Tobb traktatust is irt, mindegyikben hangsiilyozta a matematikai
ismeretek, a matematikai megalapozottsig fontossdgat.

o Egyik konyvének mottoja: , Senki olyan ne olvassa miiveimet, aki nem
matematikus.”

o Masutt: , A festészet célja a természet megjelenitése, és a festészet
értéke pedig az dbrazolds pontossagan nyugszik. Még a tisztdn
képzeleten alapulé alkotasoknak is tigy kell megjelennie, mintha
|éteznének a természetben. A festészet tehat tudomany, s mint
minden tudomanynak a festészetnek is a matematikan kell
alapulnia.”

o Még két szentencidja: ,, A gyakorlatnak szildrd elméleti alapokon kell
nyugodnia. A perspektiva a festészet kormanyriidja és vezényld
palcdja.”

2015. november 17. 34 /58
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Tovabbi festészet-elméleti munkak. Direr egy illusztrdlé metszete.

Albrecht Diirer
o Underweysung der Messung mit dem Zyrkel und Rychtscheyd (1528):

o Némileg tovabb ment a matematikai precizitds, az ezirdnyd ismeretek
hangstilyozdséban: a vetiiletek (a képek) fé vonalainak
korzével-vonalzdval valé megszerkesztését javasolta.

o Néhany érdekes technikai megoldést is javasolt.
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Direr egy illusztrdlé metszete. Elsé nem miivészeti alkalmazds: térképszerkesztés.

A probléma és lehetséges megoldasai.

o A XVI. szdzad masodik felétél megélénkiilt a tengerhajézds, minél
pontosabb térképek kellettek.

@ A probléma hasonlé a festékéhez: a gomb (félgdmb) feliletét kell
sikban dbrazolni.

o Az elsé komoly megoldési kisérletek /eredmények a németalféldi
kartografusok érdeme.

@ Mindenképpen van torzitds, de nem mindegy, hogy mi és mennyire
torzul.

o A legfébb kérdések: irdnytartas és tivolsagtartas,

@ valamint a korrekcids szamitdsok bonyolultsaga.
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Meglep alkalmazas: térképszerkesztés. Meglep alkalmazas: térképszerkesztés.
Gnomikus vetiilet. Gnomikus vetiilet.

Erintésikra vetitiink.

A jellemzék.

'_T%Egﬁgr @ A hossziisagi korok egyenesek.

o A f6korok képe egyenes: a gombi geodetikusok képe sikbeli
geodetikus vonal lesz.

o Azaz a legrovidebb ttvonal képe egyenes vonal.

o Nagy hatranya: a sarkok felé kdzeledve monoton né a tavolsig- és
szogtorzitas.

Figure 2g. The principle of the gnomonic projection
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Meglepd alkalmazds: térképszerkesztés. Meglepd alkalmazds: térképszerkesztés

Gnomikus vetlilet. Sztereografikus vetiilet.

Erintésikra vetitiink. . 2 A . q
Fékort tartalmazoé sikra vetitiink (,, visszafelé")

o

s Figure g1. The principle of the stereographic projection
126 116 100° 90 80" 70° 60° 50° 40° e § EESR CPRRAL Proj e
Figure 3o. Gnomonic map of the Western Hemisphere
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Meglepd alkalmazas: térképszerkesztés. Meglepd alkalmazas: térképszerkesztés.

Sztereografikus vetiilet. Sztereografikus vetiilet.

A nyugati félteke.

A jellemzok.

o A vetités szogtarté: ha két gombi vonal és képe a térképen
ugyanakkora szoget zar be.

o A legrovidebb, a fékor menti Gtvonal nem egyenes a térképen.

@ A torzitdsok itt is erésen nének a sorkok felé haladva.

Figure 32. Stercographic map of the Western Hemisphere
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Cilindrikus, vagy Mercator vetiilet. Sztereografikus vetiilet.

Erint('ihengerre vetitlink. . P
A jellemzék.

@ Nincs a térképen olyan pont, amely a sarkoknak felelne meg.

@ Mind a hosszisagi, mind a szélességi korok egyenesként jelennek meg.
@ Nem tavolsigtartd, de szogtartd.
]

Az allandé irdnytii-allashoz tartozé utvonalak képe egyenes vonal a
térképen.

A legrovidebb, a fékort kovetd dtvonal képe nem egyenes.

o Ezen (gy segithettek a hajésok, hogy — kissé eltérve ugyan az
allandé irdnyti-allastél — rovid, fékort kovetd ttvonalakon hajéztak,
igy Utvonaluk kozel egyenes lehetett, és optimalis is maradt.

7 3 @ Sajnos a sarkok felé kozeledve ezen a térképfajta torzitdsa a
legerésebb.

Figure 33. The principle of the perspective cylindrical projection

4
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Sztereografikus vetiilet.

A nyugati félteke.

5 40

60

70

80
Figure 34. Mercator projection of the Western Hemisphere

v

2015. november 17.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet)

Projektiv geometria.

Milyen kérdéseket tesz fol egy matematikus itt?

Q Melyek a targy (az eredeti alakzat) és a vetiilet(ek) — a nyert
alakzat(ok) — kozds tulajdonsagai?

@ Ha két kiilonboz6é pontbdl készitiink vetiiletet ugyanazon targyrdl,
akkor melyek a két vetiilet kozos tulajdonsdgai?

2015. november 17.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Projektiv geometria.
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Hogyan lett mindebbdl egy matematikai elmélet.

A probléma matematikai megfogalmazasa.

o Egy pontbdl (a szem) sugarak (egyenes vonalak) indulnak a térgy
pontjaihoz. VETITES.

@ A sugdrnyaldb utjaba tett sikon kialakul a VETULET, azaz a kép.

2015. november 17.
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Projektiv geometria.

A probléma els6 matematikai megkozelitése.

Girard Desargues 1591-1661.

o Francia épitész és autodidakta matematikus, aki képzémiivész
bardtainak akart segiteni.

o O vetette fol elszor, hogy Euklidész geometridja nem a lathato,
hanem a tapinthato vilagot irja le: parhuzamosok, sikok, stb.

o Ezért lokdlis jellegli, nem torédik azzal, hogy mi van nagy
tavolsagokra. Erre egy dj elmélet kell, amely a vetitésekkel és a
vetiiletekkel kapcsolatos kérdéseket vizsgilja.

50 / 58

Els6 matematikai tétele.
Ha két haromszog centralisan perspektiv, akkor axialisan is.

Kérdés: mi van, ha a két haromszog sikja parhuzamos?

2015. november 17.
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Projektiv geometria.
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Miivészetbdl sziiletett: projektiv geometria. Miivészetbdl sziiletett: projektiv geometria.

Desargues tétele. Desargues

o Elméletét 1639-ben konyvben is megirta, de

@ annak egyetlen példanya sem ismert ma, munkdsdga feledésbe mertilt.

o Szerencsére Pascal és la Hire meglatogatvan Desargues-t lemasoltak
konyvét (éppen minden pénziiket eljatszottak).

o A XIX. sz. elején Monge megalkotta az abrazolé geometriat, majd

o Poncelet (jra folfedezi a PROJEKTIV GEOMETRIA alapjait, majd

o Chasles megtaldlja Desargues konyvének kéziratos masolatat. )
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Mivészetbdl szilletett: projektiv geometria
Blaise Pascal egy tétele. Blaise Pascal egy tétele.
Megjegyzés.
Itt sz6 sincs sem vetitésrol sem vetiiletrdl. De dtfogalmazhaté ilyen
allitasra.

A tétel atfogalmazasa.

frjunk egy ABCDEF hatszoget valamely korbe, és vetitsiik a kapott
alakzatot egy O pontbdl. igy az A'B'C'D'E'F’ hatszéget kapjuk, amely
egy kipszeletbe van irva. Hosszabbitsuk meg az eredeti hatszog szemkozti
oldalait addig, mig metszik egymast. Tudjuk, hogy ezek egy p egyenesre
illeszkednek. Legyenek a metszéspontok rendre P, @, R. Ha most a vetiilet
Szavakban hatszoggel tessziik meg ugyanezt, akkor a P’, Q', R’ metszéspontokat
kapjuk, amelyek szintén egy egyenesre, g, illeszkednek. Ezen g egyenes és
a P',Q', R pontok a p egyenes és a P, @, R pontok vetiilete az O pontbdl.
Megjegyzés. Kor helyett tetszéleges kipszeletre is igaz a tétel.

Ha egy hurhatszog szemkozti oldalait meghosszabbitjuk mig metszik
egymast, akkor a kapott hdrom metszéspont egy egyenesre illeszkedik.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Projektiv geometria. 2015. november 17. 55 / 58 Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Projektiv geometria. 2015. november 17. 56 / 58



Miivészetbd| sziiletett: projektiv geometria Miivészetb| szilletett: projektiv geometria

Blaise Pascal egy tétele. Az elobbi dudlisa, Brianchon tétele.
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