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Az Athen-i iskoldk 1.

Attekintés.
@ A, gorog demokracia viragkora”.
@ A 480-ban kezd6d6 perzsa haborti:
@ Xerxesz kezdeti sikerei: Thermopyla, Athen;
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@ gorog ellentamadas: Szalamisz (Themisztoklesz), Plataia.
© 478-ban létrejott a Deloszi-szovetség a perzsak ellen:

@ addfizetés a kozos habordkra, a |, kassza 6rzése”,

@ a , klasszikus gorog kultdra virdgkora”, Athén dominancidja a kultdra

minden teriiletén.
Q@ A fontosabb iskoldk:
@ Szofistdk.
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@ Akadémia.
@ Lyceum.
2
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A klasszikus kor iskolai.

A klasszikus kor iskolai.

Eleai Iskola.
@ Parmenidesz, Zenon, Leukipposz, Demokritosz (tanitvdnyok sora).

@ Zenon aporidi a mozgasrél = az empirikus és a deduktiv megismerés
ellentéte.
@ Achilleus és a tekndsbéka, a mozgds lehetetlensége, ha az , folytonos”.
@ A, stadion paradoxon”, a repiilé nyil ,, 8" minden pillanatban, azaz a
mozgas akkor is lehetetelen, ha azt , diszkrét” folyamatnak tekintjiik.

© Hatdsuk a matematika deduktiv tudomdnnya valasara: a valtas f6
oka. (Szabd Arpad)
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Szofistak.

Q Az oktatott (miivelt) diszciplindk: filozéfia, grammatika, retorika,
dialektika (= a vitatkozas tudomanya), erkolcstan, geometria
(matematika), csillagdszat (+csillagjéslds).

@ Egyik f8 cél: a geometria (a matematika) segitségével a vildg (az
univerzum) megismerése.

© A 3 nevezetes szerkesztési probléma: kockakett8zés (a , Delosz-i
probléma”), szégharmadolds, a kor , négyszogesitése” .

@ Anaxagorasz folvetései, problémai.

@ a Nap nem istenség, hanem egy izzé gomb; majdnem akkora, mint a
Peloponesszosz félsziget;
@ a Holdnak nincs sajét fénye, hideg foldgolyd, emberek is élhetnek rajta.
© Ezen és mas hasonlé tanitasaért — Periklész népszeriisége
hanyatlasakor — bebortonozték istentelenség vadjaval.

O A legenddk szerint a bortonben foglalkozott a kor négyszogesitésével,
amely a kor egyik népszerii problémaja volt.

V.
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Szofistak.

Arisztophanész: Madarak

S megmérem az egyenes riddal, hogy a

Kor négyszogli legyen, tudod; s kozépen

Piac — feléje, mint kozpontba, sok

Egyenes Gt vigyen s mint sugarak,

Lovelljenek szét a kerek piacrdl

Mindenfelé. (Arany J. forditdsa)
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Szogharmadolas.
Az eliszi Hippiasz quadratrixe.
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Szofistak.

Erofeszitések szerkesztési problémak megoldaséra.
@ Szdgharmadolds: az eliszi Hippiasz quadratrixe.

@ A kor négyszogesitése: Anaxagorasz prébélkozésai, a khioszi
Hippokratesz holdacskai.

© Kockakett6zés: Archytasz, Hippokratesz, Eudoxos és sokan mdsok.
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Szogharmadolas.

Quadratrix

Figure .10

Konstrukcié
@ Az AB szakaszt allandé sebességgel derékszoggel elforgatjuk: AD.
@ A B pontbeli érint6t allandé sebességgel eltoljuk az AD helyzetig.

© A sebességek aranya olyan, hogy egyszerre inditva egyszerre érik el a
véghelyzetet.

@ Egy adott id8pontban AB AD'-be, BC B'C’ helyzetbe jut,
metszéspontjuk E’. Ezen pontok &sszessége a QUADRATRIX.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Klasszikus kor. 2015. oktéber 6. 8 /27



Szdgharmadolds

Szogharmadolas.

A quadratrix egyenlete.
@ A definidlé mozgasok egyenletes volta miatt:

e !
o _EH
/2 BA’
© Az y = E'H és a = BA jelolésekkel
Qo
® _y = = a¢2
/2  a Y=
@ Ha x = AH, akkor az egyenlet
o
2a y Ty
y = —arctan=, vagy y = xtan_—.
g X 2a
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Szogharmadolas.
Az eljaras.
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Szdgharmadolds

Szogharmadolas.

Az eljdras.
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@ Legyen E'H' = 2H'H, H' az y harmadolépontja.
@ A B"H'C" egyenes parhuzamos AD-vel, L-ben metszi a gorbét.
O Allitjuk, hogy ZLAD = &/3.
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Kornégyszogesités.

A khioszi Hippokratesz 1.

@ Inkabb pitagoreus, mint szofista, de Athenben élt az V. szizad
masodik felében. , Elemeket” irt, amely elveszett.

Egyesek szerint a deduktiv matematika egyik eléfutdra volt, de ez
erbsen kétséges.
négyszogesitésével foglalkozott.
A
[

Fgued.dl 4

Q
@ Elsésorban a két koriv 4ltal hatdrolt alakzatok, az in. holdacskdk
(%]

Legegyszeriibb eredménye:

£

A befogdk folotti holdacskak Osszege egyenlé a haromszoggel.
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Kérnégyszgesités.

Kornégyszogesités.
A khioszi Hippokratesz 2.
A bizonyitas.

© A hdromszog koré irt korének fele kétszerese a befogd folé irt
félkornek.

Q fgy a ,,nagy negyedkor” egyenl6 egy , kis félkorrel”.

© Vonjuk ki mindkettébdl a befogd folotti korszeletet, az egyenléség
tovabbra is fonnall.

Q Kaptuk, a , holdacska” egyenld a haromszog felével, azaz egy
egyenesekkel hatdrolt alakzattal.

V.
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Kérnégyszdgesités.

Bizonyitotta-e allitasait?

Eudemosz véleménye.

@ A holdacskak kvadratiirajat, amely a korrel valé rokonsaguk miatt
kulonleges alakzatoknak tiinnek, el6szor HIPPOKRATESZ irta le, s
kifejtése helyesnek taldltatott. ...

El6sz6r az alapokat vezette meg, s az ehhez sziikséges tételeket
allitotta fol, pl. azt, hogy

A hasonlé korszeletek gy ardnylanak egymdshoz, mint alapjuk
négyzetei.

Ezt dgy bizonyitotta be, hogy megmutatta,

az atmérék négyzetének aranya ugyanaz, mint a koroké.

@ Mert amilyen a korok ardnya, olyan a hasonlé szeleteké is. hasonld
szeletek azok, amelyek a kornek ugyanakkora részét képezik.
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Kérnégyszogesités.

Kornégyszogesités.
A khioszi Hippokratesz 3.
Egy tovabbi négyszogesités:

Allitasa.
A szimmetrikus trapéz, amely egy szabalyos hatszog fele, egyik oldaldra
emelt félkor és az oldalakon levd holdacskak egyiitt megadjdk a trapéz
tertiletét.

4
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Kérnégyszogesités.

Bizonyitotta-e allitasait?

Kétségek 1.

A pirossal szedett kijelentés (a korokre vonatkozd) éppen Euklidesz XI1.2.
Tétele, de azt el6szor Eudoxos bizonyitotta, az altala bevezetett eszkozok,
modszerek nélkiil — a menyiségek altalanos elmélete nélkil — az
lehetetlen.

Kétségek 2.

A pitagoreusok aranyelméletét biztosan ismerte, de az csak 6sszemérhetd
mennyiségekre vonatkozott. A nem Gsszemérhetd (az irracionalis) esethez
sziikség van Eudoxos (legaldbb 50 évvel késébbi) elméletére.
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Kérnégyszgesités.

Bizonyitotta-e allitasait?

Hippokratesz bizonyitasi technikaja.

@ Nem elégszik meg a ,,vizualis” bizonyitékokkal:
@ nem elégszik meg szerkesztésekkel,
@ bizonyitani igyekszik, hogy a ,, kiilsé iv hosszabb a belsénél”.
@ Ezt nem tudta korrekten elvégezni, de nem is az a legfontosabb, hanem
O az igény az ilyen dllitasok bizonyitdsara.
@ O szamolt elészér korrekten egyenlStlenségekkel, aminek igazi
jelentésége késobb jelentkezik.
@ Eudoxos: a kdrbe és a kor koré irt sokszogek kiilonbsége tetszélegesen
kicsivé tehetd.
@ Euler , kezdetleges” gondolatmenetei.
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Akadémia

A tagok.
o DE a klasszikus kor minden , valamirevalé” matematikusa
hosszabb-rovidebb idét toltott itt, mieldtt sajat iskolat alapitott volna
o lgy példaul Eunoxos, aki az antikvitas 3 legnagyobb
matematikusanak egyike (Theaitetosz és Archimedesz mellett).
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Akadémia

A leghosszabb ideig fonnallé dkori gorog iskola. l.e. 387 koriil alapitotta
PLATON, és |.sz. 529-ben zdratta be Il. Jusztinianusz.

El6futdrok.

Kiirénei Theodorosz és a tarrentumi Archytasz (két pitagoreus), akik
megismertették a matematikdval Platont, megalapoztdk a pitagoreus
dominanciat az iskoldban matematikabdl.

Ismertebb tagok még ...

Menaechmosz, Dinosztratosz, (IV. sz), TuearreTosz (415-369).
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Az Akadémia.
Akadémia

A kiirenei Theodorosz.

@ Platon Theaitetosz cimi dialégusaban beszélget az agg Theodorosz
az ifji Theaitetosszal.
@ Theaitetosz rovid osszefoglaléja a hallottakrdl.
@ A mi Theodoruszunk itt folrajzolt (irt?) valamit, ami négyzetek
oldalaira vonatkozik.
@ Megmutatta, hogy a hdrom és az 6t labnyi esetben, hogy azok
hosszukat tekintve nem nem mérhet8k az egy |4bnyival.
@ lgy el6vett minden egyes esetet egészen tizenhét labig. Ennél valami
megakasztotta.
@ Az, Gsszemérhetdség” fogalma szakaszokra vonatkozik (Euklidesz
X.), ezért a ,,hdrom-, &t |abnyi” azon négyzetek oldalat jelenti,
amelyek teriilete hdrom-, 6t négyzetldb.
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Az Akadémia

Theodorosz.

Kérdések.
@ Hogyan szerkesztett Theodorosz?
o Miért 17-ig haladt?

Valaszok.

@ Mivel a gorogoknél az, amit nekiink pl. a \/§jelent nem szam, hanem
CSAK egy hossziisdg (egy mennyiség), ezért inkdbb
w3, Ws, ..., wir-et frunk.

@ Vélhetben 3,5, ...,17 egységnyi teriiletli téglalapokat alakitott
azonos teriiletli négyzetekké (Elemek 1.14.)
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Az Akadémia

Theodorosz.

Geometriai bizonyitds.
o Az alap:

o Elemek X.2. Ha két nem egyenlé mennyiség esetén a kisebbiket a
nagyobbikbdl valo valtakozd kivondsanal a maradék sohasem lesz

mérhetb az el6zével, akkor e mennyiségek osszemérhetetlenek.

o Ennek alkalmazasat valdsziniisiti az is, hogy az eseteket egyenként
vizsgalta. Az aritmetikai it — kordbban lattuk is — egyszerre intézte
volna el az osszeset.

@ A geometriai utat kovetve minden egyes esetet kiilon kell vizsgalni,
mert masok a kivonasok.

o Megjegyzés. Vélhetéen a folyamat végtelen voltat nem bizonyitotta
Theodorosz, csak utalhatott rd, hogy a maradék , soha sem tiinik el”.
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Az Akadémia

Theodorosz.

Az igazi kérdés:

hogyan deritette ki, hogy ws, ws, ..., wi7-nek nincs kozos mértéke wi-gyel.

@ Ugyanazon aritmetikai (szdmelméleti) mddszerrel, ahogy kordbban
Archytasz igazolta w, Osszemérhetetlenségét az egységgel
(irracionalitdsdt).

@ Ha pl. wy 6sszemérhetd wi-gyel, akkor valamely m, n szimokra

o

m? = qn?,

Q és az Elemek VII. konyve alapjan ebbél g négyzetszdm volta adédna

ugyan, de ez nem valdszinii, mert Theodorosz geométer volt.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Klasszikus kor. 2015. oktéber 6. 22 /27

Az Akadémia
Theodorosz.
Anderhub egy érdekes dbraja (1941).

Va
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A deduktiv matematika kiteljesedése.

Platon
@ Szivesen hivatkozik a matematikdra mint az egzakt kovetkeztetések
mintapélddjara.
@ A matematikaban egzakt kovetkeztetések lehetségesek annak ellenére,
hogy
@ nem lathatd, hallhaté (megfoghatd) dolgokrdl szél, hanem idealis
objektumokrdl,
@ olyanokrdl, amelyek csak a gondolkodasunkban léteznek.
© Ezek megfogalmazdsakor vélhetéen a négyzet atldja és oldala
kolcsonos osszemérhetetlenségének bizonyitdsara gondolhatott.
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A deduktiv matematika kiteljesedése.

Megjegyzés.

@ Platon biztos abban, hogy a matematikusok egyetértenek vele: a
lathaté szakaszokra értelmetlen az a kérdés, hogy van-e kozos
mértékiik: egy , hajszal vastagsaga" mindkét megrajzolt szakaszra
egész szamszor mérhetd fol.

o Az Osszemérhetéség kérdésének kizardlag képzelt tehdt absztrakt
szakaszok esetén van értelme.

o Tehat Theodorosz sem hivatkozhatott a szemléletre négyzet oldalai
Osszemérhetetlenségének bizonyitdsanal.
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A deduktiv matematika kiteljesedése.

A deduktiv matematika kiteljesedése.

Platon, Allam 510 D - E
@ Bizonydra azt is [tudod], hogy mindig csak lathaté alakokkal
dolgoznak, s beszédeikben is ezzel foglalkoznak, holott pedig
gondolataik igazi targyai nem ezek az alakok,
@ hanem azok, amikhez ezek hasonlitanak: magdnak a négyszogletii
testnek [helyesen: négyzetnek!] s magdnak az dtmérének [helyesen:
atlénak!] a kedvéért folytatjak elmélkedéseiket,

nem pedig azért az dtméréért [atléért], amelyet lerajzolnak...

Kozben azokat a fogalmakat keresik, amelyeket masképpen, mint
ésszel, senki meg nem latott.

@ Szabd Miklés forditdsa Pollak Gyorgy korrekcidjaval.
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