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A probléma

Mi az, hogy egyenlet.
Szamokat keresiink 2.

o (1b) Melyek azok az x valds/komplex szimok, amelyekre

x2+x—-3=0,
S+xr+x3+x%2+x+1=0,
x24+1=0.

@ (1c) Palermoi Jénos (XIII. sz. eleje) kérdése a Il. Frigyeshez latogaté
pisai Leonardohoz (Fibonacci). Melyik az a négyzetszdm, amelyhez
5-6t adva is, meg 5-6t levonva is négyzetszamot kapunk.

o Azaz, mely x, y, z (raciondlis) szdmokra teljesiil, hogy

2 2
X“+b=y
2 2
x“—b=z
y
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A probléma

Mi az, hogy egyenlet.

Egy egyszerli definicid.

Egy vagy tobb olyan matematikai objektumot — példaul szamot
(hossztisagot, teriiletet és hasonldkat is ideértve), fliggvényt, matrixot —
keresiink, amely(ek) bizonyos el8re adott foltételeknek tesznek eleget.

Szamokat keresiink 1.

o (la) Melyek azok a k > 1 természetes szamok, amelyek két primszam
Osszegére bonthatdk, azaz amelyekre megoldhaté az

x+y =2k k>1

egyenlet a primszamok korében.

o Goldbach sejtése: tetszéleges k > 1-re van megoldas.
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[ Abprobléma |

Mi az, hogy egyenlet.

Szamokat keresiink 3.

o (1d) Okori kinai probléma (Kr.e. |. évezred) 3 jé kévébdl, 2 kézepes
kévébdl és 1 rossz kévébél 39 tau gabonat kapunk. 2 jo kévébdl, 3
kozepes kévébdl és 1 rossz kévébdl 34 tau gabonat kapunk. 1 jo, 2
kozepes és 3 rossz kévébdl pedig 26 tau gabonat. Mennyi gabonat
kapunk 1-1 jo, kozepes és rossz kévébdl?

o E feladat mai formalizalassal a

3x+2y+ z=39
2x+3y+ z=34
x+2y+3z=26

egyenletrendszer megoldasat kivanja.
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A probléma

Mi az, hogy egyenlet.

Matrixot kereslink.

Legyen A € R™" szimmetrikus matrix. Hatdrozzuk meg azt az X € R"*"
invertdlhaté matrixot, amelyre

XtAX =D,
ahol D diagonalis matrix.
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A probléma

Mi az, hogy egyenlet.

A tovébbiakban

p(x) = 0 alakd egyenletekre szoritkozunk, ahol

p(x) = x" + a,_1x""1 4 ... 4 ayx + ag, azaz polinom, ahol
ao, a1, - --,an—1 € K valamely K szamtestre.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Egyenletek.
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A probléma

Mi az, hogy egyenlet.

Fuggvényeket kerestink.
(2a) Melyek azok az f fiiggvények, amelyekre

f(x+y)=f(x)+£(y)

minden olyan x, y-ra, amelyekre az f fiiggvény értelmezve van.
(2b) Melyek azok az f fiiggvények, amelyekre

fx-y) = f(x)+£(y)

minden olyan x, y-ra, amelyekre az f fiiggvény értelmezve van.
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A kezdetek

Okori eredmények.

Linearis egyenletek, egyenletrendszerek.

o Linedris egyenletekek megoldottak valamennyi folyammenti
kultdraban.

o Kindban a legfdljebb 5 hatdrozatlanos egyenletrendszerekkel is
boldogultak: Feng csen, azaz elimindcié mdédszerével.

Magasabbfoki egyenletek

@ Mezopotamidban meg tudtak oldani minden olyan masodfokd
egyenletet, amelynek van pozitiv gyoke.

o Megoldasi eljarasuk lényege teljes a négyzetté kiegészités.

o Ugyanott hatvany tdblazatok segitségével igen specidlis harmadfoku
egyenletekkel is boldogultak.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Egyenletek.
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A kezdetek

Okori eredmények.

Eszrevétel.

Minden tiszta empiria, semmi indoklds, plane bizonyitds. Csak eljdrasokat
kozoltek verbalisan.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Egyenletek.
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Al-Khwarizmi egy Ujitasa.

o A megoldasi, szdmolasi eljardsit, amely megegyezett az ismert
mezopotamiaival, geometriai Gton indokolja.
o Ebben Euklidesz Elemek c. miivének Il. konyvére tdmaszkodik, DE...

o Eljardsa messze nem szigort bizonyitds, sz6 sincs dedukcidkrol.

Al-Khwarizmi indoklasa.
@ Rajzoljunk egy négyzetet, és mindegyik oldaldhoz illessziink egy-egy
7 Mmagassdgl téglalapot, majd az egészitsiik ki négyzetté.
o Ennek terillete 39 + 4 - (12)% = 64,

S ., . 10 _
@ oldala 8 hosszisagl, igy a , belsé négyzet” oldala 8 —2- 7= = 3.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Egyenletek.
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A korai iszlam kultdrkor.

Feladat al-Khwarizmi hires értekezésébél (arab, IX. sz.)

Egy négyzet és tiz gyoke ugyanazon mennyiségnek harminckilenc dirhem,
azaz mi legyen a négyzet, amelyet sajat gyokének tizszeresével névelve
harminckilencet ad.

Megoldasi médszeriik.
@ Lényegében a Mezopotdmidbdl ismert, szintén csak verbdlisan irtak le.
o Ami (j: geometriai indoklasokat kozoltek, amelyekben

o Euklidesz Il. konyvére tamaszkodtak.

Al-Khwarizmi két hires mddszere.
@ al-jabr: az amit ma mérlegelvnek mondunk, tovabba Gsszeillesztés.

@ al-mukdbala: az egynemi tagok Gsszevondra.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Egyenletek.
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Szemléltesen.

2 XA
Z 2721
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Omar Khajjam egy feladata (perzsa, XII. sz.).

o Egy kob meg egy oldal és valamely szam egyiitt egyenlé egy
négyzettel

@ Szamara ez a kovetkez6 geometriai problémat rejtette: Adott a, b, ¢
hosszisagl szakaszokhoz konstrudljunk olyan x szakaszt, amelyre
x3 4+ bBPx + a° = ox?.

Omar Khajjam geometriai megoldésa.
\

\

—

x = BL
J
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Kérdések, vélemények.

Vélemények.

Q Az iszlam tuddsok szerint a mdsodndl magasabb fokid egyenletek csak
geometriai Uton oldhaték meg.

@ Eléggé dltalanos volt a XX. szdzad mésodik feléig az a nézet, hogy:
az iszldm matematikusok e vélekedését el@szor a XVI. szazadi itdliai
,maestrok” és matematikusok céfoltak meg.

© DE a XX. szdzad utolsé harmadaban foldolgozott kédexek mdst
tanusitanak:

@ Maestro BENEDETTO, Maestro DARDI és Piero della FRANCESCA
korabbi traktatusaiban algebrai megolddsok szerepelnek.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Egyenletek.
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Kérdések, vélemények.

Kérdések.
@ Lehetséges-e algebrai mddszerekkel is megoldani minden harmadfokd
egyenletet? Khajjam geometriai (iton az osszes tipust kezelni tudta.
@ Vannak-e olyan geometriai mddszerek, amelyekkel negyedfokd
egyenleteket lehet megoldani?

© A harmadfokd esetben kipszeleteket kell hasznélni. Milyen gorbék
szerepelhetnének a negyedfoku esetben?

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Egyenletek.
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Maestro Dardi, XIV. sz., Pisa.

Aliabraa di algibra, 1344 kortl

e Az
x3 + 60x? + 1200x = 4000

egyenlet megoldasat

@ a kovetkezd szamolassal kapta:

4/(1200)° 1200
xfﬂ(ﬁ) +4000 — — =

= /12000 — 20.

Megjegyzés.
Dardi a megoldast szoveges utasitasként adta meg. Még az 6 kordban sem
irtak mai értelemben vett formulakat, képleteket.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Egyenletek.
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Kérdések Maestro Dardi traktdtusaval kapcsolatban

© Hogyan johetett erre ra?

@ Indokolta-e eljarasat?

@ Altaldnos érvényii médszere, azaz tetszbleges x3 + bx? 4 cx = n alakii
egyenletre alkalmazhatd,

@ vagy csak specidlis (egyiitthatd) foltételek mellett miikodik?

A traktdtusban csak a masodikra van valasz: nem olvashatunk benne
indokldsokat.
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A kocka.
.
L
X
X i
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Egy rekonstrukcid.

Egy lehetséges vdlasz az 1. és 3. kérdésre.

o Kiséreljiik meg Al-Khwarizmi eljaraséat ltalanositani harmadfoku
egyenletekre.

o Vildgos, hogy ekkor négyzet helyett kockdval kell dolgozni.
o Tekintsiink egy x + L oldalélii kockat.

2015. november 24. 18 / 36

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Egyenletek.

A kocka folbontasa.

E kocka 8 részre bonthaté:
@ egy x oldalélii kockara, térfogata x3,
@ harom x alapélii és L magassagli négyzetes hasabra, térfogatuk 3x2L,
@ harom négyzet alapd hasabra, alapélik L, magassaguk x, térfogatuk
3x12,
egy L oldalélii kockara, térfogata L3.
o Ezekbdl

X34 3x2L +3xL2 + L3 = (x + L)
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A rekonstrukcié.

Osszehasonlitva egyenletiinkkel.

X34 3xPL+3xL% 4+ L3 = (x + L)® (1)
B4 bx®+cx=n (2)
Adjunk (2) mindkét oldaldhoz L3-t.

Osszehasonlitva (1)-gyel sziikségképp teljesiil, hogy ¢ = 312 és
b=3L,

Amib8l L = € és b2 = 3c.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Egyenletek.
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Attorés a XVI. szazadban.

Tartaglia eljardsa.
o Az
x4+ px+q=0
egyenletre van ,, megolddképlet”, azaz egy olyan , formula”, amelyben
a 4 alapmiivelet valamint(egész kitevdjii) gyokvonds(ok)

szerepel(nek), és barmely adott fokszami egyenlet egylitthatdit
behelyettesitve megkapjuk a gyokoket:

o Ez az an. Cardano-képlet, BAR..

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Egyenletek.
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Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Egyenletek.

A konkluzié.

o Egy x3 + bx? + cx = n alakii egyenlet megolddsa akkor irhaté

o x=1/ (%)3 + n — ¢ alakban, ha

e b? =3c.

Dardi médszere tehat CSAK specialis esetben alkalmazhaté. DE EZ
tekinthetd az egyik els6 kisérletnek a harmadfokd egyenletek algebrai
megoldasara, bar — néhdny kortarsahoz hasonléan — csak specialis
eseteket tud kezelni.
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Attorés a XVI. szazadban.

Az eljéras alapja.
Hasonléan a masodfoki egyenletekre vonatkozd ékori eljardshoz, itt is

eggyel alacsonyabb foku egyenlet megolddsara lehetett visszavezetni a
problémat.

A tovabblépés lehetdsége.
o Kérdés. Vissza lehet-e vezetni a negyedfoki egyenlet megolddsat egy
harmadfokd egyenlet megoldasara.
o Valasz. Igen.
o Az x* + ax3 4 bx? + cx + d = 0 alakii egyenletekhez meg lehet

hatdrozni olyan harmadfoki egyenleteket, amelyek egylitthatdi
a, b, ¢, d-tél és raciondlis konstansoktdl fliggenek.

o Az elsé ilyen eljarast Cardano tanitvanya (inasa?) Ferrari taldlta, ma
is haszndlatos.

4
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A kései kozépkor, a korai tjkor

Attorés a XVI. szizadban.

A kései kézépkor, a korai tjkor

Attorés a XVI. szazadban.

Zuanne de Tonini da COI feladata Girolamo Cardano szdmdra.

Osszuk a 10-et harom részre (gy, hogy azok folytonos aranyban 4lljanak, s
az elsé kettb szorzata 6 legyen. FERRARI eljarasa.

y

o Alapja a geometriai Gton igazolt
A megoldandé egyenletrendszer, egyenlet.

(s+a+ b)? = (s+a)%+2sb+2ab + b?

x+y+z=10 azonossdg, Euklidész Elemek 11.4. tételének &ltaldnositdsa.
Xz = y2 o Az egyik oldalon teljes negyedik-, a masikon teljes masodik hatvanyt
xy =6 tudott kialakitani, ami utan csak négyzetgyokot kellett vonni.
) o Az talakitas sordn egy harmadfoki egyenletet kellett megoldania.
vagyis az

y* + 6y + 36 = 60y
negyedfoki egyenlet.
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Attorés a XVI. szazadban. Attorés a XVI. szazadban.
Az dltalénos eset. Az eddigiek 6sszegzése.
‘ . 2 _ 2 2 p -
o A megoldandé egyenlet: x* + ax® + bx*> + cx + d = 0. @ A mdsod-, a harmad-, és a negyedfoki egyenletek mindig
o Ferrari otlete alapjan a bal oldalt két legfoljebb masodfoki polinom megoldhatdk, vannak olyan megoldasi eljarasok, amelyek csak a
négyzetének kiilonbségeként allithatjuk eld: fokszamtdl fuiggenek.
@ A kulcs mindharom esetben egy-egy eggyel alacsonyabb foki egyenlet
4, .3 2 _
X'tax + b +ox+d = megoldasa volt.
2
(x2 + a + a)2 _ ((i + 20 — b)2 +(a—c)x+ (a2 _ d)) @ Ezen rezolvens egyenletek egylitthatéi az eredeti egyenletek
2 4 egylitthatdibdl és (raciondlis) szamokbdl kaphatdk a négy alapmiivelet
@ Az el6bbi polinomok egyiitthatéinak meghatarozasahoz meg kell vidges el el limezdstva) (el pelien [z )
oldani egy a-ra harmadfokd egyenletet, hiszen a masodik polinom
diszkrimindnsdnak zérdval egyenlének kell lennie. Ezen félismerés a tOVébeépéS kulcsa lehet. Tovabb erdsités ad Viéte
o Az eljaras csak az egylitthatdkat és raciondlis konstansokat hasznal. folfedezése, ami dltaldnosan és mai jelSlésekkel a kovetkezd. J
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A kései kozépkor, a korai tjkor

Viéte formulai.
Ha —a1,...,—ap, jeloli az

X" ax" T4 ax" 24 . 4a1x+a,=0
egyenlet gyokeit, akkor

o1+ oo, =a1
aiap +o1a3 + ...+ aran +aaz + ..o+ apo1ay = an

Q10003 + ...+ Qp_2Qp-_10np = a3

Q1ag ... 0 = Qp,

ami azt (is) jelenti, hogy az egyenlet egyiitthatdi a gyokdk raciondlis
fuggvényei.
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Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Egyenletek.

A probldma 3ltaldnositésa

A megoldhatésag altaldban.

Es, ha nincs gyokképlet ...

@ A negativ eredmény bizonyitdsa nagyobb koriiltekintést igényel:
pontosan meg kell mondani, hogy

e Ml AZ, AMI NINCS.
o Egyaltaldn: Van-e minden egyenletnek gyoke?
e Gauss: VAN.

Két egyszerli kérdés.
@ Van-e mindig gyokképlet, azaz van-e olyan megoldasi eljaras, amely
csak az egyenlet fokszamtdl fligg, az egylitthatoktdl fliggetlen.
@ Ha ilyen nincs, van-e minden esetben olyan (véges) eljards, amely az
egylitthatokbdl ,, elvezet” a gyokokhoz.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Egyenletek.
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A kései kézépkor, a korai tjkor

Tovabb ezen az uton.

Kérdések.
@ Van-e gyokképlet az otodfokd egyenletekre?

@ Ha igen, akkor altalaban is igaz-e, hogy tetszéleges n-edfoki egyenlet
gyokeit megkaphatjuk alkalmas n-nél alacsonyabb foku egyenletek
megoldasai révén.

© Ezen rezolvens egyenletek az eredeti egyenlet egyiitthatéi és raciondlis
konstansok segitségével kaphaték-e meg.

A kérdések megvalaszoldsa egy kb. 200 éve programot adott. Csak néhany
, résztvevd": Euler, Lagrange, Legendre.

V.

A XVIII. szdzad végén (a sikrtelenség miatt) néhdnyan batortalanul
folvetették: Biztosan léteznek a keresett gyokképletek???
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A probldma 3ltaldnositdsa

A kérdések preciz megfogalmazasa.

@ Llegyen f = x" + a,_1x""1 + ... + a;x + ap tetsz6leges polinom
(n > 2). Létezik-e olyan csak n-t8l figgd eljrds, amellyel az f =0
egyenlet gyokei megkaphatdk az ay, ..., a,—1 egylitthatokbdl és adott
(raciondlis) szdmokbdl a négy alapmiivelet (6sszeadds, kivonds,
szorzas és osztas), valamint gyokvondsok (egész kitevds) véges
sokszori alkalmazdsaval. Adott n esetén mindig ugyanugy.

@ Ha az el6bbire valamely n-re nemleges a valasz, akkor |étezik-e olyan
eljaras minden kérdéses n-re, amely a konkrét egyiitthatdktdl, és
bizonyos konstansoktdl is fiigg az n-en kiviil.

F. GAUSS, 1799. A klasszikus algebra alaptétele.

Minden valds egylitthatds polinom folbonthaté legfoljebb masodfokd valds
egylitthatds polinomok szorzatara.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Egyenletek.
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A Vilaszok.

1. kérdés.
@ Az olasz Paolo RUFFINT 1798-as nem teljesen korrekt (nem teljes)
bizonyitasa szerint az elsé kérdésre a vilasz NEM.
o Az els6 — korrekt — nemleges valaszt az elsé kérdésre 1826-ban a
norvég Nils Henrik ABEL adta.
@ A ,sors irénidja”, hogy kezdetben mindketten tgy vélték, hogy
megtalaltdk az 6todfokd egyenlet gyokképletét.

2. kérdés.

1832-ben a francia Evariste Garois mindkét kérdésre korrekt valaszt
adott. Korrekt kritériumot adott arra, hogy a 2. kérdésre mely polinomok
esetén igen a valasz. Mddszere alapvetden kiilonbozott elédeiétdl: nem
foglalkozott az tn. rezolvens egyenletekkel.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Egyenletek.
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A végsé megoldas

Galois eredményei 2.

Az alapvet6 és teljesen (j otlete.
o Az el6bbi kérdést atfogalmazta csoportelméleti kérdéssé.

Az Gtlet megvaldsitdsa 1.

o Legyen K a p polinom egyiitthatdit tartalmazé legsziikebb test, és
K C N a gyokoket tartalmazé minimalis test.

o Megadhaté az N test miivelettartd permutacidinak egy olyan
csoportja, amelynek elemei a K-beli szimokat nem mozgatjak.

e Ez a p polinom dn. Galois-csoportja, G(p|K).

Az otlet megvaldsitdsa 2.

A G(p|K) csoport szerkezetétél, egy (viszonylag bonyolult) tulajdonsdg
meglététdl fiigg, hogy létezik-e a kivant testbOvités.
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Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Egyenletek.

A végsé megoldis

Galois eredményei 1.

Médszerének fé vondsai (mai terminoldgidval)

@ Harom (j fogalmat vezetett be.

@ A T C C halmaz (szdm)test, ha zart a szokdsos négy alapmiiveletre.

® Ha T C K testek, akkor K a T test bdvitése.

O A G # () halmaz csoport, ha definidlva van rajta egy asszociativ
(4ltaldban szorzésként irt) miivelet, van G-ben egységelem és minden
elemnek van inverze.

@ A probléma ujrafogalmazasa. Megkaphaté-e véges sok |épésben az
egylitthatdkat tartalmazé legsziikebb testnek (K) egy olyan (K C T)
bévitése, amely tartalmazza a gyokoket, és minden egyes |épésben egy
an. gyokmennyiséggel, /a alaki szammal bévitiink (a € Kj, ahol
K C Ki C T egy un. kdzblilsé test).

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Egyenletek.
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A végsé megoldas

Galois eredményei 3.

A végleges valaszok.

@ Ha n > 4 és a p egyiitthatdi , teljesen fliggetlenek” akkor nem létezik
a kivant bovités, azaz az n > 4 esetben nincs gyokképlet.

@ Biarmely n > 4 esetén van olyan egyenlet, amelyhez nem létezik a
kivant bovités, azaz gyokei nem kaphaték meg az egyiitthatékbdl a
négy alapmiivelet és gyokvondsok véges sokszori alkalmazasaval.
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