A ,,Modern" algebra kialakuldsa 1.

A kezdetek, a csoportok és a testek.

o Lagrange - Ruffini: , helyettesitések kompozicidja”, azaz véges halmaz

A XX. S/ZA%AD ALGEBRAJANAK permutacidi és szorzatuk, inverziik.
NEHANY KERDESE o Galois: lényegében megjelenik a véges permutacidcsoport és a véges

test fogalma (utébbi implicit csak!).

@ A csoport absztrakt fogalmanak megjelenésének lépései: Cayley (1849
és 1878), Dedekind: ,,... az algebrai szdmokkal végzett miiveleteknél
TTIK Bolyai Intézet nem haszndljuk ki igazén, hogy az elemek algebrai szamok."” (1859)

Klukovits Lajos

o C. Jordan: megjelenik az izomorfizmus fogalma, téle szarmazik az
2015. december 1. Abel-csoport megnevezés.
@ Csoportkonstrukcidk (részcsoport, faktorcsoport ill. homomorf kép,
direkt szorzat), az elsd struktiratétel: a véges Abel-csoportok
alaptétele. (Frobenius 1880-tdl)
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4k és altalanositasaik Testek, algebrak és altalanositasaik

A, Modern" algebra kialakuldsa 2. A, Modern" algebra kialakuldsa 3.

Tovabbi struktirak.
e W. R. Hamilton (1840-60): Két-, ill. négydimenziés szimok: a

komplex szdmok és a kvaternidk. Test folotti zérusosztémentes A test fogalmanak dltaldnositdsa: a gylir.

algebrak. o Minta az egész szamok.
o Definicié. Legyen V vektortér az F test folott, és definidljunk egy o |dedlok, els6 alkalmazas: a Fermat-probléma.
tovdbbi — szorzdsként irt — miiveletet, amelyre o Kérdés: lehet-e a véges Abel-csoportok alaptételéhez hasonlé tételt

. PSP
a(xy) = (ax)y = x(ay) ahola € F, x,y € V. igazolni gylirtikre?

o Egyidltaldn: itt igaz-e az a ,,szép” tétel, hogy
A kapott struktirdt £ folGtti algebranak nevezziik. o Minden gyiirii direkt folbonthatatlan gyiiriik direkt szorzatdra
o Az algebra asszociativ, kommutativ, ill. zérusosztémentes, ha a bonthatd.

szorzds asszociativ, kommutativ, ill. zérusosztémentes. [ . [ . (
' ’ o A vélasz tobb okndl fogva NEM (csoportokra is ez a vélasz), nem

o A valés szdmtest folotti véges dimenzids, asszociativ és teljesiil a szamelmélet alaptételéhez hasonlé 4llités.
zérusosztomentes algebrak a kovetkezdk: a valds szamok teste, a
komplex szdmok teste, a kvaternidk (ferde)teste. Frobenius tétele
(1882)
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Gytirik.

Q@ Két lehetdség van:

0 Altaldnositjuk a direkt szorzat fogalmat.
@ Specialis gylirliosztalyokat tekintiink, és tovabbi foltételeket
tamasztunk.

Q@ Az 1. esettel késébb foglalkozunk.
© A 2. esetben a kovetkez6t tessziik.
© Osszegylijtjiik egy adott osztalyban a , rossz” gyliriiket, pontosabban a
,rossz’ gylirlirészeket, amelyekre nem igaz a kivant strukturatétel,
amelyek azt , elrontandk”.
@ Ezek — ha bizonyos tovabbi foltételek teljesiilnek — az un.
radikalosztalyok.
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ak és altaldnositasaik

Gytirik.

Egy struktuiratétel.

Wedderburn-Artin tétel. Legyen R egységelemes Artin-gyiirii. Az R/J(R)
faktorgylirii véges sok ferdetest f6lotti teljes matrixgylirii direkt szorzatdra
bonthato.
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2015. december 1. 5/15

Testek, algebrak és 3ltal

Gytiriik.

Néhany fogalom

o Definicié. Legyen R kommutativ gyliri, és / idedlja. Az
{reR|3keN, hogy rF e} =VI

idedl az / idedl radikalja, vagy nil-radikalja.

o Definicié. Legyen R egységelemes gyiirii. A
J(R){a € R|1 — ainvertdlhaté}

idedlt R Jacobson-radikéljanak nevezziik.

o Definicié. Azt mondjuk, hogy R Artin-gyiir(i, ha balidedljai barmely
nemires halmazadban van minimdlis elem.
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G. Birkhoff altaldnositasai

Altalénos (univerzélis) algebra 1.

Két kiinduldsi kérdés.
@ Léteznek nagyon hasonlé tételek csoportokra és gytiriikre. Van-e

valamiféle kozos altalanositasuk? llyenek az az izomorfiatételek és a
faktorstruktira konstrukcidk. Példaul:

@ legyenek A, B csoportok (gytiriik). Ha ¢: A — B sziirjektiv
homomorfizmus, akkor van olyan N < A norméloszté (idedl), hogy

A/N = B.

@ Lehet-e a kordbban mondott foltételeket kielégitéen &ltalanositani a
direkt szorzat fogalmat.
@ Folbonhaté-e minden algebrai strukttira (esetleg tovabbi foltételeket
szabva) direkt folbonthatatlan algebrék direkt szorzatdra?

2015. december 1. 6 /15
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G. Birkhoff &ltalanositasai

Altalénos (univerzélis) algebra 2.

Az elsd valaszok: G. Birkhoff 1936.

o A miivelet: A" — A leképezés, az algebra: (A, F) pér, ahol F
miiveletek egy halmaza. Hasonlé algebrdk.

@ A homorfizmus, a kongruencia, a részalgebra, a direkt szorzat,
azonossag, stb. dltaldnos fogalma.

o Algebrdk homorfiatétele: Ha A, B hasonlo algebrak és p: A — B
sziirjektiv homomorfizmus, akkor van az A algebranak olyan 9
kongruencidja, hogy

A/9 = B.

o Azonossag, azonossagokkal definidlhaté osztdlyok: varietasok.

o Birkhoff tétele. Hasonld algebrak valamely V osztdlya pontosan akkor
definialhaté azonossagok egy halmazaval, ha zart a részalgebrak, a
homomorf képek és a direkt szorzatok képzésére.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet)

XX. szazadi algebra 2015. december 1. 9/15

G. Birkhoff altalanositasai

Altalénos (univerzélis) algebra 4.

Kapcsolat a logikaval.
o Varietds elsérendii nyelve.
o Elsérendii (és 4ltaldnosabb) itéletek megdrzése konstrukcidkndl.
o Kifejezésfiiggvény, polinom.

@ Varietds (algebra) tulajdonsigok jellemzése els6rendii nyelven.
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G. Birkhoff altaldnositasai

Altalanos (univerzélis) algebra 3.

A direkt szorzat altaldnositdsa.

o Definicié. Legyenek A;, i € I hasonlé algebrak. Az

AQHA,-

iel
algebra ezen algebrak egy szubdirekt szorzata, ha a mj: A — A;
projekcidk sziirjektivek minden i € /-re.
o Birkhoff tétele: Minden algebra izomorf szubdirekt irreducibilis
algebrak egy szubdirekt szorzatdval.
@ Sajnos a szubdirekt irreducibilis algebrdk meghatarozasa altaldban
igen bonyolult, tobb esetben mdig megoldatlan kérdés.
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G. Birkhoff altaldnc

Altalanos (univerzélis) algebra 5.

Varietasok Malcev-tipust jellemzései.

@ A.lL. Malcev tétele. (1954) AV varitdsban pontosan akkor teljesiil,
hogy barmely algebra barmely két kongruencidja a szorzdsnal
folcserélhets, ha létezik e varietds nyelvében olyan y kifejezés, hogy a

p(x,y,y) = ply,y,x) = x

azonossag V minden algebrdjan teljestil.

@ A. F. Pixley (1963). AV varietdsban pontosan akkor teljesiil, hogy
minden algebra kongruenciahdldja disztributiv és barmely két
kongruencia a szorzdsnal félcserélhetd, ha létezik a varietdsban olyan
v kifejezésfiiggvény, amelyre teljesiil a

V(X>y$X):V(Xv)/%y):V(}/v}/vX):X

azonossag.
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G. Birkhoff &ltalan

Altaldnos (univerzélis) algebra 6.

Varietdsok Malcev-tipust jellemzései.

B. Jonsson (1967). AV varietdsban pontosan akkor teljesiil, hogy minden
algebra kongruenciahdldja disztributiv, ha létezik olyan n € N és

Po, P1,- - -, Pn kifejezésfiiggvények, amelyekre teljestiilnek az aldbbi
azonossagok.

pi(x,y,x)=x, ha 0<i<n
po(x,y,2) =x, pn(x,y,2) =2z
pi(x,%,y) = pisa(x,x,y), ha i péros
pi(x,y,y) = pi+1(x,y,y), ha i pératlan
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G. Birkhoff &ltalan

Altalanos (univerzélis) algebra 8.

Teljességi kérdések. (A klasszikus Lagrange-tétel dltaldnositasai.)

o Definicié. Azt mondjuk, hogy az A = (A, F) véges algebra primal
(fiiggvény-teljes), ha minden f: A" — A leképezés (A-n definidlt
n-véltozds fiiggvény) kifejezésfiiggvény (polinom).

o Csakany B., Szendrei Agnes, Szabé6 L. eredményei (a 80-as évek)
szerint e kérdéskor szoros kapcsolatban van az algebra
automorfizmusai csoportjdval: annak , erésen” tranzitivnak és , elég
nagynak” kell lennie.
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G. Birkhoff altaldnc

Altalénos (univerzélis) algebra 7.

Varietasok Malcev-tipusti jellemzései: dltaldnosabb eset.

Tétel. (K.L. 1975.) AV varietdsban pontosan akkor teljesiil, hogy minden
algebra barmely részalgebrdja egy alkalmas kongruencia osztalya, ha
minden f n-ér kifejezésfiiggvényhez van olyan kg haromvaltozds
kifejezésfiiggvény, hogy

f(xt,...,xn) = ke(x0, X1, F(x0, X2, - . -, Xn))

azonossag minden V-beli algebran.
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