KLASSZIKUS ALGEBRA RUTINFELADATOK (2016 TAVASZ)

1. feladat. Fejezze be az 1.3. Tétel bizonyitasat.

2. feladat. Szamitsa ki kanonikus alakban:

1++/3i
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=7

3. feladat. Szamitsa ki kanonikus alakban:

243i _,  5-Ti

14+4i 2—i
4. feladat. Fejezze be az 1.11. Tétel bizonyitasat.

5. feladat. Fejezze be az 1.15. Tétel bizonyitasat.
6. feladat. Szamitsa ki az alabbi komplex szdmokat, ahol u =2 — 3i ésv =1+ 1:
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7. feladat. Abrézolja a Gauss-féle szdmsikon az aldbbi szdmhalmazokat:
{zeC: 0<Re(2+3) <1}, {zeC: liz—i|=1}.
8. feladat. Abréizolja a Gauss-féle szdmsikon az aldbbi szdmhalmazokat:
{z € C: Re(iz) =2}, {z€eC: Im(z—1) > 1}, {zeC: |Z2+2—1| <2}, {ze€C: |iz—1—14] > 1}
9. feladat. Szamitsa ki trigonometrikus alakban:

1+
10. feladat. Szamitsa ki trigonometrikus és kanonikus alakban is:

V242
V34

11. feladat. Szamitsa ki trigonometrikus alakban, és adja meg a végeredményt kanonikus alakban is:

—9

=7

(3 —V/3i) (2 — 2i) =7,

(—1+0)*% =2

12. feladat. Szamitsa ki trigonometrikus alakban, és adja meg a végeredményt kanonikus alakban is:
(VB4+i)1298 =2, (24 2v/3i)5% =2
13. feladat. Abrézolja a Gauss-féle szamsikon az aldbbi szamhalmazt:
{z€C: arg(z+ zi) =7}
14. feladat. Abrézolja a Gauss-féle szdmsikon az aldbbi szamhalmazokat:
{ze@:OSarg(zi)<%}, {zeC:%<arg(E)§£}

15. feladat. Szamitsa ki trigonometrikus alakban, és adja meg a végeredményt kanonikus alakban is:

V=24 2i =7

16. feladat. Szamitsa ki trigonometrikus alakban, és adja meg a végeredményt kanonikus alakban is:

Vi =2, v/ —1—/3i =2, V64 =2, V=27 =2

17. feladat. frja és rajzolja fel a 6. egységgyokoket, és mindegyikrél dllapitsa meg, hogy hanyadik primitiv egységgyok.
18. feladat. frja és rajzolja fel a 8. és a 12. egységgyckoket, és mindegyikrdl allapitsa meg, hogy hanyadik primitiv
egységgyok.

19. feladat. Egységgyokok-e a kovetkezd komplex szamok, és ha igen, akkor hdnyadik primitiv egységgyokok?
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20. feladat. Egységgyokok-e a kovetkezo komplex szamok, és ha igen, akkor hanyadik primitiv egységgyokok?
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21. feladat. Az aldbbi halmazok koziil melyek alkotnak gyfiriit a szokdsos Gsszeadds és szorzds miiveletével?
C, R, Q, Z, RT, Qt, N, {péros szdmok} , {pératlan szdmok} ,
{irraciondlis szdmok} , {véges tizedestortek} , R™™, Z[i)={a+bi:a,beZ}

22. feladat. A 21. feladatbeli halmazok koziil melyek alkotnak integritdstartoményt a szokdsos Osszeadds és szorzas
miveletével?

23. feladat. A 21. feladatbeli halmazok koziil melyek alkotnak testet a szokdsos Osszeadds és szorzas miiveletével?

24. feladat. Az alabbi szdmhalmazok kozill melyek alkotnak gytriit, integritdstartomanyt, illetve testet a szokasos
Osszeadas és szorzas miiveletével?

ZIV2)={a+bv2:a,beZ}, Q(v2) ={a+bv2:a,b€Q}, Qi) ={a+bi:abecQ},
{a+bi:a,b€Zés a piros}, {a+bi:a,beZésb paros}, {a+bi:a,b€Zésaisésbis piros},
{a+bi:a,b€Zésa=b (mod2)}, {a+bi:a,b€Zésa=b (mod3)}
25. feladat. Fejezze be a 2.30. Tétel bizonyitasat.
26. feladat. Hatarozza meg az alabbi két polinom legnagyobb ko6zos osztdjét:
f=a* 4223 + 422 + 22 + 3, g=a>+2>+2-3.
27. feladat. Oldja meg az fu + gv = Inko (f, g) egyenletet az R [z] polinomgyfiriiben, ahol
f=a"+223 +42® 420 +3, g=23+2"+2-3.
28. feladat. Oldja meg az fu + gv = 1 egyenletet az Zs [x] polinomgyiriiben, ahol
f=2*+32+1, g=x>+22% + 4z + 2.

29. feladat. Hatdrozza meg f és g legnagyobb kozos osztdjat, oldja meg az fu+ gv = Inko (f, g) egyenletet, és szdmitsa
ki f és g komplex gyokeit, ahol

f=a"+223 —2?—dr—2, g=a+2> -2 222

30. feladat. Hatdrozza meg f és g legnagyobb kozos osztéjét, oldja meg az fu+ gv = Inko (f, g) egyenletet, és szdmitsa
ki f és g komplex gyokeit, ahol

f=at4+23+224+32-3, g=a*+2>+2%+3z—6.
31. feladat. Oldja meg az fu + gv = Inko (f, g) egyenletet Zs [x]-ben:
f=at 423+ 22 +71, g=2°+1.
32. feladat. Oldja meg az fu + gv = Inko (f, g) egyenletet Zs [x]-ben:
f=at+2% 4z, g=a+ 2+
33. feladat. Oldja meg az fu + gv = 1 egyenletet Z; [z]-ben:
f=a* 4623 +322 +20+4, g=2®+6x +3.
34. feladat. Oldja meg az fu + gv = 1 egyenletet Zs [z]-ben:
f=a+4z, g=22>+32+2.
35. feladat. Oldja meg az f-u =1 (modm) konruencidt a Zs [z] polinomgytiriiben, ahol
f=a?+3zx+1, m=a2®+22% + 4z + 2.
36. feladat. Oldja meg az f-u =1 (modm) konruencidt a Zs [x] polinomgyiriiben, ahol
f=x2+41, m=az3 422 +1.
37. feladat. Hatdrozza meg az f € Zs [x] / (m) maradékosztaly multiplikativ inverzét, ahol
f=a?+3zx+1, m=a®+22% + 4z + 2.
38. feladat. Hatdrozza meg az f € Zy [r] / (m) maradékosztaly multiplikativ inverzét, ahol
f=22+1 m=a®+ 2%+ 1.

39. feladat. Szdmitsa ki a Zs [x] / (2® + 2 + 1) gyfirtiben 322 + 2 multiplikativ inverzét.

\\

40. feladat. Szdmitsa ki a Zs [z (x +224z+ 1) gyfirtiben 222 + 4 multiplikativ inverzét.
41. feladat. Szamitsa ki a Zs [z] / (a: + 22+ 1) gyfiriiben 2 multiplikativ inverzét.

42. feladat. Szdmitsa ki a Zy [x] / (2® + 2 + 1) gyurliben T multiplikativ inverzét.



43. feladat. Hatdrozza meg azt a legalacsonyabb fokszdmu f € R [z] polinomot, amelyre
fO)=1f1)=2, f(2) =4, f(3)=8.

44. feladat. Hatédrozza meg azt a legalacsonyabb fokszdmu f € R [z] polinomot, amelyre
fA)y=2,f@2)=1, f(3)=4, f(4)=3.

45. feladat. Hatédrozza meg azt a legalacsonyabb fokszdmu f € R [z] polinomot, amelyre

f(=1) =10, f(0)=5, f(1)=3, f(2)=4

46. feladat. Fejezze be a 3.38. Tétel bizonyitasat.

47. feladat. Hanyszoros gyoke c = 1 az f = 2% — 422 + 52 — 2 polinomnak?

48. feladat. Hanyszoros gyoke ¢ = 2 az f = 2° — 5z* + 72® — 222 + 42 — 8 polinomnak?

49. feladat. Hanyszoros gyoke ¢ = —2 az f = 2% + 72* + 1622 + 822 — 162 — 16 polinomnak?

50. feladat. Szémitsa ki az f = x* + 4iz3 — 722 — 6ixz — 4 polinom komplex gydkeit az y = x + 7 hatdrozatlanra valé
attérés segitségével.

51. feladat. Szamitsa ki az f = 2* — 4iz® — 322 — 2iz — 12 polinom komplex gydkeit az y = x — i hatdrozatlanra valé
attérés segitségével.

52. feladat. Szémitsa ki az f = 2* + 8ix® — 2622 — 40iz + 21 polinom komplex gydkeit az y = = + 2i hatarozatlanra
vald attérés segitségével.

53. feladat. Bontsa irreducibilis tényezék szorzatara az alabbi polinomot:
f=a+32x* —2®+ 227+ 2 - 1€Zs[z].
54. feladat. Bontsa irreducibilis tényezok szorzatéra az aldbbi polinomot:
2’ + 2t +22° + 2% +1 € Zs[a].
55. feladat. Bontsa irreducibilis tényezok szorzatara az alabbi polinomot:
2+t 223 420+ 1€ Zz[x].
56. feladat. Bontsa irreducibilis tényezOk szorzatéra az aldbbi polinomot:
2® 4+t 4223 +1 € Zs[].
57. feladat. Bontsa irreducibilis tényezOk szorzatéra az aldbbi polinomot:
x® + a3+ 4a? +4 € Zs[2].
58. feladat. Hatarozza meg Zs felett az Osszes legfeljebb harmadfoki irreducibilis polinomot.
59. feladat. Bontsa irreducibilis tényezOk szorzatéra az aldbbi polinomokat:
trr+1€Zyx], '+t +1€Zya].
60. feladat. Hatérozza meg az f = 2% — 27 polinom irreducibilis felbontdsat C és R felett.
61. feladat. Hatdrozza meg az f = 2% + 1 polinom irreducibilis felbontésat C és R felett.
62. feladat. Hatdrozza meg az f = 2% — 16 polinom irreducibilis felbontdsat C és R felett.
63. feladat. Hatdrozza meg az f = x* — 22 + 1 polinom irreducibilis felbontasat C és R felett.
64. feladat. Hatdrozza meg az f = 2% + 723 — 8 polinom irreducibilis felbontdsat C és R felett.
65. feladat. Hatdrozza meg az f = 2% + 2* + 23 + 22 + x + 1 polinom irreducibilis felbontasét C és R felett.

66. feladat. Bontsa Q felett irreducibilis polinomok szorzatara az alabbi polinomot:
f=2x" 4 52° + 42° + 132" + 542 + 8422 + Hdx + 12.

67. feladat. Bontsa Q felett irreducibilis polinomok szorzatara az alabbi polinomot:
f =32 —102°° 4 1002 — 50.

68. feladat. Bontsa Q felett irreducibilis polinomok szorzatdra az alabbi polinomot:
f =4zt —72% — 5z — 1.
69. feladat. Bontsa Q felett irreducibilis polinomok szorzatara az alabbi polinomot:
325 4+ 22° — 72t + 2.
70. feladat. Bontsa Q felett irreducibilis polinomok szorzatara az alabbi polinomot:
22 — 2° + 152 + 12.
71. feladat. Bontsa Q felett irreducibilis polinomok szorzatara az aldbbi polinomot:

2 =2+t — 1.



72. feladat. Bontsa Q felett irreducibilis polinomok szorzatara az alabbi polinomot:

2 — a2t — 2%+ 222 — 1.

73. feladat. Bontsa Q felett irreducibilis polinomok szorzatara az alabbi polinomot:

28— a® — 223 — 322 —z— 2.

74. feladat. Bontsa Q felett irreducibilis polinomok szorzatara az aldbbi polinomot:
28 + 2 + 20t + 423 — 42% + 42 — 8.

75. feladat. Irja fel a Zy [z]/ (22 + z + 1) négyelemii test dsszeadd- és szorzotablajat.

76. feladat. Hany elemii a Zy [z] / (2% + 2% + 1) gylri? Test-e ez a gylri?

77. feladat. Hény elemi a Zs [x] / (z* + 1) gylri? Test-e ez a gylrii?

78. feladat. Hany elemii a Z3 [z] / (z* + 1) gylri? Test-e ez a gylri?

80. feladat. Hény elemt a Zs [z] / (2* + 2) gyuri? Test-e ez a gylri?

81. feladat. Hény elemi a Z7 [z

1/ (=®
1/ (=*
1/ (22
79. feladat. Hany elemii a Zs [z] / (gc + a2+ 1) gylri? Test-e ez a gyuri?
1/ (2?
]/ (22 +2) gyliri? Test-e ez a gyfirti?
]/

82. feladat. Szdmitsa ki a Z; [z] / (2® —  + 1) testben az aldbbi hdnyadosokat:

1/222 +1 =7, T/x+1="
83. feladat. Szdmitsa ki a Z3 [z] / (#® — 22 + z + 1) testben az aldbbi hdnyadosokat:

1/ +1=2, 22/x —1=".
84. feladat. Szémitsa ki a Zs [z] / (#® 4+ 22 — z + 1) testben az aldbbi hdnyadosokat:

1/z =7, T/x — 1.
85. feladat. Hatdrozza meg a K = Q[z]/ (2® — 7) testben a 2 — 2 elem multiplikativ inverzét.

86. feladat. Hatdrozza meg a Q[z]/ (z® — 2) testben az 22 + 3z + 4 elem multiplikativ inverzét, majd gydktelenitse
ennek segitségével a kévetkezd tort nevezojét:
1

VA+392+4
87. feladat. Hatdrozza meg a Q|z]/ (x3 — 5) testben az x2 + 3x — 2 elem multiplikativ inverzét, majd gyoktelenitse

ennek segitségével a kovetkezd tort nevezojét:
1

V254 3V5 -2
88. feladat. Fejezze be a 3.72. Tétel bizonyitasat.

89. feladat. A derivalt vizsgdlatdval hatdrozza meg az f = 2° + % — 523 — 22 4 8z — 4 polinom t3bbszords gyokeit,
majd az Osszes gyokét (multiplicitdssal egytitt).

90. feladat. A derivalt vizsgilatdval hatdrozza meg az f = 3z* — 423 4 1 polinom t6bbszords gyodkeit, majd az Gsszes
gyokét (multiplicitassal egyiitt).

91. feladat. A derivalt vizsgalatdval hatdrozza meg az aldbbi f = x® — 1023 — 2022 — 152 —4 polinom t6bbszords gyokeit,
majd az Osszes gyokét (multiplicitdssal egyiitt).

92. feladat. Mutassa meg, hogy az ax? + bx + ¢ polinom diszkrimindnsa a? (o — a2)2 =b% — 4ac.
93. feladat. Fejezze ki az f = a3 + 23 + 23 € R [z1, 2, 23] polinomot az elemi szimmetrikus polinomok polinomjaként.

94. feladat. Anélkiil, hogy megkeresné a gyckoket, hatdrozza meg az f = 22 —3x2+x—8 polinom gydkeinek kobosszegét,
valamint szdmtani, mértani és harmonikus kozepét.

95. feladat. Fejezze ki az a7 + x5 + x5 € R [x1, 29, 23] polinomot az elemi szimmetrikus polinomok polinomjaként.

96. feladat. Anélkiil, hogy megkeresné a gyokoket, hatdrozza meg az f = 223 +42% — 6z +2 polinom gydkeinek negyedik
hatvanyosszegét.

97. feladat. Fejezze be az 5.9. Allitds bizonyitasat.
98. feladat. Fejezze be az 5.12. Allitas bizonyitasat.
99. feladat. Fejezze be az 5.30. Tétel bizonyitasat.
100. feladat. Fejezze be az 5.42. Tétel bizonyitasat.



