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1. KOMPLEX SZAMOK.

1.1. Definicié. Jeldlje R a valds szamok halmazdt. Az R x R halmaz
elemeit komplex szamoknak nevezziik. A komplex szdmok halmazdt
C fogja jeldlns.
1.2. Definicié. Legyen (a,b), (c,d) € R x R két komplex szim. Ossze-
glikon €s szorzatukon a kévetkezd komplex szamokat értjiik:

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d),

(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + be),

Eszrevételek.
1. Az imént definialt két miivelet mindegyike asszociativ és kommuta-
tiv, tovabba a szorzas disztributiv az 6sszeadéasra.
2. A (0,0), és az (1,0) elemek tgy viselkednek az Gsszeadasnal, ill. a

szorzasnal, mint a valds szAmok esetén a 0 é az 1.
3. Egyszert szamolassal kaphatok a kévetkezdk:

(a,b) + (—a, —b) = (0,0)
(a,b) - (1,0) = (a,b).
1.1. Allitas. Ha (a,b) # (0,0), akkor megoldhaté R x R-ben az (a,b) -
(x,y) = (1,0) egyenlet.
Bizonyitas.
(@,0) - (z,y) = (ax — by, bz + ay) = (1,0),
amibdl az R {6lotti
ar —by =1
br +ay =0
linearis egyenletrendszert kapjuk. Ennek pontosan egy valés megoldasa

van, mivel determinansa, a® + b? # 0:
a

a? + b?
—b

a? + b?
1.2. Allitas. Tekintsik a ¢: R — R xR, a — (a,0) leképezést. E
leképezés injektiv, tovabbd barmely a,b € R-re

(a+b)p =ap+byp

(ab)p = ap - by.
1

y:



2

Megjegyzések.

1. A el6bbi éllitas lehetévé teszi, hogy a valoés szamok halmazanak
bévitéseként tekintsiik a komplex szdmok halmazat.

2. Az (a,0) komplex szdmot azonosithatjuk az a valés szammal.

3. Tetszoleges (a,b) € C-re az

(a,b) = (a,0)+ (0,b) = (a,0) + (b,0)(0,1),

egyenl@séget és az el6bbi megjegyzést figyelembe véve az (a, b) komplex
szém helyett irthatunk a + bi-t, ahol "i" egy olyan szimboélum, amelyre
i = —1, ugyanis (0,1)? = (—1,0).

1.3. Definicié. Az a + bi formdlis dsszeget az (a,b) komplex szam
kanonikus alakjanak nevezzik. Igy azt is irhatjuk, hogy C = {a +
bi:a,beR, i? = —1}.

A kanonikus alakban irt komplex szamokal tgy szdmolhatunk, mint
kéttagu algebrai kifejezésekkel, figyelembe véve, hogy egyrészt az i

szimbo6lum szorzéasnal folcserélhets a valds szamokkal, méasrészt, hogy
2
1° = —1.

a+bi=c+di < a=c b=d
(a+bi)+c+di)=(a+c)+ (b+d)i
—(a+bi) = (—a) + (=b)i
(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i

! a (a® +b* £ 0)

atbhi i @re”
1.4. Definicié. A z = a+bi komplex szam valds- ill. képzetes része
az a, il a b valds szam. Jelilése: Re(z) = a, Im(z) = 0.

Megjegyzés. A komplex szamoknal is alkalmazhatjuk a — valoés sza-
moknél megszokott — modszert, miszerint az u + (—v) helyett u — v-t
irunk, igy a+ (—b)i helyett egyszertien a—bi-t irhatunk. De ne feled;jiik:
Im(a — bi) = —b.

1.5. Definici6. Legyen n > 1 természetes szim, és z eqy komplex
szam. Azt mondjuk, hogy az u komplex szam a z eqy n-edik gydke, ha
u" = z.
Meg fogjuk mutatni, hogy egy z komplex szdmnak barmely n-re
létezik n-edik gyoke, mégpedig n szamu kiilonbozs, foltéve, hogy z # 0.
Kanonikus alakban altaldban csak a négyzetgyokok hatarozhatok meg.

Ha z = a + bi # 0, akkor olyan v = x + yi komplex szamokat kell
meghatarozni, amelyekre (x + yi)? = a + bi. Az z,y € R valos szamok
megoldésai az

-yt =a

2ey = b
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egyenletrendszernek, amelyet egyszerd megoldani, és a z # 0 esetben
két megoldast kapunk (ezek egyméas —1-szeresei).

A valos szamok egy egyenes, az Un. szamegyenes pontjaiként rep-
rezentalhatok, mig egy 2z = a + bi komplex szamnak a sik (a,b) koor-
dinataju pontjat feleltethetjiik meg egy olyan koordinata-rendszerben,
amelynek z tengelye a (valos) szamegyenes. Ez esetben szokas a sikot
szamsiknak, vagy Gauss-féle szamsiknak nevezni. A két tengelyre
hasznalatos a valos-, ill. képzetes tengely elnevezés.

1.6. Definicié. A z = a + bi komplex szamnak megfeleld (a,b) pont
valos tengelyre vett tikorképének megfeleld a — bi komplex szdmot a z
konjugaltjanak nevezziik. Jelolése: Z = a+ bt = a — bi.

Megjegyzések.

1. Vilagos, hogy a z — Z megfeleltetés C-nek bijektiv leképezését
definidlja 6nmagéra, és Z = z minden z € C-re.

2. E leképezés megérzi a C halmazon korabban bevezetett mtiveleteket,
azaz tetszoleges z1, 2o € C komplex szam és x € {+, -} mivelet esetén

21k 29 =21 % 22

z z1
(_1) = :17 ha 22 # 0
Z9 29

3. A konjugalt segitségével egyszertien elvégezhets s kanonikus alaki
komplex szamok osztasa: tetszéleges 21, 2o € C komplex szamokra, ha
29 # 0, akkor

21 2122

Zy 29+ 7Z3

Vil4gos, hogy a jobb oldalon a nevezében valés szam &ll.

1.7. Definicié. Eqy z = a + bi komplexr szam abszolut értéke a

|z| = V2Z = Va? + b? nemnegativ valds szam.

Eszrevételek.

e Vegyiik észre, hogy egyrészt ez a definicié tartalmazza a valos
szamok ismert abszolut érték fogalmét, masrészt a szorzat, ill.
héanyados abszolit értéke megegyezik a tényezsk abszolut érté-
kének szorzataval, valamint az abszolut értékek hanyadosaval.
lamely z komplex szam abszolut értéke éppen a neki megfele-
16 pontba mutatd helyvektor hosszéval egyenld, tovabba az is,
hogy barmely z € C-re 2| = |Z|.

e Az el6bbibdl kovetkezik az is, hogy a komplex szamok abszolut
értékére érvényes a haromszog egyenlStlenség, azaz tetszéleges
21, 2o € C-re

|21 + 20| < |z1| + |22]-



Utobbi észrevételeinket hasznalva egy tjabb, geometriai indittata-
su jellemzését adhatjuk a komplex szamoknak. Ugyanis a sik pontjait
nemcsak derékszogl koordinatédkkal, hanem polarkoordinatékkal is jel-
lemezhetjiik: a pontba mutato helyvektor hosszaval és e helyvektornak
az x tengely pozitiv felével bezart szogével.

1.8. Definicié. A z = a + bi nemzéré komplex szdim argumentuma
az az o $z209 — tvmértékben mérve — amelyet az (a,b) pontba mutato
helyvektor zdr be az x tengely pozitiv felével. Jelilése: arg z.

Megjegyzések.

1. Az argumentum csak 27 egész szamu tobbszoroseitdl eltekintve egy-
értelmd.

2. A 0 komplex szamhoz nem rendeliink argumentumot.

3. Ha a z = a+ bi nemzér6 komplex szamra |z| = r és a = arg z, akkor
a=rcosa, b=rsina.

1.9. Definicié. A z nemzéré komplex szim trigonometrikus alakja
z =r(cos p + isin p),
aholr = |z|, ¢ = argz. Hau = s(cos+isin), akkor z = u pontosan

akkor dll fonn, ha r = s és ¢ — ¥ = 2km valamely k egész szamra.

Megjegyzés. Az Osszeadas nehezen végezhets el trigonometrikus
alakban (arra rendelkezésre all a kanonikus alak), de a szorzas és az
osztés elvégzése mar igen egyszeri feladat a kovetkez§ allitas alapjan.

1.3. Allitas. Tetszdleges z,u € C nemzérd komplex szamokra arg(zu) =
Z

arg z + argu, €s arg — = arg z — arg u.
U

Legyen n > 1 természetes szam. Az el6bbi allités alapjan, ha z,u €
C, z=r(cosp+ising), u= s(cost+isiny) olyan komplex szamok,
hogy u™ = z, akkor r = s" és nyY = ¢ + 2kn valamilyen k € Z-re.
Ezekbdl

n

o+ 2km
n

r, és Y= , keZ.

S =
Vilagos, hogy tetszéleges k € Z-re az
2k 2k
up = r (cosu —i—isinu)
n

komplex szdmok mindegyikére u} = z, azaz z n-edik gyoke, de nem
mind kiilonb6zsk. A trigonometrikus fiiggvények periddikusséga miatt

n

Up = Uy pontosan akkor teljesiil, ha nlk — L.
Ezzel igazoltuk a kovetkezs tételt.

1.4. Tétel. Egy nemzéro komplexr szamnak pontosan n szami kilon-
boz0 n-edik gydke van barmely n > 1 természetes szamra.



5

1.10. Definicié. Azon komplex szamokat, amelyek n-edik hatvinya
valamely n > 1 természetes szamra 1, n-edik egységgyokoknek ne-
vezziik.

Az egységgyokok abszolut értéke nyilvan 1, igy azok az

2km .. 2kw
Enj = Cos — +isin—, 0<Ek<n
n n

komplex szamok. Ezek a szamsikon az egységkoron helyezkednek el, az
(1,0) ponttol indulva egy szabéyos n-szog csicspontjaiban.
Eszrevételek.
o Tetszoleges 0 < k,l < n-re f | = ¢! | maga utan vonja, hogy
k =1, azaz €, ;-nek pontosan n szamu kiilonb6z6 hatvanya van,
amelyek kiadjék az 6sszes kiilonbozd n-edik egységgyokot.
e Ilyen tulajdonsagu egységgyok tobb is van, példaul €, ,,1.

1.11. Definicié. Azt mondjuk, hogy az & n-edik eqységgyok primi-
tiv n-edik egységgyok, ha pontosan n szamai kilonbozd egész kitevds
hatvanya van, mdsképpen mondva, egész kitevds hatvdnyaként az dsszes
n-edik eqységqydok elddll..

Iménti észrevételeinkbdl konnyen adodik a kdvetkezs tétel.

1.5. Tétel. Az ¢, = cos %TW + z'sin%TTr komplex szdm akkor és csak
akkor primitiv n-edik egységgydk, ha In.k.o.(n, k) = 1.

1.6. Kovetkezmény. Tetszdleges n > 1 természetes szamra létezik
primitiv n-edik eqységqyok, mégpedig annyi, ahdny n-hez relativ prim
szam van az 1,2, ..., n egészek kozitt (azaz szamuk ¢(n), ahol ¢ az in.
Euler-fiiggvény).

1.7. Kovetkezmény. Legyen n > 1 természetes szam. Tetszdleges z €
C komplex szam osszes kiilonbozd n-edik gyike felirhato ueq, ..., ue,
alakban, ahol u™ = z, €és e1,...,€, az 0sszes kilonbozd n-edik eqgy-
séqqyok, illetve ue®, 0 < k < n alakban, ahol € egy primitiv n-edik
eqyséqqyok.

1.8. Tétel. Tetszdlegesn > 1 természetes szamra az dsszes (kiilonbdzo)
n-edik eqységqyok dsszege 0.



2. AZ ABSZTRAKT ALGEBRA NEHANY ALAPVETO FOGALMA

2.1. Definicié. Legyen A nemiires halmaz. Az f: A% — A leképezése-
ket kétvaltozos miiveleteknek, pontosabban A-n definidalt kétvdltozds
mdveleteknek nevezzik. Ha a,b € A és f(a,b) = ¢, akkor helyette dl-
taldban a - b = c-t, vagy roviden ab = c-t irunk, és azt mondjuk, hogy
az a és a b elemek szorzata c. Az (A, f), ill. az (A,-) rendezett pdart
grupoidnak nevezziik. E grupoid véges, ha A véges halmaz.

Megjegyzések.

(1) Altalaban a miiveleti jel-szert, tehat a masodiknak emlitett jelolés-
modot fogjuk hasznélni.

(2) Amennyiben valamely adott A halmazon tobb kétvaltozos mivele-
tet kell megadnunk, akkor a +, o, x jelek valamelyikét alkalmazzuk a
tovabbi miveletekre.

2.2. Definicid. Legyen (A, o) grupoid. Azt mondjuk, hogy a

e o miuvelet asszociativ, ha barmely a,b,c € A elemre (aob)oc =
ao(boc);
e o mivelet kommutativ, ha bdarmely a,b € A elemre aob = boa.
e o miwvelet invertalhato, ha minden a,b € A-ra azaox =b és
yoa = b egyenletek megoldhatok, azaz létezik olyan c,d € A,
hogy
aoc=1» €s doa=1»

e o mivelet egyszertsitéses, vagy masképpen mondva kancela-
tiv, ha az eldbbi pontbeli eqyenleteknek legfoljebb 1-1 megolddsa
van.

e Aze € A elem egységelem ha bdrmely a € A-ra aoe = eoa =
a, ilyenkor azt (is) mondjuk, hogy a grupoid egységelemes. Az
olyan o € A elemet, amelyre minden a € A esetén fonndllnak
azaoo=o0, 00a = o eqyenldségek, e grupoid zérdelemének
nevezzik.

Az (A, o) véges grupoidot az alabbi miivelettablazatal, az un. Cayley-
tablaval is megadhatjuk, ahol a két bemeneten az A halmaz elemeit
soroljuk fol:

o‘... b
al--- aob

Vegyiik észre, hogy az imént definialt mtiveleti tulajdonsdgok — az
asszociativitas kivételével — egyszertien lathatok a mivelettablan. Va-
l6ban, a miivelet kommutativ volta azt jelenti, hogy a tabla szimmet-
rikus a f6atlojara. Tovabba, a mivelet invertalhato, ha a mivelettabla
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minden soraban és minden oszlopaban valamennyi elem el6fordul leg-
alabb egyszer, mig pontosan akkor egyszertisitéses, ha minden elem
minden sorban ill. oszlopban legféljebb egyszer fordul eld.

2.1. Allitas. Egy grupoidban leqfoljebb eqy egységelem, ill. eqy zérd-
elem lehet.

Megjegyzések.

1. Amennyiben félreértést nem okoz, az egységelemet 1-gyel, mig a
zéroelemet 0-val fogjuk jeldlni, tovabba az (A, o) grupoidot egyszertien
A-val jeloljiik, és aob helyett ab-t frunk. Ezt multiplikativ irAsmod-
nak nevezziik.

2. Abban a speciélis esetben, ha a miiveletet +-szal jeloljik, az egység-
elemet 0 fogja jelolni. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy additiv
frasmoédot hasznalunk.

2.2. Allitas. Ha valamely véges grupoid mivelete invertdlhatd, akkor
eqyszerisitéses is, €s megforditva amennyiben eqyszerisitéses, akkor in-
vertdalhato.

2.3. Definicié. Legyen A egységelemes grupoid. Az a € A elem inver-
talhato /1étezik inverze, ha van olyan o' € A, hogy ad’ = d'a = 1.
Azt mondjuk, hogy az a' elem a-nak egy inverze.

2.4. Definici6. Az asszociativ midveletd grupoidot félcsoportnak, az
eqységelemez félcsoportot monoidnak nevezziik.

2.3. Tétel. Monoidban barmely elemnek legfoljebb egy inverze lehet.
Ha a,b € A az A monoid invertdlhato elemei, akkor ab is invertdlhato.

Bizonyitas. Legyen A monoid, tovabba a,a’,a” € A olyanok, hogy
aa’ = d'a = aad” = a"a = 1. Ekkor
a =d1l=d(ad") = (da)d" =1d" =d".
Az allitas tovabbi része ezek utan egyszertien kaphato.
Jel6lés. Monoidban egy a elem inverzét a=! fogja jelolni, ha a mii-

veletet szorzésként irjuk, mig ha Osszeadasként, akkor —a. Hasznalni
fogjuk az a 4+ (—b) = a — b frasmodot is.

2.4. Kovetkezmény. Ha az a,b € A elemek az A monoid invertdlhato
elemei, akkor (ab)™ =b"la™t.

2.5. Definicié. Ha egy monoidban minden elemnek van inverze, akkor
csoportnak nevezziik, a kommutativ miveletd csoportot pedig Abel-
csoportnak.

Példak.
(1) Legyen A tetszGleges nemiires halmaz, és jelolje S4 az A halmaz
Osszes onmagara vald bijektiv leképezései (permutacioi) halmazat. E
halmaz a leképezésszorzassal csoport: az A-folotti szimmetrikus
csoport.
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(2) A szabalyos n szog szimmetriai (6nmagara valo egybevagosagi transz-
formécioi: forgatasok és tengelyes tiikkrozések) D,, halmaza a leképezés-
szorzassal ugyancsak csoport, az n-edfokt diédercsoport.

(3) Abel-csoportok: (Z,+), (Q*,-), (P(A),4), (Z/n,+), (Rn,-) (a
modulo n maradékosztalyok additiv csoportja, ill. a modulo n relativ
prim maradékosztalyok multiplikativ csoportja)

(4) Tetszoleges n € N-re az R folotti Osszes n x n tipusi invertalha-
t0 méatrixok a méatrixszorzassal, mint mitivelettel csoportot alkotnak.
E csoportot GL(n,R)-fel szokéas jelolni, s elnevezése: R folotti n-
edrendii altalanos linearis csoport. Az 1 determinansta n xn tipusi
R f6l6tti matrixok szintén csoportot alkotnak SL(n,R) jeldli, amelyet
R folotti n-edrendi specialis linearis csoportnak. szokas nevezni.

2.6. Definicio. Az (A;+,-) algebrdt gytrinek nevezzik, ha (A;+)
Abel-csoport (a gyird additiv csoportja), (A;-) félcsoport (a gyird mul-
tiplikativ félcsoportja), tovabbd barmely a,b,c € A-ra

a(b+c¢) =ab+ ac
(a+b)c = ac+ be,

azaz a - muvelet disztributiv az + miveletre. Ha a gyidrd multiplikativ
félcsoportja kommutativ/egységelemes, akkor azt mondjuk, hogy a gydrid
kommutativ/eqységelemes.

Példak.
(Z; +, ')’ (Q7 +, ')7 ((C, +, ')v (Rnxn; =+, ')7 (Zn; =+, ')v (n € N)v
(PU); A, N).

2.5. Tétel. Tetszdleges (A;+,-) gyiri esetén a 0 (az additiv csoport
egységeleme) a szorzdsra nézve zéruselem, tovdbbd tetszdleges a,b € A-

ra (—a)b = a(—b) = —(ab).

Jelolés. Tetszbleges gytirtiben 0 jeloli majd az additiv egységelemet,
—a az a elem additiv inverzét, tovabba 1 a multiplikativ egységelemet
(ha van).

Megjegyzés. Hasznélni fogjuk az a — b = a 4 (—b) irasmodot.

2.7. Definicié. Legyen R egységelemes gyird. Azt mondjuk hogy az
a € R invertalhat6, ha van olyan o' € R elem, hogy ad’ = d'a = 1.
Az R gyiri invertdlhato elemei halmazdt R* fogja jelélns.

2.6. Allitas. Tetszdleges eqységelemes R gytrd invertdlhato elemei R*
halmaza csoportot alkot a szorzdssal.

2.8. Definicid. Az elébbi R* csoportot az R gyiri egységcsoportja-
nak nevezzik.

2.9. Definici6. Legyen R gyird. Azt mondjuk, hogy a nemzéré a € R
elem baloldali zérusoszto, ha van olyan nemzéro b € R elem, amelyre
ab = 0. FEzen b € R elemet jobboldali zérusosztémak nevezziik.
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Azt mondjuk, hogy az R gyird zérusosztémentes gytrd, ha nem
tartalmaz sem baloldali-, sem jobboldali zérusosztot, azaz barmely a,b €
R\ {0} elemekre ab # 0. Kommutativ gydrd esetén nyilvan egyszerden
zérusosztot mondhatunk.

2.10. Definicié. Az egységelemes, kommutativ, zérusosztomentes gyi-
rit integritastartomanynak nevezziik.

2.7. Allitas. Integrtdstartomdnyban lehet nemzérd elemel eqyszerisi-
teni, azaz tetszdleges a,b,c (c # 0) elemekre

ac = be — a=n"b.

2.11. Definicié. Legyen (T';+,-) integritastartomdny, és T* = T\{0}.
Ha T legaldabb kételemd és (T*,-) csoport, akkor azt mondjuk, hogy T
test.

Példak.
A (Q;+,), (R;+,-), (C;+,-) algebrak testek.

2.12. Definicié. Legyen R gyird és S C R. Ha S az R-bdl ,orokilt”
muveletekkel gyird, akkor azt mondjuk, hogy S részgytrije R-nek.
Analog mddon definidlhato test, csoport, monoid, félcsoport, grupoid
részteste, részcsoportja, részmonoidja, részfélcsoportja, ill. részgrupo-
1dja.

2.13. Definici6. Legyenek (A;+) és (B;-) két grupoid, tovdbbd ¢: A —
B eqy leképezés. Azt mondjuk, hogy a ¢ leképezés megdrzi a + mii-
veletet, ha tetszdleges ay,as € A elemekre (ay + az)p = ajp - asp.
A miveletdrzd leképezéseket homomorfizmusnak, a bijektiv homor-
fizmusokat izomorfizmusnak nevezzik. Ha az A, B algebrdk kézitt

létezik izomorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy eten algebrdk izomor-
fak, jelolése: A= B.

Megjegyzés. Gytirik, testek esetén analég modon definialhatoé a ho-
momorfizmus (izomorfizmus) fogalma: a miivelet6rzést minden egyes
miiveletre megkoveteljiik.

Egyszertien igazolhatd a kovetkezs tétel.

2.8. Tétel. Félcsoport, monoid, csoport, gyirid homomorf képe félcso-
port, monoid, csoport, qyiri.

Ekvivalencidk és osztalyozasok, maradékosztalygytirtik

2.14. Definicié. Legyen A nemiires halmaz és o € A x A. Azt mond-
juk, hogy o ekvivalencia relacié roviden ekvivalencia az A halma-
zon, ha reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv reldcio.

2.15. Definicid. Legyen o egy ekvivalencia reldcio az A halmazon és
ac A A{be A:apb} halmazt az a elem p szerinti (ekvivalen-
cia)osztalyanak, az dsszes p-szerinti ekvivalenciaosztdalyok halmazit
pedig az A halmaz o szerinti faktorhalmazanak nevezzik.
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Jel6lés. Valamely a elem g szerinti osztalyat [a]e-val, vagy ha nem
okoz félreértést, egyszertien a-val jeloljik. A faktorhalmazt pedig A/p
jeloli, azaz A/p ={a: a € A}.

2.16. Definici6. Legyen A nemiires halmaz, és C C P(A). Azt mond-
guk, hogy C az A halmaz eqy osztalyozasa, ha

(1) VX eC: X #0,

() VX #Y eC: XNY =0,

(3) UxecX = A.

2.9. Tétel. Legyen A nemiires halmaz. Ha o ekvivalenciareldcio A-n,
akkor A/ egy osztdlyozds A-n. Ha pedig C C P(A) egy osztdlyozds,
akkor az apb < dC € C:a,b € C formuldval definidlt o reldcio
ekvivalencia az A halmazon. Az imént megadott ,ekvivalencia — osz-
talyozds”, és az ,osztdlyozds — ekvivalencia” megfeleltetések egqymds
muverzet.

Jelolés. Legyen m > 2 és o € Z X Z a modulo m kongruencia, azaz
apb <= a =b (mod m). Tudjuk, hogy ezen g ekvivalencia Z-n, és
az a € 7 osztalyat jelolje @, azaz @ = {b € Z: a =b (mod m)}. Az a
osztéalyra hasznélni fogjuk a (modulo m) maradékosztaly elnevezést.
A megfelels faktorhalmazt azonban az ilyen esetekben nem Z/p, hanem
Z, fogja jeldlni. Nyilvan Z,, = {0,1,...,n — 1}

2.10. Tétel. Legyen m > 2 egész és definidaljuk Z,,-en a kovetkezd két
miveletet:

a+b=a+b
=a-b.

E két mavelet jol definidlt, azaz az eredmény nem figg attol, hogy az
adott osztalyok mely eleneivel végeztik el azoka. A (Zy,;+,-) algebra
eqységelemes kommutativ gyiri.

S o

a -

2.17. Definici6é. Az imént kapott Z,, gyirit modulo m maradék-
osztalygytrinek nevezziik.

2.11. Tétel. Egy 7Z,, maradékosztdly pontosan akkor test, ha m prim-
szdm. Ha m oOsszetett szam, akkor a Z.,, gyiri tartalmaz zérusosztot
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3. EGYHATAROZATLANOS POLINOMOK

A tovabbiakban R mindig egy tetszdleges integritastartomanyt, mig
F' egy tetszdleges testet jelol.

3.1. Definicié. R folotti polinomnak nevezziik az olyan, R-beli ele-
mekbdl képezett, (ag, ay, . ..) végtelen sorozatot, amelynek csak véges sok
nemzéro tagja van. Az dsszes R folotti polinomok halmazdt R[z| fogja
geldlna.

3.2. Definicié. Legyen f = (ag,ai,...) € R[z] tetszdleges polinom,
ésn € N. Az f polinom n edik tagja e sorozat n indextd tagja:
(f)n = Qp.

3.3. Definici6. Az f € R[z| polinom fokszama a legnagyobb olyan
n € Ny, amelyre a, # 0. Ha ilyen n nincs, azaz f = (0,0,...), ak-
kor f fokszama —oo. Az f polinom fokszimdt deg f fogja jeldlni. Ha
deg = 1, —o00, akkor azt mondjuk, hogy f konstans polinom. Ha
deg f = n > 0, akkor az a, elemet f f6egyiitthatdjanak nevezziik,
az 1 féegyiitthatoji polinomokat pedig f6polinomoknak.

3.4. Definici6. Az f,g € R[z| polinomok 6sszege ill. szorzata a
kovetkezd két polinom:

(f+ 9= )+ (9)n

n

(f 9= Z(f)z(g)n—z

i=0
3.1. Allitas. Tetszdleges f,g € R[x] polinomokra

deg(f + g) < max{deg f,degg} és deg(f-g) = deg [ +degg.
3.2. Tétel. A 3.4. Definiciobeli miveletekkel R[x] integritdstartomdny.

3.5. Definicié. A R[x| gyirit az R f6lotti egyhatarozatlanos po-
linomgyftrtnek nevezzik. haszndlni fogjuk a rovidebb: R folotti poli-
nomgyird elnevezést is.

3.3. Allitas. Minden a,b € R esetén
(a,0,0,...) + (,0,0,...) = (a+b,0,0,...)
(a,0,0,...)-(b,0,0,...) = (a-b,0,0,...)

Jelblés. Az elkévetkezSkben az (a, 0,0, .. .) polinom helyett egyszertien

a-t frunk, és nem kiilénboztetjiik meg az a gytrdelemtsl, azaz ugy

tekintjiik, hogy R C R[z]. A (0,1,0,0,...) polinomot pedig x jeldli a

jovében.

3.4. Tétel. Minden polinom elddll > a,a™ (a, # 0) alakban, és ez az
i=0

eldallitds egyértelmd. Ha f = (ag,aq,...) egy n-edfoki polinom, akkor

f=(ag,a1,...,a,,0,...) =ap+ a1+ ...+ ax".
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Jelolés. A polinomokat az elkdvetkezékben a,z™ + an,_12™ ' + ... +

a1z + ag, vagy > a;x" alakban irjuk, és hallgatélagosan mindig fol-

0
tessziik, hogy a, # 0, valamint azt, hogy e polinom n-edfokud, azaz
Upi1 = Apyo = ... = 0. Az x szimb6lum neve hatarozatlan (és nyilvan
x ¢ R). A hatarozatlant természetesen mas bett is jelolheti, leggyak-
rabban y, vagy pl. z. Ez esetekben a polinomgytirit R[y|, R[z],...
jeloli.

Jelolés. A tovabbiakban, mint mar emlitettiik, F' mindig egy testet
jelol, és F* = F'\ {0}.

3.6. Definicio. Legyen f,g € F[x]. Azt mondjuk, hogy az f polinom
osztdja a g polinomnak, ha létezik olyan h € F[z| polinom, hogy
g = fh. Jeldlése: flg

3.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f,g € F[z| polinomok asszoci-
altak, ha flg és g|f. Jelolése: f ~ g.

3.5. Tétel. Tetszileges f,g € F[z] polinomokra
f~g & dceF*: g=cf,
(flg és g #0) = degf < degy.
3.6. Tétel. Legyen F test. tetszdleges f,g,h € F|x] polinomokra

(1) fIf; (6) f1 < feF

(2) (flg és glh) = fIh; Olf & f=0;

(3) (flg ésglf) & 3c€Frg=cf; (8) (flg és flh) = flg=h;
(4) 11f; 9) flg = flgh;

(5) f10; 10) flg < [fhlgh, ha h#0;
Megjegyzés. Az el6bbi tételbeli (1) és (2) allitasok azt jelentik, hogy

az oszthatosig reflexiv és tranzitiv relacio test folotti polinomgytirtk-
ben.

(
(
(
(

3.7. Tétel. Legyen F test. Az asszocidltsdg ekvivalenciareldcio F|x]-
en. Két polinom pontosan akkor asszocidlt, ha eqgymdstol csak eqy nem-
26ré konstans (F*-beli elem) faktorban kilonboznek. A nulla osztdlyt
kiwéve minden asszocidltsdgi osztdly tartalmaz fépolinomot, mégpedig
pontosan egyet.

3.8. Definicid. Legyenek f, g € F[z] tetszdleges polinomok. Azt mond-
Juk, hogy a h € Flx| polinom az f és g polinomok egy legnagyobb
ko6z0s osztoja, ha

h|f és hlg,
Vh' € Flx]: b'|f, h'|g = B'|h.
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Tovdbba, azt mondjuk, hogy a k € F|x] polinom az f és g polinomok
eqy legkisebb k6z6stobbszorose, ha

Ik és g|k,
VK € Flx]: fIK, g|k' = K|k

3.8. Allitas. A legnagyobb kizos oszté, ill. a legkisebb kizo tobbsziros
— foltéve, hogy léteznek — csak asszocidltsag erejéig meghatdrozottak.

Jelblés. A legnagyobb kozos osztora és a legkisebb k6zos tobbszorosre
hasznalni fogjuk az In. k. o.(f, g), ill. 1k.k.t.(f, g) jeloléseket.

3.9. Tétel. (a maradékos osztas tétele) Legyenek f,g € F|x], és
g # 0 polinomok. Léteznek olyan egyértelmiien meghatdrozott q,r €
F[z] polinomok, hogy f = gq+r, aholr =0, vagy degr < degg.

Bizonyitas. Tekintsiik az f — gh, h € F[z| polinomokat. Ha szerepel
kozottiik a zéropolinom, akkor az els§ allitdst mar igazoltuk is, igy
foltehets, hogy egyik ilyen polinom sem zér6. Legyen ¢ € Flx] egy
olyan polinom, amelyre az f — gqg = r polinom fokszama minimaélis.

Ha degr > degg, akkor az f — gq polinombél az w;b,'z'g € F[x]
polinomot levonva — ahol u;, b,,, rendre az r, g polinomok f6egytitthatoi
— egy olyan f — gq' polinomot kapunk, amelynek fokszama kisebb r
fokszamanal, ami ellentmond a ¢ vélasztasanak.

Az egyértelmiiség igazolésa egyszeri rutinfeladat.

3.10. Tétel. Bdrmely két f,g € F[x] polinomnak létezik legnagyobb
kézos osztoja és legkisebb kozds tobbszorose. Fzek asszocidltsdg erejéig
eqyértelmien meghatdrozottak. A legnagyobb kézos oszto elddllithato
az f €s a g polinomok linedris kombindcidjaként, azaz léteznek olyan F
folétti u, v polinomok, hogy In.k.o.(f,g) = fu+ gv.

Bizonyitas. Az f, g polinomokon maradékos osztasok sorozatat vé-
gezziik a kdvetkezSképp:

f=9n+n
g="r1q2 + 72
Ty =T2q3 + 73

Tudjuk, hogy degg > degry > degry > ..., igy az osztéas sorozat véges
sok 1épés utan végetér. Ez csak Ggy kovetkezhet be, hogy lesz olyan 741
maradék, amely zér6. Egyszerd szamolassal kaphato (ugyanigy, mint
az elemi szamelméletben), hogy In. k. 0.(f, g) ~ r, azaz egy legnagyobb
koz0s 0szté az utolsé nemzérd maradék.

A kivant elgallitas — hasonloan az egész szamokra megismerthez —
az osztas sorozaton visszafelé haladva — kaphat6 meg.
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Nyilvanvalo, hogy tetszéleges f, g polinomokra, ha legalabb az egyik
nemzéro, akkor egy legkisebb kozos tobbszorosiik: fg/In.k.o.(f,g).
Tovabba, lk. k. t.(0,0) = 0.

3.9. Definicid. Az iménti bizonyitdasban szerepld osztds sorozatot Euk-
lideszi algoritmusnak fogjuk nevezni.

3.11. Tétel. Legyenek f,g,h € F|x] tetszdleges polinomok.

(1) In.k.o.(In. k. 0.(f, g),h) ~ In.k.o.(f,In. k. 0.(g, h)),

) In.k.o.(f,g) ~ 1n k.o.(g,h),

)lnko(f, f)~ f~Ink.o.(f,0),

) ( )Nf < flg,

) O~ Ik 0 (fh gh)

) Had .0.(f,g) ésd #0, tovabbd f = f'd, g = g'd, akkor
In. k. o. (f g’) ~ 1.
(7) Haln.k.o.(f,g9) ~ 1, akkor In.k.o.(f,gh) ~ In.k.0.(f, h).

/-\kh

(2
(3
(4
(5
(6

Megjegyzés. Az el6bbi tétel bizonyitdsa a legnagyobb kozos osztod
definicioja alapjan egyszertien elvégezhetd.

3.10. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f,g polinomok relativ pri-
mek, ha In.k.o.(f,g) ~ 1

3.12. Allitas. Legyenck az f,g € F[z] polinomok relativ primek. Ha
valamely h € Fx] polinomra f|h és g|h, akkor fg|h.

3.13. Tétel. Tetszdleges f, g, h € F[x] polinomok esetén,
(1) ha fg # 0, akkor

f g
.k 0. (ln.k. o.(f,9) In.k.o.(f, g)) o

azaz a két hanyados relativ prim;
(2) ha f és g relativ prim, akkor

flgh = flh;
(3) ha In.k.o.(f,g) # 0, akkor

f
In. k.o.(f, g)’h'

3.14. Tétel. Legyenek f,g,h € Flx] nemzérd polinomok. Pontosan
akkor léteznek olyan F folotti u,v polinomok, hogy fu + gv = h,
mdasképpen mondva, megoldhato Fx]-ben u,v-re az eldbbi egyenlet, ha
In.k.o.(f,g)|h. Ha (ug,vo) egy megoldds, akkor tetszéleges t € Fx]-re

g f

— . J — g — —
T ko T T ko(fg)

15 megoldds, és minden megoldds ilyen alakban irhato.

flgh <

t
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3.11. Definicié. Legyenek f,g,m € F|x] tetszdleges polinomok. Azt
mondjuk, hogy f kongruens g-vel modulo m, jelilése f = g (mod m),
ha m|f — g

3.15. Allitas. Az imént bevezetett mod m konruenciareldcié ekviva-
lenciareldcio Flz]-en. Két polinom pontosan akkor kongruens modulo
m, ha m-mel osztva ugyanazt a maradékot adja.

3.16. Tétel. Tetszdleges F test és f, g, f1,91, f2, 92, m € Flx| polino-
mok esetén
(1) fi = ¢g; (mod m), i € {1,2} maga utdn vonja, hogy
fit fo=g1 g2 (mod m)
fi-fa=g1-g2 (mod m).

(2) Hah # 0, akkor hf = gh (mod m) < f =g (mod M)
(3) Ha In.k.0.(m,h) ~ 1, akkor hf = hg (modm) & f =g
(mod m).

3.12. Definicié. A mod m kongruencidhoz tartozo ekvivalenciaosztd-
lyokat modulo m maradékosztalyoknak nevezzik. Az f € F|x]
polinomot tartalmazé modulo m maradékosztdlyt f jeloli, mig a mara-
dékosztalyok halmazdt (mdsképpen mondva, a modulo m kongruencid-
hoz tartozo faktorhalmazt, pedig Flx]/(m). Tehdt Flx]/(m) = {f: f €
Flz]}.

Megjegyzés. Az elemi szamelméletbeli ismereteink alapjan: f =
{f+gm:ge Flz]}.

3.17. Tétel. Tetszdleges f,g,m € Flx| polinomok esetén az fu = g
(mod m) linedris kongruencis pontosan akkor oldhatd meg, haln.k.o.(f,m)|g.
Ha ez teljesiil, akkor a megolddsok egyetlen modulo mkgnw maradék-

osztdlyt alkotnak.

3.18. Tétel. Legyen I test és m € Flx] legaldbb elséfoki polinom.
Az Flx]/(m) faktorhalmaz az f +G = f+g, f-G= fg miveletekkel
eqységelemes kommutativ gyird.

3.13. Definicid. Az eldzd tételbeli Fx]/(m) gyidrit — és a hozzd ha-
sonloan konstrudltakat — maradékosztalygytiritinek nevezziik.

3.19. Tétel. Egy Flx]/(m) maradékosztilygydrd pontosan akkor test,
ha az m polinom ireducibilis F' folott.

Irreducibilis polinomok, irreducibilis faktorizaci6 test folotti
polinomgytriiben

3.14. Definicid. Legyenek p,q € Fl[z| legaldbb elsdfoki polinomok.
Azt mondjuk, hogy a q polinom irreducibilis az F test folott, ha
nem bonthato fol deg q-ndl alacsonyabb foki polinomok szorzatdra, azaz
valahdnyszor ¢ = fg valamely f, g € Flx] polinomokra, mindannyiszor
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z

f~qésge F,vagy f € F és q ~ g. A p polinom prim, ha
valahdnyszor p|fg valamely f,g € F[z| polinomokra, mindannyiszor
plf vagy plg.

3.20. Allitas. Test folotti polinomgydriben a prim polinomok irredu-
cibilisek.

Bizonyitas. Legyen p, f,g € F[z], és p|fg. p prim volta maga utan
vonja, hogy p|f, vagy plg. Ha p|f, akkor egyrészt

degp=deg f+degg = degp <degf,

masrészt degp < deg f, és igy degp = deg f, azaz degg = 0. Mivel a
plg eset hasonloan targyalhato, az allitast igazoltuk.

3.21. Allitas. Test folotti polinomgyiriben az irreducibilis polinomok
primek.

Bizonyitas. Legyen ¢ irreducibilis polinom és valamely f, g € F[z] po-
linomokra q| fg. Ha g|f készen vagyunk, mig ha ¢} f, akkor In. k. 0.(q, f) ~
1. Igy léteznek olyan u,v € F[x] polinomok, hogy qu + fv = 1. Ekkor
qug + fgv = g, amibdl mar adodik allitasunk.

3.22. Kovetkezmény. Ha q € F[z] irreducibilis és valamely fi,. .., fi €
F[z] polinomokra q|f; ... fr, akkor van olyan 1 < i <k, hogy q|f;.

3.23. Tétel. Test folotti polinomgytiriben minden legaldbb elsdfoki po-
linom folbonthato irreducibilis polinomok szorzatdra. E félbontés a té-
nyezok sorrendjétdl és asszocidltsagtol eltekintve egyértelmi. Ez utobbi
dllitas azt jelenti, hogy ha valamely f € Flx| polinomra f = q1...qx =
Q - - G, ahol a q;, q;-k irreducibilis ' félétti polinomok, akkor egyrésat
k = m, madsrészt minden 1 < i < k-hoz van olyan 1 < 7 < m, hogy
qi ~ q;.

Bizonyitas. E tétel azt allitja, hogy test folotti polinomgytriikben
érvényes a szamelmélet alaptételének megfelel§ altalanositasa. A bizo-
nyitas is lényegében ugyanigy végezhets el, mit e klasszikus tételé.

Megjegyzés. Az irreducibilis- ill. a prim elem fogalma tetszéleges
integritastartomanyban is definidlhato, amit késébb meg is tesziink.
Ezen altalanosabb kontextusban kénnyen kaphato, hogy a primelemek
irreducibilisek, de nem minden irreducibilis elem prim. A legegyszertibb
példék a Z[iv/5] = {a + biv/5: a,b € Z} C C integritastartomanyban
adhatok meg. Ezzel kés6bb még foglalkozni fogunk.
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4. POLINOM GYOKEI, GYOKTENYEZOS ALAK, IRREDUCIBILITAS C,
R ES Q FOLOTT

4.1. Definicio. Azt mondjuk, hogy az a € F elem gybke (zérohelye)

az f € Flz]| polinomnak, ha f(a) = 0.

4.1. Tétel. (Bezout tétele) Barmely f € F|x] és a € F esetén
fla)=0 = x — alf.

Bizonyitas. f-en és x — a-n végzett maradékos osztasbol azonnal
kaphat6 az allitas.

4.2. Kovetkezmény. Ha aq,...,a, € F pdronként kiilonbozd elemek
és [ € Flx], akkor
fla)=...=flax) =0 & (z—a1)...(x —ap)|f

4.3. Kovetkezmény. Tetszdleges f,g € Flz| esetén e két polinom
kézis gyokei éppen a legnagyobb kozos osztojuk, In. k.o.(f, g) gydkei.

4.2. Definici6. Azt mondjuk, hogy az f € F[x] polinomnak az o« € F
elem k-szoros gydke, ha (x — «)k|f, de (x — )"} f. A k szdmot az
a gyok multiplicitasanak nevezziik.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy nem zartuk ki a k = 0 esetet. Vala-
mely a pontosan akkor 0-szoros gyok, ha nem gyok.

4.4. Allitas. Az elsdfoki polinomok barmely test folott irreducibilisek.

4.5. Tétel. Ha a legalabb mdasodfoki f € Flx| polinom irreducibilis,
akkor mincs gyoke F'-ben.

Megjegyzés. Az el6bbi tétel megforditasa nem igaz. Egy ellenpélda
az z* + 1 € R[z] polinom.

4.6. Tétel. Legyen f € Flz] és 2 < deg f < 3. F pontosan akkor
wrreducibilis, ha nincs gyoke.

4.7. Tétel. (a klasszikus algebra alaptétele) Minden legaldbb el-
séfoku komplex eqgyiitthatds polinomnak van gyoke a komplex szdamok
testében.

4.8. Kovetkezmény. A komplex szamok teste folott pontosan az el-
sdfoku polinomok irreducibilisek, igy minden komplex egyiitthatos leg-
aldbb elsdfoki polinom elsdfoki polinomok szorzatdra bonthato. Ha
f = a4+ ...+ azx +a € Clz|, a, # 0, akkor léteznek olyan
(nem féltétlendil kilonbozd) ay, ..., a, € C komplex szamok, hogy f =
an(r—oq)...(x —ay).

Megjegyzés. Az utobbi alakot az f polinom gyoktényezés alakja-
nak nevezziik.
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4.9. Kovetkezmény. Bdrmely f,g € Clz| esetén f|g pontosan akkor
teljestil, ha f minden gyoke egyittal gyoke g is, mégpedig legaldabb akkora
multiplicitassal, mint f-nek.

4.10. Tétel. Legyen f € R[z| nemkonstans polinom, és a € C\ R egy

gyoke, azaz f(a) = 0. Ekkor f(@) = 0 is teljesil, tovdbbd az o és @
gyokok multiplicitasa megegyezik.

Bizonyitas. Legyen [ = Zakx Ekkor
=0

Zaka —Zak ok = Zakak Zakak fla)=0=0.

A multlph(:ltasra Vonatkozo alhtas ezutan tr1v1ahs.

4.11. Kovetkezmény. Eqy valos egyiitthatos polinom pontosan akkor
irreducibilis a valds szamok teste folott, ha elsdfoki, vagy olyan mdsod-
foki polinom, amelynek nincs valds gydke. Tehdt az R folétt irreduci-
bilis polinomok a kéovetkezdk:

ear+b(a,beR, a#0);

o ar’ +br+c (a,b,ceR, a#0, V> —ac<0).

4.12. Kovetkezmény. Minden pdratlan fokszdma wvalds egyiitthatds
polinomnak van valds gyoke.

Bizonyitas. Az allitas azonnal adodik abbol, hogy a valos egyiitthatos
polinomok folytonos fiiggvények, és a péaratlan fokszamuak pozitiv és
negativ értékeket is folvesznek. A Bolzano-Darboux tétel alapjan a 0
értéket is {0l kell vennie.

Egy kombinatorikus bizonyitas is adhato, hiszen a nem valos komplex
gyokok konjugalt parokban fordulnak el6.

4.13. Allitas. Legyen Fy részteste F-nek, és f € Fiz]. Ha f irredu-
cibilis F' folott, akkor irreducibilis Fy folott is.

4.14. Tétel. Legyenck az f = 2™ + ap_12™ ' + ... + ayx + ag € Clz]
n-edfoki fépolinom komplex gydkei (mindegyiket annyiszor féltintetve,
ahdnyszoros gyok) oy, ..., a,. Ekkor érvényesek az aldbbi eqyenldségek.
—Qp_1 =01+ ...+ a,
Ap_o = Q1 Qg + O Q3 + ... + Q10

—Qp—3 = Q1003 + Q100 + ... + Qp_20py 10y,

n—1
()" a1 =qag ... Qo + Qg L Qg0+
ooyt 10l

(=D)"ag = aqag - ... - Q.
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Bizonyitas. Az éllitas egyszertien kaphato a 4.8. Kovetkezmény alap-
jan.

Megjegyzés. A fonti egyenlségeket Viete-formulaknak /képleteknek
nevezziik. A k-adik sor bal oldalan (—1)*a,,_; all, mig a jobb oldalan

az a,...,q, bettikbdl allo Osszes k-tényezGs szorzat Osszege, azaz egy
(:) -tagi Osszeg. Formélisan:

(—D*a,_p = Z iy * Qi = o Qs

1<i1<i9<...<ip <n

Irreducibilis polinomok 7Z és QQ folott

4.3. Definicié. Az a,2™ + ... + a1z + ag € Z[x] polinomot primitiv
polinomnak nevezzik, ha In. k. o.(ag,...,a,) = 1.

4.15. Allitas. Minden raciondlis egyiitthatds polinom folbonthatd eqy
raciondlis szdm és eqy primitiv polinom szorzatdra, formdalisan:

VieQlx] Ire Q If* € Zlz]: f=rf" ahol f* primitiv polinom.

Megjegyzés. Mivel az elébbi allitasban szerepld polinomokra f ~
1%, a Q[z] polinomgytirtiben mindig lehet — asszocialtsag erejéig —
primitiv polinomokkal szdmolni.

4.16. Allitas. Ha p € 7 primszam, akkor p a Z[z] gyiriben mint
konstans polinom s primtulajdonsdgi.

Bizonyitas. Legyen p primszam és f,g € Z[x] olyanok, hogy p|fg.
Szamoljunk most a Z,[z] polinomgytriiben. Tudjuk, hogy fg = f-7.
Mivel p|fg, fg = 0, azaz f-g = 0. A Z,[z] polinomgytri zérus-

osztomentes, igy f = 0, vagy g = 0, ami azt jelenti, hogy p|f, vagy
plg-

4.17. Kovetkezmény. (Gauss lemma) Primitiv polinomok szorzata
primitiv polinom.

Bizonyitas. Legyen f, g € Z[x] két primitiv polinom. Ha +1-en kiviil
lenne osztoja fg-nek, akkor lenne egy p primosztoja is, de ekkor p|f,
vagy plg.

4.18. Tétel. Ha eqy legaldbb elsdfoki egész egyiitthatds polinom nem
bonthato fél ndla alacsonyabb fokszdmi egész egyiitthatos polinomok
szorzatdra, akkor Q folott sem, és megforditva. Formdlisan megfogal-
mazva: ha f € Zlz|, degf = n > 1, akkor a kovetkezd két dllitds
ekvivalens.

(1) 3g,h € Z[x]: f = gh és 0 < degg,degh < n;

(2) 3g,h € Q[x]: f = gh és0 < degg,degh < n.

4.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy a p primszim pontos osztoja az
a egész szamnak, ha pla, de p* | a. Jeldlése: plla.
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4.19. Tétel. (Schénemann-Eisenstein-féle irreducibilitasi kri-
térium) Legyen f = ap,2™+ ap_ 12"+ ...+ a1z +ag € Z[x] nemkons-
tans polinom. Ha létezik olyan p primszam, hogy p | a,, p|la; minden 1 <
i £#n—1, ésp|lag, akkor f irreducibilis a raciondlis szamok teste folitt.

Bizonyitas. Tegyiik fol, hogy az f polinomra és a p primszamra
teljesiilnek a tételbeli foltételek, mégis léteznek olyan Q folotti g, h
polinomok, hogy f = gh. A 4.18. Tétel alapjan foltehets, hogy g, h €
Zx].

Tekintsiik az f, g, h polinomokat, mint a Z, test folétti polinomo-
kat. Ekkor f = @,z", ahol @, # 0. Egyszertien kaphato, hogy ekkor
G(z) = ux® és h(r) = va! alkalmas u,v € Z,-re. Mivel Z, zérusoszt6-
mentes, k+ 1 =n, és k < degg, | < degh. Mésrészt n = k + [, ahol
egyik 0sszeadando sem zérus, igy mindketts kisebb n-nél. Egyikiik sem
zér6 Z,|x]-ben, ezért a konstans tagok a g, h polinomokban zérok, azaz
oszthatok p-vel. E két tag szorzata azonban megegyezik f konstans
tagjaval, igy az sziikségképp oszthato p*-tel, ami ellentmondas.
Megjegyzések.

1. Az elébbi tétel megforditasa nem igaz! Abbodl, hogy nem létezik
a tételbeli foltételnek megfelels primszam, nem kovetkezik a polinom
reducibilitdsa. A legegyszeriibb példa az x + 1 polinom.

2. A tétel — bar egész egyiitthatos polinomokrol szol — alkalmazhato
racionalis egyiitthatés polinomokra is: be kell szorozni a polinomot a
nevezdk legkisebb kézos tobbszorosével (vagy egyszertien a nevezdkkel).

4.20. Kovetkezmény. Minden n > 1-re létezik Q folott irreducibilis
n-edfoki polinom.

4.21. Tétel. (forditott Schonemann-Eisenstein-féle irreducibi-
litasi kritérium)

Legyen [ = apx™+a, 12" ' +. ..+ a1x+ag € Z[z] legaldbb elséfoki po-
linom. Ha létezik olyan p primszam, hogy pllan, plan_1,...,plai,p ) ao,
akkor f irreducibilis a raciondlis szamok teste folott.

4.22. Tétel. (Rolle-tétele) Legyen f = ap,x™+a, 12" '+. . .+ajz+ag
eqy tetszdleges egész eqyiitthatos polinom. Ha létezik olyan § raciondlis
szam, amelyre p,q € Z, In.k.o.(p,q) =0, akkor

f (Z—?) =0 = qla, és plag.
q

Specidlisan, az egész egyiitthatds fépolinomok minden raciondlis gyoke
egész szam.

4.23. Kovetkezmény. Az elébbi tétel foltételei mellett, ha f(’a’) =0,
akkor tetszdleges m € Z-re p — mq|f(m). Specidlisan: p — q|f(1) és
p+qlf(=1).
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Megjegyzés. A Schonemann-Eisenstein tételnek egy elemi bizonyi-
tasa, valamint a Rolle-tételnek és kovetkezményének igazoldsa meg-
talalhato pl. Szendrei Agnes Diszkrét matematika c. konyvének IX.
fejezetében.
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5. POLINOMOK TOBBSZOROS GYOKEI

5.1. Definici6. Az f = a,2"+a, 12" ' +.. . +a1z+ay € Clx] polinom
derivaltjan az na,z" ' + (n — 1)a, 12" % + ... 4+ 2a27 + a; € Clz]
polinomot értjiik.

Jelolés. Az f polinom derivaltjat f’, mig a masodik,..., k-adik deri-
valtjat f”, ... f%) jeloli.

5.1. Tétel. Tetszdleges f,g € Clx] polinomokra és k € N egészre érvé-
nyesek az aldbbi eqyenldségek:

D) (f+9) =f+d, @ (o) =Ffotfd. ) () =kff

5.2. Tétel. Ha k > 1 egész, és az a € C k-szoros gyoke az f polinom-
nak, akkor o f'-nek k — 1-szeres gyoke. (Ha k =1, akkor o nem gyoke

f'-nek.)

Megjegyzés. E tétel megforditasa nem igaz. Abbol, hogy f'(5) = 0,
altalaban nem kovetkezik, hogy f(5) = 0.

5.3. Kovetkezmény. Legyen f € Clz|, a € C, és f(a) = 0. Az a
legkisebb k € N kitevd, amelyre f*)(a) # 0, éppen az o gyék multip-
licitdsa. Masképpen mondva, o pontosan akkor k-szoros gyoke az f

polinomnak, ha f(a) = f'(a) =... = f&V(a) =0, de f®(a) #£ 0.

5.4. Kovetkezmény. Az o komplex szdm pontosan akkor tébbszoris
gyoke az f polinmnak, ha gydke az In.k.o.(f, f') polinomnak.

5.5. Kovetkezmény. Bdrmely legaldbb elséfoki f polinomnak és az
m polinomnak ugyanazok a gydkei, csak az utobbi polinom min-

den gyoke egyszeres.

5.2. Definicié. A kompler szdmok testének résztesteit szamtestek-
nek nevezziik.

5.6. Kovetkezmény. Ha T eqy szimtest és az f € T[x] polinom irre-
ducibilis T-folott, akkor f minden komplex gyoke egyszeres.

Horner modszer

Ha egy f = ap2™ + ap_ 12" ' + ... + @17 + ag € F[z] n-edfoki poli-
nom helyettesitési értékét akarjuk kiszamitani valamely ¢ € F' helyen
és mechanikusan elvégezziik a helyettesitéseket, akkor 2n — 1 szorzést
és n Osszeadast kell elvégezniink. Ez nagy n-re elég hosszadalmas. Van
azonban gyorsabb, kevesebb mtveletet igényls eljaras is, amely egysze-
riien a szorzas Osszeadasra vonatkozo disztributivitasdn alapul. Ehhez
irjuk fel f(c)-t a kovetkez6 alakban:

fle)=((-(((an-ct+an_1) ct+ay2) ct+ay,3)...+az)-c+a)-c+ap.
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Ezt az alakot Horner-elrendezésnek nevezziik. Ebben balrol jobb-
ra haladva elvégezve a miiveleteket a kovetkezs részeredmény (egy zaro-
jelben lev§ kifejezés) mindig ugy adodik, hogy az el6z6t megszorozzuk
c-vel, és hozzdadjuk az f soronkoévetkezs egytitthatojat.

A szamoléast kényelmesebb a kovetkezs tablazat segitségével végezni:

] ana [ [0] & [ a

clag |apn-ctay |- |[d|d-c+&| | f(c)

Alkalmazzuk most az el6bbi Horner-modszert az f = a,z™ + --- +
a1z + ag € Flz] polinomra és a ¢ € F elemre, majd egészitsiik ki a
tablazatot egy djabb, az el6z6nél eggyel rovidebb sorral a fentebb leirt
szamolasi szabalyt kdvetve. Folytassuk tjabb, egyre rovidebb sorokkal,
mig végiil egy haromszog alakt tablazatot kapunk.

Ap | Gp—1 | "** | 01 | Go ‘
c . dy
c | dy
c dnfl
cll d,

A téblazat jobb szélén atlosan elhelyezkedd elemek — dy, dq, ..., d,
— megadjak annak a polinomnak az egyiitthatoit, amelyet f-bél az
x — ¢ hatarozatlanra valo attéréssel kapunk:

ap "+ ...+ ax+ag=d,(x —c)" +...+dy (x —¢) + dp.

Kiolvashato a tablazatbol az is, hogy ¢ hanyszoros gyoke f-nek: a
¢ gyok multiplicitdsa nem més, mint a legkisebb k, amelyre di # 0
(megengedve a k = 0 esetet is).

Az iménti eljarast iteralt Horner-médszernek nevezziik.
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6. HARMAD- ES NEGYEDFOKU EGYENLETEK MEGOLDASA

A komplex szdmok bevezetésének egyik iditéka az, hogy koriikben
mar minden masodfoku egyenlet megoldhato. Késébb latni fogjuk,
hogy ennél lényegesen tobb is igaz, nevezetesen: a komplex szamok
teste algebrailag zart. Ez azt jelenti, hogy tetszsleges fokszamu (per-
sze legalabb els6foki) komplex egytitthatos ,,algebrai” egyenletnek van
komplex gyoke. Erre a kérdéskorre késébb még visszatériink. Igy a
késébbiek teszik teljessé és pontosabban érthetévé a most targyalan-
do specialis eseteket, a harmad- és a negyedfoki egyenletek megoldési
eljarasat.

Az ax® +ba? +cx +d =0, a,b,c,d € C egyenleth6l z = y — %
helyettesitéssel, majd a kezd§ egyiitthatoval valo leosztas utan

Y +py+q=0

alakt harmadfoki egyenlethez juthatunk. Ha ennek megoldasait y =
u + v alakban keressiik, akkor ezen 1j hatarozatlanokra teljesiilnie kell
az

3uv = —p

u’ +v® = —¢q

egyenletrendszernek.
A maésodfokt egyenletek gyokei és egytlitthatoi kozotti ismert Gssze-
fliggések (Viete-képletek) alapjan u?, v megoldésa a

2 o B)gzo

masodfoki egyenletnek. Ebbdl

2 3
w3 [ ()"

A kobgyokvonésok elvégzése utan az
u, ue, ue?, v, Ve, ve>
szamokat kapjuk. Egyszerten ellenérizhets, hogy csak az
Y1 =u-+v, y2:u5+va€2, y3:u<€2—|—ve

értékek megoldasok. Az

Osszefiiggést Cardano-képletnek szokis nevezni, mert az § 1545-ben
megjelent Ars Magna cimd konyvében szerepelt elGszor (bar nem &
talalta meg) valos egytitthatokkal.

Az 2t +ax® + b2®> +cx +d = 0, a,b,c,d, € C alakii egyenletek
megoldasi eljarasat elgszor Ferrari talalta meg a XVI. szazadban (ter-
meészetesen valos egyiitthatokkal), és ezt is Cardano publikalta el6bbi
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konyvében. Az Otlet egyszert, az egyenlet bal oldalat két méasodfoki
polinom szorzatéara kell bontani. Ezt pedig tgy érhetjiik el, ha elébb
két, legfoljebb méasodfoki, polinom négyzetének kiilonbségeként irjuk.

Jelolje f egyenletiink bal oldalat és legyen g = 22 + 5% + «, ahol
a kés6bb meghatarozandd komplex szam. Az f — ¢g? masodfoka poli-
nom pontosan akkor lesz egy (els6fokt) polinom négyzete, a két gyoke
egybeesik, ami akkor teljesiil, ha diszkriminansa zér6. Ez pedig a-ra
egy harmadfoki egyenletet ad, amelyet a Cardano altal leirt eljaras-
sal oldhatunk meg. Vildgos, hogy az a-ra kapott barmelyik értéket is
hasznaljuk, megkapjuk a kivant félbontast.

A kovetkezs tételként — az olvasd kényelmére — megismételjiik a
4.7. Tételt (a klasszikus algebra alaptételét), mert annak egy kovet-
kezménye alapjan azonban csak négy — nem foltétleniil kiillonb6z6 —
megoldast kapunk.

6.1. Tétel. Minden, legaldbb elsdfoki, komplex egyiitthatds polinomnak
van komplex zérdhelye, azaz az 2" +a,_ 12" ' +. . +aix+ag = 0 komplex
eqyiitthatos egyenletnek van gydke a komplex szamok testében.

6.2. Kovetkezmény. Eqgy n-edfokiu komplex egyiitthatos polinomnak
pontosan n szdmiu — nem foltétlendil kiilonbézd — komplex zérohelye
van.

A harmad- és negyedfoku egyenletek megoldoképlete (megoldasi elja-
rasa) megtalalasa utan tobb, mint 200 évig kivalo matematikusok hada
kereste a négynél magasabbfoki egyenlete megoldoképletét, megoldasi
eljarasat. Tették ezt annak ellenére, hogy egészent a XVIII. szazad
legvégéig az sem volt ismert, hogy minden tn. algebrai egyenletnek
van megoldasa, masképpen mondva minden legaldbb els6fokii komplex
egylitthatos polinomnak van komplex zérohelye. Ugyanis csak 1799-
ben igazolta (el6szor) Gauss a 4.7. Tételt.

Kiegészités. ElGszor a XIX. szazad elején az olasz P. Ruffini iga-
zolta, hogy az 6tod- és magasabbfoki egyenletekre nem létezik sem
gyokképlet, sem altaldnos megoldasi eljaras. Bizonyitasa azonban hi-
anyos volt. E tényre az elsé korrekt bizonyitast a norvég N. H. Abel
adta meg 1826-ban. Néhany évvel kés6bb a francia E. Galois — el6-
deitdl teljesen eltéré megkozelitést és meggondolasokat alkalmazva —
megadta annak foltételét, hogy egy polinom zérohelyei véges sok 1é-
pésben, a testmiiveleteket és egész kitevds gyokvonéasokat alkalmazva,
elsallithatok legyenek a polinom egyiitthat6ibol.



26

7. POLINOMFUGGVENYEK, INTERPOLACIO.

7.1. Definicié. Az f = a,2™ + ... + ayx + ag € F[z]| polinom ¢ € F
helyen vett helyettesitési értéke az f(c) = a,c"+...+ajc+ag € F
elem. Az

f:F—=F c~ f(c)

leképezést az f € F[x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvénynek ne-
vezziik.

Jelblés. A polinomot és a hozza tartozd polinomfiliggvényt ugyanazzal
a betiivel jeloljiik. Az, hogy polinomrol, vagy polinomfiiggvényrdsl van
sz0, mindig a szovegkornyezetbdl deriil ki. Polinomfiiggvény esetén
az x-et altaldban valtozénak nevezziik (nem pedig hatarozatlannak,
mint a polinomoknél).

Megjegyzés. Nagyon fontos a polinom és a polinomfiiggvény fogal-
manak elkiilonitése, megkiilonboztetése. Erre a kovetkezd példak is
ramutatnak.

Példak.

1. Ha F véges test, mondjuk |F| = ¢, akkor az F' — F leképezések
szama q7, mig az F' f6lotti polinomok szadma végtelen.

2. Tekintsiik az f = 2% és a g = v Zs test f616tti polinomokat. Ekkor

f: 0-0=01—13=1, 2—2=2,
azaz ugyanugy az identikus fliggvény, mint a g polinomhoz tartozé. Ez
azt (is) mutatja, hogy kiilonb6z8 polinomok ugyanazt a polinomfiigg-
vényt hatérozhatjak meg.
A korébban igazolt Bezout tétel alapjan konnyen adédik a kévetkezd
tétel.

7.1. Tétel. Ha az f € Flz| (nemzérd) polinom fokszama n, akkor
legfoljebb n kiilonbozd gyoke van F-ben.

Megjegyzés. A polinom és a zérohely fogalmat egységelemes gyti-
rid f6l6tt is bevezethetjiik, de akkor nem érvényes mar az el6bbi tétel.
Példaul, a Z, gytiri f616tti 22 — 1 polinomnak 4 gyoke is van az alap-
gytrtiben.

7.2. Kévetkezmény. Ha az f, g € F[z] polinomok legfoljebb n-edfokiak,
ésn+1 kiilonbozd helyen ugyanaz a helyettesitési értékiik, akkor f = g.

7.3. Kovetkezmény. Ha az F' test végtelen, akkor két F' folotti poli-
nom akkor és csak akkor eqyenld, ha a hozzdjuk tartozo polinomfiigg-
vények megegyeznek.

Megjegyzés. Ha az F' test véges, akkor konnyen taldlhatok olyan
kiilonb6z6 polinomok F' f6l6tt, amelyek ugyanazt a polinomfiiggvényt
hatarozzék meg. Példaul, ha |F| = p prim, akkor ilyenek az 2P és az x
polinomok.
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7.4. Tétel. (Lagrange-interpolicio) Tetsdleges, pdronként kilonbizd
Cly. .y Cny1 €5 tetszdleges dy, ..., dpy1 (nem foltétlendl kilonbozd) F-
beli elemekhez pontosan egy olyan f € F[x] legfoljebb n-edfoki polinom
létezik, amelyre f(c;) = d; minden i € {1,2,...,n+ 1}-re.

7.2. Definicio. Az eldbbi tételbeli f polinomot Lagrange-féle inter-
polaciés polinomnak nevezzik.

Bizonyitas. Konstrualjuk meg a kévetkez6 polinomokat minden 1 <
1 <n+ 1l-re
n+1

,_Hl .(37 —¢j)

Di(x) = S
IT (ei— Cj)

J=1, i#j

Vilagos, hogy e polinomok legféjebb n-edfokuak, és ®;(¢;) = 1, tovabba
minden k # i-re ®(c;) = 0. Igy az

n+1

polinom rendelkezik a kivant tulajdonsagokkal.

Megjegyzés. Elsfordulhat, hogy az n+ 1 pontra illeszkeds Lagrange-
polinom fokszédma kisebbnek addédik n-nél. Pontosan n-edfoku poli-
nom létezése nem garantalhaté. Ha azonban semmit sem kotiink ki
a fokszamra, akkor elvész az unicitds. Ugyanis tetszéleges g € F[z]
polinomra az

f+@—c1)...(x—cu1)g
polinomra is teljesiil a helyettesitési értékre vonatkozo foltétel.
Példa. Meghatéarozzuk azt a legalacsonyabb fokszamu valos egyiittha-
tos f polinomot, amelyre f(0) =1, f(1) =2, f(2) =4, f(3) =8. A
szamolas menete a kdvetkezd.

(1) Meghatarozunk 4 polinomot a kovetkezsképp:
Uy =(z—1)(z—2)(x—3) U,(0) = —6

Uy = x(z — 2)(x — 3) Uy(l) =2
Uy =x(z—1)(x — 3) Us(2) = -2
U, =x(zx—1)(x—2) U,(3) =6
(2) Vilagos, hogy ®;(z) = ¥;(x)/¥;(c;).
(3)
f=1- \Il—é—l—Q %—1—4 Ej—; 8- %
15 5 1
= EX + EX +
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8. TOBBHATAROZATLANU POLINOMOK

8.1. Definicid. Legyen F' test, tovibbd 1, . . ., x, hatdrozatlanok (olyan
szimbolumok, amelyen nincsenek az F testben.) Az Flxq,...,z,] =
(Flxq,...,2n_1])[zn] halmaz elemeit F' f616tti n hatarozatlanos po-
linomoknak nevezzik.

8.1. Tétel. Az imént definidlt Fxy, ..., x,] halmaz a szokdsos polinom-
muveletekkel integritdstartomany.

Megjegyzés. Az oszthatosag és az asszocialtsag fogalma a szokasos
modon definidlhato, és érvényben maradnak a 3.6. és 3.7. Tételek is.

Egy alternativ definici6 a koévetkezd.

8.2. Definicid. Egy tetszdleges test F' folotti n hatarozatlanos mo-
nomnak nevezzik az a:zclfl ... xf alakid formdlis kifejezéseket, ahol 0 #
a € F, ésky,....k, € N. Az ilyen monomok véges dsszegeit pedig F
folotti n hatarozatlanos polinomoknak. (Az dsszes F folotti n
hatdrozatlanos polinomok halmazdra most is az Flxy,...,x,] jelolést

fogjuk alkalmazni.)

8.3. Definici6. Azt mondjuk, hogy az axlfl ... 2k monom lexikogra-

fusan megeldzi a bx" ...z monomot, ha van olyani € {1,2,...,n}
index, hogy k1 = mq, ... ki1 =m;_1 és k; > m;.
Jelblés. Azt a tényt, hogy az K, L € F[zy,...,x,] monomok esetén

K lexikografikusan megel6zi az L monomot, a kévetkezsképp jeloljiik:
K = L. K = L pedig azt jelenti, hogy K > L, vagy K ~ L.

8.2. Allitas. A monomok halmazin a > reldcié reflexiv, tranzitiv €és
dichotom reldacio. K > L és L > K akkor és csak akkor dll fonn
eqyidejileg, ha K ~ L.

8.4. Definici6. A > relaciot lexikorgrafikus rendezésnek nevezziik.

Megjegyzés. Az elbbi allitas szerint a = relacio teljes rendezés (di-
chotom részbenrendezés) a monomok halmazan ,,modulo asszocialtsag”.
Mi altaldban csak egy adott polinomban eléfordulé monomokat vizs-
galunk, ezek kozott pedig nincsenek asszocialtak (hiszen azok ott egy-
szertien Gsszevonhatok), igy ott valoban egy teljes (linearis) rendezéssel
van dolgunk.

8.3. Allitas. A monomok szorzdsa monoton a lexikografikus rendezésre
nézva, azaz tetszéleges K, K', L, L' monomokra

M=LésM =L = MM =LL,
és egyegyenldség (pontosabban asszocidltsdg) csak akkor teljesil, ha M ~
M, illetve L ~ L.

8.4. Allitas. Tetszdleges f, g € Flay, ..., x,] polinomokra fg lexikogra-
fikusan elsd tagja a két polinom lexikografikusan elsd tagjinak szorzata.
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Szimmetrikus polinomok

8.5. Definici6. Azt mondjuk, hogy az f € Flxy,...,x,| szimmetri-
kus polinom, ha invariins a hatdrozatlanok permutdcioival szemben,
azaz

VresS,: f(l‘ﬂ-(l), ... ,l‘ﬂ(n)) = f(l‘l, . ,xn).

8.6. Definicié. A k-adik n hatarozatlanos (k < n) elemi szim-
metrikus polinom az zq,...,x, hatdarozatlanokbol képezett Gsszes k
tényez0s szorzat 6sszege:

O = Z LjjLig - - T Z HxZEFxl,..., n]

1<11<i9<... <1, <n IC{l‘ ..... n} i€l

Megjegyzés. Emlékezziink, az elemi szimmetrikus polinomokkal mar
talalkoztunk a Viete-formulaknal.

8.5. Tétel. Az F folotti szimmetrikus polinomok Fglxy, ..., x,] halma-
za részgyirije az Flxy, ..., x,] gydrinek.

8.6. Allitas. Ha az aa:'fl ... 2% monom valamely szimmetrikus polinom
lexikografikusan elsd tagja, akkor ky > ko > ... > k.

8.7. Tétel. (a szimmetrikus polinomok alaptétele)
Barmely szimmetrikus polinom félirhato — mégpedig egyetlen mddon
— elemi szimmetrikus polinomok ugyanazon test folotti polinomjaként:

VfGFS[$1,...,xn] = El'hEF[.Z'l,,iL'n] f:h(O'l,...,O'n).

Bizonyitas. (vazlat) A bizonyitas egyszeri szamoléssal végezhets el,
els6 1épésként elemi szimmetrikus polinomok egy olyan szorzatat kell
képezni, amelynek lexikografikusan els6 tagja (megfelels egytitthato-
val ellatva) megegyezik az f polinom lexikografikusan elsé tagjanak.
E két polinom kiilonbségének lexikografikusan elsd tagja, mar (szigort
értelemben) koveti f els§ tagjat, igy az eljarast véges sokszor megis-
mételve kaphatjuk a tételbeli elGallitast. Az egyértelmiiség bizonyitésa
sem bonyolultabb.

8.8. Kovetkezmény. Ha [ € Q[z] egy n-edfoki polinom, és komplex

gyokei (multiplicitdssal) o, . .., oy, akkor barmely g € Qglxy, ..., x,]
szimmetrikus polinomra g(ay, ..., a,) € Q.

8.7. Definicié. Az f € Flxy, ..., 20, Y1, .., Ym| polinom szimmetri-
kus az xy,...,x, és yi,...,y, hatarozatrendszerekre nézve, ha

v € Sn VQ € Sm: f(xﬂ'(l)u s 7377r(n)7y0(1)7 s ,ya(m))
= f(gjla"'axnayl)"'vym)'

Jelolés. A tovabbiakban oy,...,0, az z1,...,2x,, mig 7,..., 7, az
Y1, - - - Ym hatarozatlanok elemi szimmetrikus polinomjait fogja jeldlni.
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8.9. Tétel. Ha az f € Flxy,...,Zn, Y1, ., Ym] polinom szimmetrikus
az T1,...,Ty €S Y1, ..., Ym hatdrozatlanrendszerekre nézve, akkor folir-
hato, mégpedig egyetlen maodon, ezen hatdrozatlanos elemi szimmetrikus
polinomjaként:

Ah e Flry, ..., Y1, Ym): [ =001, 00, T1y oy Tin)-

Megjegyzés. A ketténél tobb hatarozatlanrendszerre nézve szimmet-
rikus polinom fogalma hasonléan definidlhato, és hasonlo tétel is iga-
zolhato rajuk.
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9. SZAMELMELET INTEGRITASTARTOMANYOKBAN

Integritastartomanyokban szamos olyan allitas érvényes, mint ami-
lyeneket az elemi szamelméletben, vagy a test f6l6tti polinomgytirtikben
— két fajta specialis integritastartoményban — bizonyitottunk. Az
altalanos esetben azonban van néhany eltérés, amelyek a korabbi ese-
tekben az ottani specialis elemek miatt voltak csak érvényesek. Ezek,
mint latni fogjuk, az altalanos esetek specialis megjelenései. A mar is-
mert fogalmakat, dszefiiggéseket, allitdsokat megismételjiik. Javasoljuk
az olvasonak ezek Osszehasonlitasat a mar ismert specialis esetekkel.

Az elkovetkez6kben R mindig integritastartoményt jelol. Fzt al-
talaban nem fogjuk a jovében kiilon emliteni. Célunk az lesz, hogy
keressiink olyan integritastartomany osztélyokat, amelyekben igaz a
szamelmélet alaptételének értelemszert altalanositasa, azaz a nemzérd
és nem invertalhato elemeknek van tovabb mar nem bonthat6 szorzat-
elgallitasa.

El6szor az oszthatosag és a legnagyobb kozos osztod fogalmat, majd a
primszam és az irreducibilis polinom fogalmat adjuk meg altalanosan.

9.1. Definici6. Azt mondjuk, hogy a € R osztdja a b € R elemnek,
(b tobbszorose a-nak) ha van olyan ¢ € R, hogy ac = b.

Jel6lés. Az oszthatosagi relaciot (most is) | jeloli:
alp & Jece R:b=ac

Megjegyzés. Ha a # 0, akkor egyetlen ilyen ¢ létezik (ez R integ-
ritastartomany voltabol kévetkezik), igy ilyenkor hasznalhatjuk a ha-
gyoményos ¢ = 2 jelolést. Ha a}b, akkor a 2 szimbolumot (egyeldre)
nem értelmezziik.

9.1. Tétel. Bdarmely a,b,c,d € R elemekre évényesek a kévetkezd dlli-
tasok.

) ala,

) alb és blc = alc,

) alb és alc = alb+ ¢ és alb — ¢,

)albésajc = alb+césalb—ec,

) alb és c|d = ac|bd,

) 1|a és a0,

) Ola <= a=0,

) aclbc és ¢ 0 = alb.

(1
(2
(3
(4
(5
(6
(7
(8

9.2. Definicié. Az a,b € R elemek asszocialtak, ha alb és bla. Az
asszocialtsagi relaciot ~ fogja jeloini:

a~b = alb és bla.
9.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a € R elem egység, ha a|l.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az egységek éppen az integritastar-
tomany invertalhato elemei.
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9.2. Tétel. Az egységek barmely integritdastartomdnyban csoportot al-
kotnak a szorzdssal.

9.4. Definicié. Az eldbbi csoportot az R integritdastartomdny egység-
csoportjanak nevezzik, és R*-gal jelolyiik.

Példa. A Z gytri egységesoportja: {£1}, mig egy F[z] (test f6l6tti)
polinomgytiri egységcsoportja a nemzérd konstans polinomok halmaza:
F*, az alaptest multiplikativ csoportja.

9.3. Allitas. Az asszocidltsdg ekvivalenciareldcid. Az a,b € R elemek
pontosan akkor asszocidltak, ha valamely c eqységre ac = b.

Megjegyzés. Az asszocialt elemeket nem érdemes (nem is lehet) meg-
kiilonboztetni, ha csak az oszthatdsagot vizsgéaljuk. Ha az oszthatosagi
relaciot az asszocialtségi osztalyok halmazén értelmezziik, akkor mar
nemcsak reflexiv és tranzitiv, hanem antiszimmetrikus is lesz, azaz rész-
benrendezés.

A legnagyobb kozos oszto (és a legkisebb kozos tobbszoros) fogal-
ma is definialhato integritastartomanyokban, és ha létezik, akkor csak
asszocialtsag erejéig egyértelmii.

9.5. Definicié. A ¢ € R elem (egy) legnagyobb k6z6s osztdja az
a,b € R elemeknek, ha mindkettonek osztoja, és a két elem mindegyik
k6zbs osztdja osztoja neki, azaz

(1) cla és clb,

(2) V¢ € R: (d]a és d|b) = (|c.
Azt mondjuk, hogy d € R az a,b € R elemek (egy) legkisebb ko-
z0s tObbszorose, ha mindkettonek tobbszorose, €s a két elem barmely
kézos tobbszorosének osztoja, azaz

(1) ald és b|d,

(2) Vd € R: (al|d és d|b) = d|d.

Jelolés. A legnagyobb kozos oszto és a legkisebb kozds tobbszords
jelolésére az ismert In.k.o.(a,b), lk.k.t.(a,b) jeloléseket fogjuk hasz-
nalni.

9.4. Tétel. A legnagyobb kozds oszto és a legkisebb kézds tobbszirds,
ha léteznek, csak asszocidltsdg erejéig eqyértelmiek.

Megjegyzés. Az elébbi tétel alapjan a ¢ = In. k. o0.(a, b) helyett kor-
rektebb(és ezt is fogjuk zommel alkalmazni) a ¢ ~ In. k. 0.(a, b) irasmod.
hasonl6 a helyzet a legkisebb kozos tobbszorossel is.

9.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy aza,b € R elemek relativ primek,
ha In.k.o.(a,b) ~ 1

Integritastartomanyokban altalaban nem létezik két tetszéleges elem
legnagyobb kozos osztodja, igy kiilonos fontossédggal bir azoknak az in-
tegritastartomany osztalyoknak a keresése, ahol ez létezik. Az elGbbire
példa a kovetkezd integritastartomény.
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9.5. Allitas. A Z[iv5] = {a + biv/5: a,b € Z} halmaz a komplex
szamok ismert mduveleteivel olyan integritdstartomdny, amelyben a 9-
nek és a 3(2 + i\/g)—nek nincs legnagyobb kozos osztoja.

Bizonyitas. Az vilagos, hogy Z[iv/5] integritastartomany, tovabba
az is vilagos, hogy 3}2 4 iv/5. Az pedig, hogy 2 + i1/5|3 szintén
lehetetlen, ugyanis ha 3 = (2 + iv/5)(x + yiy/5) valamely z,y € Z-re,
akkor — folhasznélva, hogy két komplex szam szorzata mikor valos —
sziitkségképp « + yiv/h = a(2 — iv/5)-nek kellene teljesiilnie valamely
a € R-re, s igy a

3= (2+1iv5)a(2 —iV5) = 9a

egyenlségbdl a = 1 adodik, ami lehetetlen, hiszen 1 (2—iv/5) ¢ Z[iV/5].

A tovabbiakban néhany olyan integritastartoméany osztéalyt/tipust
definidlunk /vizsgalunk, ahol barmely két elemnek van legnagyobb ko-
70s osztoja.

ss _ ss

Euklideszi gytirik

9.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy az R integritdstartomdny eukli-
deszi gytlrd, ha létezik olyan — euklideszi normanak nevezett —
Ill: R — Ny leképezés, amelyre

(1) ||0]| = 0, és minden nemzéré a € R elemre ||al| > 0;
(2) barmely a,b € R elemekre alb és b # 0 maga utdn vonja, hogy
lall < 110l

(3) tetszdleges a,b € R b # 0 elemekhez léteznek olyan q,v € R
elemek, hogy a = bg+r és ||r| < ||b].

Példak.

1. Az egész szamok, illetve a test folotti polinomok gytirtje egyarant
euklideszi gytiri az abszolut érték, illetve a 298 normaval.

2. AZlil ={a+bi: abeZ} gylrd, az un. Gauss-egészek dyfirije
szintén euklideszi az abszolut érték négyzete, mint euklideszi norméval.

Megjegyzés. A definicidbeli a = bg + r elGallitast ez esetben is ma-
radékos osztasnak — olykor hasznéljuk az euklideszi osztas termi-
noloégiat is — nevezziik. Konnyen belathato, hogy a maradékos osztés
elvégzése lehetévé teszi tetszbleges a,b € R, b # 0 elemeken az eukli-
deszi algoritmus végrahajtasat.

9.6. Tétel. Fuklideszi gyiirdben barmely két elemnek létezik legnagyobb
kézos osztdja.

Bizonyitas. A két elemen végzett euklideszi algoritmus (maradékos
osztésok sorozata, ugyanugy végezve, mint polinomokra) véges sok lé-
pés utan most is leall, mert a maradékok norméja szigorian monoton
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csokkend sorozatot alkot. Igy el kell jutni zés6 maradékhoz. A legna-
gyobb k6z6s 0szt6 most is az utolsé6 nemzér6é maradék. E tény a korabbi
esetekhez hasonlbéan lathato be.

Féidealgytirtk

9.8. Definicio. A nemiires I C R részhalmazt idedlnak nevezzik, ha
(1) I részcsoportja R additiv csoportjinak,
(2) tetszdleges a € I és ¢ € R elemekre ac € 1.

Jelolése: I 4 R.

Megjegyzések.

1. A (2) tulajdonséagot szivo tulajdonsagnak szokas nevezni. Vegyiik
észre, hogy e szivo tulajdonsag ersebb a szorzasra valo zartsagnal. Igy
minden ideal részgytr is.

2. Maga az R gytrd, és a {0} halmaz idedl. Az el6bb nem valodi
ideal, mig a méasodik trivialis ideal. (A ,valodi” jelz6t altalaban akkor
hasznaljuk, ha valodi részhalmazrol van sz6.)

9.9. Definicié. Az a € R elem altal generalt féidealon az (a) =
{ab: b € R} halmazt értjiik.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy (a) éppen az a-val oszthato elemek
halmaza. Tovabba, (0) = {0}, (1) = R.

9.7. Allitas. Az a elem dltal generdlt féidedl valéban idedl, és a legszii-
kebb olyan idedl, amely tartalmazza a-t. Azaz barmely olyan I idedlra,
amelyre a € I, (a) C I.

9.8. Tétel. Barmely a,b € R elemekre:
(1) alb = (a) 2 (b),
(2) a~b = (a) = (b),
3)a~1 < (a)=R.

Megjegyzés. Az el6bbi két allitas igazolasa rutin szamolas, amelynek
onallo elvégzése melegen ajanlott.

9.10. Definicié. Az R integritdstartomdnyt f6idedlgytirtinek nevez-
ziik, ha minden idedlja fdidedl.

9.9. Tétel. Minden euklideszi gyird foidedlgyiri.

Bizonyitas. Legyen R Euklideszi gytiri és [ <R, tovabba legyen a € 1
egy minimalis normaji nemzérd elem. Megmutatjuk, hogy tetszéleges
b € I-re alb, ami maga utan vonja, hogy I = (a). Valoban, b = aq + r,
amibdl r = b — aq € I adodik. Mivel ||r]| < |la||, r = 0.

Megjegyzések.

1. Korabban emlitettiik, hogy Z, F'[x], Z[i] euklideszi gytirtk, igy f6-
idealgtirik is.

2. A tétel megforditasa nem igaz. A Zjw| = {a +bw: a,b € Z, w =

%ﬁ} integritastartomény fGidealgytird, de nem euklideszi gytr.
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9.10. Tétel. Foidedlgyiriben barmely két elemnek van legnagyobb ko-
208 osztdja, és elddll a két elem linedris kombindcidjaként. Formdlisan

R féidedlgyiri — Ya,b € R Jx,y € R: ax + by ~ In. k. 0.(a,b).

Bizonyitas. Legyen R fGidealgytird és a,b € R. Egyszertien kaphato,
hogy idedlok metszete ismét ideal (fSidealgytriiben természetesen f6-
ideal). Ha (a) N (b) = (c), akkor ¢ ~ In. k. 0.(a,b). A masodik allitas is
egyszertien kaphato abbol, hogy az {ax + by: z,y € R} halmaz ide4l.

9.11. Tétel. Legyen R foidedlgyiri, és a,b,c € R tetsdleges elemek.
Ekkor

(1) In. k. o.(In. k. 0.(a,b),c) ~ In. k. o.(a,In. k. 0.(b, ¢)),

(2) In.k.o.(a,b) ~ In.k.0.(b, a),

(3) In.k.o.(a,a) ~ a,

(4) In.k.0.(0,a) ~ a,

(5) In.k.0.(1,a) ~ 1,

(6) In.k.o.(a,b) ~a < alb,

(7) In.k.o.(a + be,b) ~ In. k. 0.(a,b),

(8) In.k.o.(a,b)c ~ In. k. o.(ac, bc),

(9) In.k.0.(a,0) £ 0 = k.o, (Gl ety ) ~ b
(10) In.k.o.(a,b) ~1 = In.k.o.(a,bc) ~In.k.o0.(a,c).

Megjegyzés. Az el6bbi tétel nemcsak féidealgytiriikben igaz, hanem
minden olyan integritdstartoményban, amelyben barmely két elemnek
van legnagyobb kozos osztdja. Ezen altalanosabb tétel igazolasa azon-
ban nehezebb.

9.12. Kovetkezmény. Legyen R fdidedlgyirid, a,b,c € R,
és In.k.o.(a,b) ~ 1. Ekkor

albc = ale, wvalamint (a|c és blc) = ablc.
9.13. Kovetkezmény. Ha R fdidedlgyird és a,b,c € R olyanok, hogy
In. k.o.(a,b) % 0, akkor

a

b S
ape = In. k. o.(a,b)

.

9.14. Kovetkezmény. Fdidedlgyiriben birmely két elemnek létezik
legkisebb kizds tobbszorose, ugyanis tetszdleges a,b € R-re

In. k.o.(a,b) Ik. k. t.(a, b) ~ ab.

Féidealgytriiben ugyanazon foltétel mellett oldhatok meg a kétisme-
retlenes linearis diofantoszi egyenletek, mint az egész szamok gytirtjé-
ben. Igazolhat6é ugyanis a kévetkezd tétel.

9.15. Tétel. Legyen R fdidedlgyiri, és a,b,c € R tetszdleges elemek.
Az ax+by = C egyenlet pontosan akkor oldhato meg, ha In. k. o.(a,b)|c.
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Ha (zo,y0) egy megoldds, akkor barmely t € R-re

b a
— T — A
(% Tk o.(a,b) W0 o.(a,b) )

18 megoldds, €s az egyenletiink minden megolddsa elddll ilyen alakban.

Gauss-gytirtk
Az irreducibilis- és a prim elem fogalma nemcsak polinomgytirtikben,
hanem tetszéleges integritastartomanyban is bevezethets. E részben
a legh6vebb olyan integritastartomany osztalyra adunk egyfajta jel-
lemzést, amelyben érvényes a szamelmélet alaptételének egy olyasfajta
altalanositasa, amilyet egyhatarozatlanos polinomok gytriire adtunk.
R a tovabbiakban is tetszéleges integritastartoményt fog jelolni.

9.11. Definicio. Azt mondjuk, hogy az q € R, ¢ # 0, qf1 elem irre-
ducibilis (R-ben), ha csak gy bonthato fol két R-beli elem szorzatdra,
hogy az egyik tényezd asszocidltja g-nak. (Ekkor a mdsik tényezd termé-
szetesen eqység.) Az ilyen faktorizdciokat trivialis faktorizaciénak
nevezziik. Formdalisan:

Va,b€ R: q=ab = (q ~ a, vagy q ~b).

9.12. Definicié. Azt mondjuk, hogy ap € R, p # 0, p|1 elem prim,
ha valahdnyszor osztoja eqy szorzatnak, mindannyiszor osztoja a szor-
zat valamelyik tényezdjének. Formdlisan:

Va,b € R: plab = (pla, vagy p|b).

9.16. Allitas. Legyen p € R prim és n € N, plai ... a, valamilyen
ai,...,a, € R elemekre, létezik olyan 1 < i <n, hogy pla;.

9.17. Tétel. Integritdstartomdnyban minden prim irreducibilis.

Bizonyitas. Legyen R integritastartomany p € R prim, tovabba p =
ab valamely a,b € R elemekre. Mivel p prim, osztoja e két elem koziil
legalabb egynek. Ha pla, akkor p = ptb valamely ¢ € R-re, amibdl
1 = tb, azaz b|1, és igy p ~ a.

Megjegyzés. A forditott irdnyd implikacié mar altalaban nem igaz.
Egy korabban mér definialt integritastartoméanyban, a Z[iv/5] = {a +
biv5: a,b € 7} gytirtiben, a 3 irreducibilis, de nem prim: 3|(2 +
iv5)(2 — iv/5), de egyik tényezének nem osztoja.

9.13. Definicid. Azt mondjuk, hogy az R integritdastartomdny Gauss-
gyurd, ha minden olyan nemzérd eleme, amely nem eqység, irreduci-
bilis elemek szorrzatdra bonthato. FE félbontds sorrendtdl és asszocidl-
taktol eltekintve eqyértelmi. Formdalisan

Vo€ R3q,...,qn € R: qq, ..., qn trreducibilis, é€s a = q; ... qm,
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tovdbbd, ha a = q . .. q;, eqy mdsik irreducibilis félbontds R-beli elemek-
re, akkor

m=FkéVie{l,...omFe{l,....k}: ¢ ~ ¢

9.18. Tétel. Az R integritdastartomdny pontosan akkor Gauss-gyiri,
ha

(1) R minden olyan nemzércé eleme, amely nem eqység, irreducibilis
elemek szorzatdra bonthato;
(2) az irreducibilis elemek primek.

Bizonyitas. Vilagos, hogy csak az szorul bizonyitésra, hogy Gauss-

gytiriiben az irreducibilis elemek primek. Legyen R Gauss-gytrd és

q € R irreducibilis elem, amely osztoja az ab szorzatnak (a,b € R).
Bontsuk {6l a-t és b-t irreducibilis elemek szorzatéra:

a=qi- Qg b= qit1--.Gm;

és igy szorzatuk (egy) irreducibilis folbontéasa

ab = qi ... QQt1 - - - G,

amely sorrendtdl és aszocialtaktol eltekintve egyértelmd. Mivel q az ab
szorzat egy irreducibilis faktora, ab = ¢-¢; . .. ¢, valamely ¢}, ...,q, € R
irreducibilis elemekre. Ezen folbontasnak azonban sorrendtsl és asszo-
cialtaktol eltekintve meg kell egyeznie az el6bbivel, léteznie kell egy
olyan ¢;-nek (1 <i < m), hogy q ~ ¢;. Ha i < k, akkor g|a, kiilénben
qlb.

9.19. Tétel. Minden féidedlgyird Gauss-gyiri.

Bizonyitas. A Gauss-gytirtiket jellemzd tételiink alapjan csak azt kell
igazolnunk, hogy féidealgytriikben minden nemzéré és nem invertalha-
t6 elem folbonthato irreducibilis elemek szorzatara. Fz pedig pontosan
azt jelenti, hogy ha a € R az R f6idedlgytiri egy olyan eleme, amelyre
a # 0, a) 1, akkor nem létezik olyan by, bo, . .. végtelen elemlanc R-ben,
hogy bi|a, biy1|b;, de b; % b;y1 minden 1 < i esetén, azaz nem léteznek
végtelen valodi osztolancok.

Vegyiik észre, hogy egy el6bbi tulajdonsagi osztolanc létezése egyen-
értékd végtelen folszallo fGidedllanc létezésével. Mégpedig olyannak,
amelyben a tartalmazasok valodiak. Tehat azt kell igazolnunk, hogy
feidealgytiriiben nem létezik fGidealok végtelen, valodi modon folszalld
foideallanca.

Tegyiik fol, hogy 1étezik egy

(by) C (be) C ...
f6idedllanc R-ben. Egyszertien kaphato, hogy

o

) 9R = 3c e R: G(bi) = (c).

i=1 i=1
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Mivel ¢ € | (b;), van olyan k € N, hogy ¢ € (by), ami maga utan vonja,
i=1
hogy (¢) C (bg), amibdl bg|c kovetkezik. Ez azonban azt (is) jelenti,

hogy az ideédlsorozat a k indextdl kezdve mar nem ndévekvs, azaz az
osztolanc sziikségképp véges.

A bizonyitas tovabbi része ugyanigy végezhets, mint a szamelmélet
(klasszikus) alaptételéé.

9.20. Kovetkezmény. Minden Euklideszi-gyird Gauss-gyiri.

o

9.21. Allitas. Gauss-gytriben barmely két elemnek létezik legnagyobb
kézbs osztdja.

Bizonyitas. Bontsuk a két elemet irreducibilis elemek szorzatara.
Ebbdl ugyanigy kaphato a legnagyobb k6zos oszto (és mellesleg a leg-
kisebb koz0s t6bbszords is), mint az elemi szdmelméletben a primfol-
bontéasbol.
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10. INTEGRITASTARTOMANY HANYADOSTESTE
10.1. Allitas. Legyen R integritdstartomdny, és Q = R x (R \ {0}).
E Q halmazon definidlt =~ reldcio
(a,b) = (¢,d) <= ad=bc

ekvivalenciareldacio. Az (a,b) elemet tartalmazd osztalyt (a szokdsos

mddon) (a,b) fogja jeldlni.

10.2. Tétel. Definidljuk az elébbi Q) halmazon a kévetkezd két mive-
letet:

(a,b) + (¢, d) = (ad + be, bd)
(a,b) - (c,d) = (ac,bd).

E mieletek joldefinidltak (az eredmény fiiggetlen a reprezentdnsok meg-
vdlasztasatol), és veliik Q) testet alkot.

10.1. Definicié. Az eldzd tételben megkonstrudlt testet R hanyados-
testének nevezziik, és haszndlni fogjuk a Qg jelolést.

10.3. Allitas. Legyen R integritdstartomdny. A Qg hdnyadostest tar-
talmaz R-rel izomorf részqyirit.

Bizonyitas. A kivant ¢: R — Qg,leképezés: ¢: a+— (a,1).
Megjegyzés. Az elébbick alapjan, amennyiben (a, 1) helyett egysze-
riien a-t frunk, és nem is kiilénboztetjiik meg az a elemtdl, akkor R-et
a hanyadosteste részének tekinthetjik: R C Qg.

10.4. Allitas. Az R integritdstartomdny hdnyadostestének minden ele-
me eldall két R-beli elem hdnyadosaként.

Bizonyitas. A kivant elgallitast ugy kapjuk, hogy az (a,b) osztalyt
az ¢ (a,b € R, b# 0) formalis torttel helyettesitjiik.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az el6bbiekbdl az is adodik, hogy
(Qr-nek nincs olyan valodi részteste, amely tartalmazza R-et. Ez azt
is jelenti, hogy az iménti hanyadostest-konstrukci6 ,,gazdasagos”. Ter-
mészetesen egy integritastartomany tobbféleképpen is bévithets testté,
elég csak az egész szamok Z gytirdje esetén a Q, R, C testekre gondolni.
De Q az egyetlen minimaélis bévités.

Megjegyzés. Egyszeriien belathato, hogy a ()7 hényadostest azo-
nosithaté a racionalis szamok Q testével, Q = )z, de egy korabbi

megjegyzésiink alapjan Q = @)z is irhato.

10.2. Definicid. Legyen F' tetszdleges test. Az Flx| polinogytri hd-
nyadostetét, a Q) testet. az F test folotti racionalis fiiggvény-
testnek nevezziik, és F(x)-szel jelolyiik.
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Megjegyzés. A (QQp[,) hdnyadostest elemei az §> f,g € Flx], g # 0
alaku formaélis torteknek — racionalis torteknek — tekintheték. Min-
den 5 torthoz egy ¢ — g 8 fiiggvény tartozik, amely F' azon elemein
értelmezett, amelyek nem gyokei a g polinomnak.

Al integralszamitasban alapvezd fontossagi a kévetkezd fogalom.

10.3. Definici6. Azt mondjuk, hogy azg € F(z) raciondlis tort elemi

tort, ha g = p* valamely p irreducibilis polinomra és k € Nre, tovdbbd
deg f < degp.

10.5. Tétel. Minden raciondlis tort félbonthato eqy polinom és véges
sok elemi tort dsszegére. E félbontds a tagok sorrendjétdl eltekintve
eqyértelmi.

Megjegyzés. E tétel specilis esete jol ismert az elemi (valos-, komp-
lex) integralelméletbdl: ott parcialis (elemi) tortekre bontasként em-
litik, és alapvets szerepe van a racionalis tortfiiggvények (polinomok
hanyadosai) integralasaban.

Egész egyiitthatés polinomok irreducibilis faktorizaciéja

Vegyiik észre, hogy a Z[z] gytribeli irreducibilis faktorizaciok gyak-
ran kiilonboznek ugyanazon polinom Q[z]-beli faktorizaciojatol: pél-
déul a 2 - z faktorizacio Q[z]|-ben trividlis (lévén ott a 2 egység), de
Z[z]-ben mar nemtrivialis, hiszen e gytritiben csak a +1 egység. Egy
maésik fontos észrevétel, hogy valamely a € Z, f € Z[z|-re a|f pontosan
akkor teljesiil, ha az f polinom minden egyes egyiitthatdja oszthato a-
val. Kovetkezésképp f pontosan akkor primitiv, ha +1-en kiviil nem
oszthato egyetlen egész szammal sem.

10.6. Tétel. A Zlz| gyiri irreducibilis elemei a primszdmok (mint
nulladfoki polinomok), valamint a legaldbb elséfoki polinomok koziil
azok, amelyek primitivek és irreducibilisek Q|x]-ben.

10.7. Tétel. Z[z] Gauss-gyird.

A hanyadostest konstrukciot is fohasznalva igazolhato a kovetkezd
tétel, amibdl el6bbi tételiink is kovetkezik.

10.8. Tétel. Ha R Gauss-gytri, akkor R|x] szintén Gauss-gyiri.

10.9. K6vetkezmény. Bdrmely F' testre az Flzy, ..., x,] polinomgyi-
ri Gauss-gyiri.
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11. ALGEBRAI SZAMOK

11.1. Definicidé. Azt mondjuk, hogy az o € C komplex szdm algebrai
szam, ha van olyan nemkonstans f € Q[z] polinom, hogy f(a) = 0.
A nem algebrai komplex szdmokat transzcendens szamoknak nevez-
ziik.

Jelolés. Az Osszes algebrai szamok halmazat A fogja jelolni.
11.1. Tétel. (Liouville 1844) Létezik transzcendens szdm.

Bizonyitas. Az
=1
a= Z T = 0, 110001000000000000000001 .
k=1

szém transzcendens.

11.2. Tétel. Tetszdleges o € A esetén létezik eqy egyértelmiien megha-
tarozott Q[x]-beli, e gytriben irreducibilis fépolinom, amelynek o gyo-
ke.

11.2. Definicié. Az eldbbi tételbeli polinomot az o algebrai szdm mi-
nimalpolinomjanak nevezziik. Az o minimdlpolinomjdnak gyokeit o
konjugaltjainak nevezziik.

11.3. Definici6. Legyen a € C algebrai szam, ésn € N. Azt mondjuk,
hogy a n-edfokt algebrai szam, ha minimdlpolinomja n-edfokii.

Példak.
(1) Minden racionalis szam (els6foki) algebrai szam.
(2) A /2 masodfokt, mig a ¥/15 13-adfoku algebrai szam. Ugyancsak

algebrai szam a V2 + /3.
(3) A komplex egységgyokok algebrai szamok.

11.3. Tétel. Az odsszes algebrai szamok a komplex szamok testének
résztestét alkotjak.

Bizonyitas. Egyszertien beldthatod, hogy ha o € A, akkor —a, é €A
is all. Ha ugyanis az o minimalpolinomja az f = a,2"+a,_ 12" ' +.. .+
a1r+ag € Q[z] polinom akkor az f; = (—=1)"a,z"+(=1)""ta, 2" 1 +

—a1x+a0, illetve az fo = apx™ +a1x" ' +...4+a,_12+a, polinomok
a —a, ill. az = mlnlmalpollnomja

A tovabblakban tegyiik fol, hogy egyrészt a,, = 1, masrészt a § € A
minimélpolinomja g = 2™ + by, 2™ ' 4+ ...+ biw + by € Q[x]. Irjuk e
két polinomot

f:H(x—ai), és Ha:—ﬂj
i=1 j=1

alakban, ahol oy = «, 5 = .
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Tekintsiik a kévetkezd polinomot:

h = HH(m —a;— ) ="+ Com1 X"V 4+ .
i=1 j=1
Ennek az o+ f nyilvan gyoke, igy annak algebrai voltdhoz csak azt kell
megmutatni, hogy h € Q[z]|. Vilagos, hogy a h polinom
h = H g(x — )
i=1

alakban irhato. Vegyiik észre, hogy e polinom invarians az oy, as, . . ., au,
szamok — amelyeket valtozoknak is tekinthetiink — tetszéleges per-
Q folotti szimmetrikus polinomjai (hiszen a racionélis egyiitthatos g
polinom egyiitthat6ibol kapjuk ezeket). Léteznek tehat olyan F,. szim-
metrikus polinomok, hogy

e = Foaq, ..., ap), 0<r<nm-1.

A szimmetrikus polinomok alaptétele szerint F). folirhat6 az o, ..., a,
hatarozatlanok elemi szimmetrikus polinomjai Q f6l6tti polinomjaként:

e = Foaq,...,ap) = Gu(o1,...,00),

ahol G, n hatarozatlanos racionalis egyiitthatos polinom. Az a;-k elemi
szimmetrikus polinomjai a gyokok és egyiitthatok kozotti osszefliggé-
seket leird Viete formulék szerint az f polinom egyiitthatoi, ill. azok
additiv inverzei, tehat racionalis szamok. Ez pedig azt jelenti, hogy a
¢ = Gp(01,...,0,) egylitthatok racionalis szamok, azaz o + f € A.

Hasonloan lathato be (ennek 6nallo elvégzése ajanlott), hogy af
gyoke az ugyancsak racionélis egyiitthatos

n m n . T
[T~ = ITeno ()
=1 j=1 =1

polinomnak. Vegyiik észre, hogy itt foltételeztiik, hogy «, 5 nemzérok,
de ezzel nem korlatoztuk az altalanossagot.

11.4. Kovetkezmény. Az o = a+bi komplex szdm (a,b € R) pontosan
akkor algebrai, ha a,b € A

11.5. Tétel. Az algebrai szamok teste algebrailag zdrt, azaz az algebrai
szam egyiitthatos polinomok (komplex) gyokei algebrai szamok.

11.6. Kévetkezmény. Ha o € A és n > 2, akkor {/a algebrai szdm
(mind az n értékre).

11.4. Definici6é. Az a komplex szamot gyokmennyiségnek nevez-
ziik, ha megkaphato raciondlis szamokbol kitndulva a négy alapmiivelet-
tel (Gsszeadds, kivonds, szorzds €s osztds) és egész kitevds gyokvondsok
véges sokszori alkalmazdsdval.
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11.7. Kovetkezmény. A gyokmennyiségek algebrai szamok.
11.8. Tétel. Van olyan algebrai szam, amely nem gyokmennyiség.

11.9. Tétel. (Hermite 1873, Lindemann 1882)
Az e és a 7 transzcendens szdmok.

Megjegyzés. A mai napig sem ismert, hogy az e + 7 szdm algebrai,
vagy transzcendens. Azonban az, hogy az e+i7 transzcendens, trivialis.

Az algebrai szamok teste hatvanyozésra nem zart. Az egyszertien
igazolhatd, hogy tetszéleges a € A-ra o® € A valahanyszor s € Q, de
tobb mar nem igaz. A nem racionélis kitevGs hatvanyok esetén az egyik
legegyszeriibb kérdés az, hogy a 2v2 algebrai szam, vagy transzcendens.
S6t az sem nyilvanvald, hogy egyaltalan irracionalis-e. Ez a kérdés il-
lusztralo példaként szerepel Hilbert VII. problémajaban, amelyben az
algebrai szamok irracionalis kitevGs hatvanyainak természetére kérde-
zett ra.

O maga ezt a problémét, az o alakt hatvanyok algebrai vagy transz-
cendens voltanak kérdését irracionalis algebrai kitevs esetén, nagyon
nehéznek tartotta. Nehezebbnek, mint Fermat- vagy a Riemann sejtést.
S6t még az igen egyszerd specialis esetet, a 2V2_t is szinte reménytelen-
nek vélte. Vélekedése ellenére 1932-ben igazoltak, hogy transzcendens.

A probléma teljes megoldasat 1934-ben adtdk meg: egyméstol fiig-
getleniil érte el Gelfond és Schneider, akik a megel6z6 években fontos
részeredményeket bizonyitottak.



