e Osszpontszam:

Klasszikus algebra gyakorlat
2. zarthelyi megoldésa
(2017. 05. 05.)

1. Feladat. (6 pont)

(A) Létezik-e olyan f € R[z] 6todfoka polinom, amelynek 6
komplex gyoke van? Ha igen, akkor adjon meg egyet, ha nem,
akkor bizonyitsa be, hogy valéban nincs ilyen polinom.

(M) Nem létezik. A klasszikus algebra alaptételébdl kovetke-
zik, hogy egy 6todfoku valos egyiitthatos polinomnak, multip-
licitassal szamolva pontosan 5 komplex gyoke van.

(B) Létezik-e olyan f € Q[z] polinom, amelynek /2 kétszeres
gyoke? Ha van, akkor adjon meg egyet, ha nincs ilyen, akkor
ezt bizonyita be.

(M) Van. Az (22—2)? = 2*—42%+4 polinomnak a v/2 kétszeres
gyoke.

(C) Igaz-e, hogy ha egy f € R[z] polinom irreducibilis C {516tt,
akkor R folott is irreducibilis. Ha igaz, akkor bizonyitsa be, ha
nem, adjon meg egy ellenpéldat.

(M) Igaz, mert barmely R 6l6tti folbontasa egyben C folotti
folbontas is. Méasképpen: ha C f6lott irreducibilis, akkor els6-
foku, igy barmely szamtest f6lott irreducibilis.

(D) Létezik-e olyan 0 # f € Z[z| f6polinom, amelynek az 1
gyoke? Ha igen, adjon meg egy példat, ha nem, igazolja.

(M) Ilyen fépolinom nem létezik, mert ha valamely nemzérd
f € Z[z] polinomnak az § € Q\ Z, In.k.o.(a,b) = 1 gycke,
akkor b osztdja a polinom fGegyiitthatojanak (Rolle-tétele).
(E) Léteznek-e olyan f # g € R|z] polinomok, hogy f(c) = g(c)
minden ¢ € R-re? Ha léteznek, adjon meg egy példat, ha nem,
igazolja. Valtozik-e a helyzet, ha polinomok Z,; f6lottiek?
Nem léteznek R {6l6tt, mert ekkor sziikségképp f — g-nek
deg(f — g)-nél tobb zérdhelye lenne, ami ellentmond a klasszi-
kus algebra alaptételének. Z;, folott azonban az x'! és az x
polinomok ilyenek az FEuler-Fermat tételbsl kdvetkezGen.

(F) Igaz-e minden f € R[x] polinomra és a valds szamra, hogy
ha a kétszeres gyoke f’-nek, akkor a haromszoros gyoke f-nek.
Ha nem, adjon meg egy ellenpéldat, ha igaz, bizonyitsa be.
Hamis. Az f = (v —a)® + b, b # 0 polinomra f(a) # 0, de
f'-nek az a kétszeres gyoke.

2. Feladat. (3 pont)
Bontsa {6l irreducibilis tényezék szorzatara az x* + x + 1 € Zs[z] poli-

nomot.
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Megoldas. Azonnal lathato, hogy az 1 gyok, igy 2* + 2 + 1 =
(z—D@+22+2—-1) = (. +2)(2® + 22 + z + 2). A masodik
tényezének méar nincs gyoke Zs-ban (egyszert szamolas), igy 1évén har-
madfoku, sziikségképp irreducibilis. A keresett félbontas igy
(z+2) (2% + 22 + 2+ 2)

3. Feladat. (3 pont)

Hatarozza meg az z* + 16 polinom irreducibilis félbontasat R és C fo-
16tt.

Megoldas. Célszerd el6bb a komplex egyiitthatos folbontast megke-
resni, amihez csak a v/—16 = 2v/—1 értékeit kell meghatérozni. Ezek
a kovetkezok: ++v/2 + /2i. Igy a C olotti f6lbontas:

2416 = (2—(V24V20)) (2—(V2—V20)) (2 —(—V2+V20)) (z— (—V2—V2i)),

amibdl az els6 két- és a méasodik két tényezd Osszeszorzéasaval kaphatod
az R folotti folbontas:

ot +16 = (2% — 2v2z + 4) (2 + 22z + 4).
4. Feladat. (4 pont)

Oldja meg az z* — 223 + 22% + 42 — 8 = 0 egyenletet.
Megoldas.

' —22° 4227 +4r -8 = (® —x+a)’ — ((2a—1)2* — (2a+4)z+(a®+8))
A masodik tag diszkriminansa: D = —8a? + 8a? — 48« + 48, aminek
egy gyoke a = 1. Igy
' —20° 4207 +4r -8 = (2* — 2+ 1)’ — (v —3)* = (2° —2)(x® — 27 +4).
Ebbdl a gyokok:

T19 = +V?2, T34 = 1£/3i.

5. Feladat. (4 pont)

A gyokok kiszamitasa nélkiil adja meg az f = 323 — 522 + 1 polinom
gyokei kobeinek Gsszegét.

Megoldas. Ha x1, x9, r3 a hdrom gyok, akkor

23+ 2+ 2 =0} + acyoy + bos
a=—3, b=3, ésigy

3, .3, .3 3
x| + x5 + x5 = 0] — 30102 + 303.
_ 1
= -3,
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