Név: o Osszpontszam:

Klasszikus algebra gyakorlat
1. zarthelyi megoldasa (javitott valtozat)
(2017. 03. 31.)

1. Feladat. (4 pont)

(A) Igaz-e, hogy tetszsleges z € C és n € N esetén abbdl,
hogy /z-nek van valos értéke kovetkezik az, hogy z is valos?
Ha igen, akkor egy mondatban indokolja, ha nem, akkor adjon
ellenpéldat.

Megoldas. Az allitas igaz, mert a valos szamok halmaza zért
a szorzésra, igy a hatvanyozasra is.

(B) Van-e olyan egységelemes gytird, amelyben végtelen sok
invertalhat6 elem van? Ha van, akkor adjon meg egyet, ha
nincs ilyen gytrt, akkor ezt bizonyita be.

Megoldas. Van ilyen integritastartomany, példaul barmely
végtelen test.

(C) Igaz-e hogy minden f, g € Zs[z| esetén, ha f|g és g|f, akkor
f = ¢g. Ha igaz, akkor roviden bizonyitsa be, ha nem akkor
adjon meg egy ellenpéldat.

Megoldas. Az allitas igaz, ugyanis a Zs testben egyetlen egy-
ség van, az 1, azaz az egységelem.

(D) Igaz-e, hogy minden egységelemes gytrtiben 1+1 # 07 (Itt
1 a gytird multiplikativ-, mig 0 az additiv egységelemét jeloli.)
Ha igaz, akkor réviden igazolja, ha nem, akkor adjon meg egy
ellenpéldat.

Megoldas. Az allitas hamis, a Z, gytriben 1 + 1 = 0.

2. Feladat. (4 pont)
Adja meg kanonikus alakban a kiovetkezs gyokvonésok eredményét:

vV =2+ 2i v/ —=27.
Megoldas. A /—2 + 21 értékei:
V3+l  V3-1 VB-1 V341
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3. Feladat. (4 pont)
Hatéarozzon meg olyan u,v € R[z] polinomokat, amelyekre fu + gv =
In.k.0.(f,g), ha
f=a+32x' +2® +2? + 30+ 1, ésg=a" + 22 + v + 2.
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Megoldas.

—f+@+g=2"+1

4. Feladat. (4 pont)
Oldja meg az fu + gv = 1 egyenletet a Zs[z] polinomgytirtiben, ahol

f=2*+3z+1 & g=2+222+42+2.

Megoldas.

(*+ 4z +1)f+ (dz)g=1

5. Feladat. (4 pont)
Az alabbi szamhalmazok koziil melyek alkotnak gytrtit, integritastar-
tomanyt, ill. testet:

(A) Z[V?2] = {a+ bV2: a,b € Z};

Megoldas. Integritastartomany, de nem test, mert altalaban
nincs multiplikativ inverz. A miiveletekre valo zartsag trivialis.
(B) Q[v2] — {a+bv2: a,b € Q}:

Megoldas. Test, egyszert szamolassal ellenérizhetd, hogy min-
den nemzér6 elemnek van multiplikativ inverze is.

(C) Zla] ={a+ba: a,b€Z a® =1, a # 1};

Megoldas. Integritastartoméany, de nem test. A szorzasra vald
zartsdg abbol adodik, hogy a harmadik primitiv egységgyok,
azaz gyoke az 22!z + 1 = 0 egyenletnek. Igy o = —1 — a.

(D) {a+bi: a,b€Z, a=0b (mod 3)}.

Megoldas. Nem integritdstartoméany, mert nem zart a szor-
zésra. Pl (4 +1)(1 + 4i) = 17i.



