KOMPLEX SZAMOK'

1. Feladat.® Mi a sziikséges és elégséges foltétele annak, hogy két komplex
szam Osszege, ill. szorzata valos szam legyen?

2. Feladat.®° Hol helyezkednek el a szamsikon azon z € C komplex sza-
mok, amelyekre

(a) Rez = a(e R), ill. Imz = b(€ R);

(b) argz = a (0 < a < 2m),

(c) |2] = 2,ill. |z — 24| < V3,

(d) |z =i <1,

(e) 0 < arg(zi) < m/3,
(f) Re () > 1 (2 pont).

3. Feladat.® Adja meg kanonikus alakban a kovetkezd komplex szamokat:
. 2 N2 13 T NS
Z—l. ; (1+2Z.) 1 Z> ; (1+Z.> ) (1 +,Z) , ahol n € N.
2+ (342i)3—(2+14)?" (1—14)° (1—1d)2

4. Feladat.° Hatarozza meg azon kanonikus alaku z komplex szamokat,
amelyekre

(a) (1 — i)z —3iz =2 —14,
(b) 22 +3(2+32) =7,
() 2+0)2*+(Bb—d)z+(2—2i) =0
5. Feladat.®° Oldja meg az alabbi linearis egyenletrendszert.
ix+(1+d)y=3—1
(1—di)x—(6—1)y=4.

6. Feladat.° Melyek azok a (kanonikus alaki) z komplex szamok, ame-
lyekre
22 =344i, 2*>=8-6i, z2'=-16.
7. Feladat.°© Hatérozza meg azokat a kanonikus alakt komplex szamokat,
amelyek négyzete rendre
2i, —8i, 3 —4i, —15+ 8i, 8 + 6i, 8 — 6i, —8 — 6i, 1 —iV/3.
8. Feladat.° Hatarozza meg n = 2, 3,4, 6-ra az n-edik egységgyokoket, s

adja meg 6ket kanonikus alakban is. Melyek koziiliik primitiv egységgyo-
kok?

9. Feladat. Adja meg kanonikus alakban azokat a z komplex szamokat,
amelyekre

TA rutinfeladatokat (az 1 pontosokat) © jelzi, a tébbi 2 pontot ér.
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(a) 2° +1=0,
(b) 22 —2—i=0,
(c) 26 +27=0.

10. Feladat. Hatérozza meg rogzitett n-re az 6sszes n-edik egységgyok
Osszegét, ill. szorzatat.

11. Feladat. Legyen a 2n-edik primitiv egységgyok. Szamitsa ki az
1+a+a?+...+a™ ! dsszeget.

12. Feladat. Legyen w = —% + %§ Szamitsa ki az alabbi komplex
szamokat.

(a) (a+ bw + cw?)(a + bw? + cw),
(b) (a +b)(a + bw)(a + bu?),

ahol a,b,c € R.

13. Feladat.® Trigonometrikus alakban szamolva szdmitsa ki a (\/§ — z) (2 + 2\/52)
komplex szdmot. (A végeredményt adja meg kanonikus alakban is.)

14. Feladat.® Trigonometrikus alakban szamolva szamitsa ki az alabbi
komplex szam értékét. (A végeredményt adja meg kanonikus alakban is.)

(=1 4 4)242

15. Feladat. Oldja meg a 22447 = |z|* 46 egyenletet a komplex szamok
halmazén.

16. Feladat. Oldja meg az iz = 2% egyenletet a komplex szamok halma-
zan.

17. Feladat. Rajzoljunk egy tetsz6leges négyszog oldalaira kifelé négy-
zeteket. Bizonyitsa be, hogy a szemkozti oldalakra rajzolt négyzetek
kozéppontjait 6sszekots szakaszok egyenld hosszuak és egymasra merdle-
gesek.

18. Feladat. Rajzoljunk egy tetsz6leges haromszog oldalaira kifelé sza-
balyos haromszogeket. Bizonyitsa be, hogy ezen haromszogek kézéppont-
jai altal meghatarozott haromszog szabélyos.

19. Feladat.® Szamitsa ki v/ —1 — v/3i mind a négy értékét. (A végered-
ményt adja meg trigonometrikus és kanonikus alakban is.)

20. Feladat.® Szamitsa ki v/ mindharom értékét. (A végeredményt adja
meg trigonometrikus és kanonikus alakban is.)
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21. Feladat. ° Egységgyok-e a z = cos % + % - sin ?—g komplex szam? Ha
igen, akkor hatarozza meg mindazokat az n kitevéket, amelyekre z n-edik
egységgyok, valamint azt az n természetes szamot, amelyre z primitiv n-
edik egységgyok.

22. Feladat. Hatarozza meg mindazokat a komplex szamokat, amelyek
huszonnegyedik és szazadik egységgyokok is.

23. Feladat. Mikor lehet € és € + 1 is egységgyok?



ABSZTRAKT ALGEBRAI STRUKTURAK

24. Feladat.®° Legyen A nemiires halmaz.
(a) Mutassa meg, hogy a (P(A); A, N) algebra egységelemes kom-
mutativ gydrd.
(b) Igazolja, hogy tetszéleges B, C' € P(A)-re megoldhato a BAX =
C egyenlet.

25. Feladat.®° Legyen H = {0,1,2,3}, és definialjuk a kovetkezd két
miiveletet:

Mutassa meg, hogy H e két mivelettel egységelemes kommutativ gytir,

26. Feladat.® Definialjuk a kovetkezd két miiveletet a T = {0,1,2, 3,4}
halmazon:

+/012 3 14 -101 2 3 4
0(01 234 0/0 0000
1112340 11012 3 4
2123401 2(0241 3
3134012 303142
4140123 410 4 3 21

Igazolja, hogy a T e két miivelettel test. |E testet altalaban GF(5)-tel

szokas jelolni. |

27. Feladat.® Gytrtit, integritastartoményt, illetve testet alkot-e az alab-
bi halmaz (a szokésos Gsszeadéssal és szorzassal)?

{a+bi:a,b€Z, aparos}

28. Feladat.® Gytrtt,integritastartoméanyt, illetve testet alkot-e az alab-
bi halmaz (a szokasos Osszeadassal és szorzassal)

@(\/5) :{a+b\/§:a,b€@}

29. Feladat.® Gytirtit, integritastartoményt, illetve testet alkot-e az alab-
bi halmaz (a szokasos Osszeadassal és szorzassal)?
1 3
Zw]={a+bw:abeZ} w:—ﬁ—i-gi
30. Feladat. Mutassa meg, hogy tetszdéleges nemiires S C R esetén ek-
vivalens az alabbi két feltétel.



(1) Va,be S:a+beSés —aecS
(2) Va,be S:a—be S

31. Feladat. Hatarozza meg a Z [w] gytri egységeit (lasd 29. feladatot).

32. Feladat. Keressen egy +1-t6l kiilonbo6z6 egységet a Z [\/5] gyri-
ben, majd ennek segitségével konstrualjon meg végtelen sok egységet.

33. Feladat. Hatarozza meg a véges tizedestortek gytirdjének egységeit.

34. Feladat. Definidljunk egy djfajta Osszeadast és egy ujfajta szorzast
a valos szamok halmazan: legyen a®b=a+b—1ésa®b=a+b— ab.
Igazolja, hogy az (R; @, ®) struktira test.

NEVEZETES GYURUK: MARADEKOSZTALY-GYURUK,
GAUSS-GYURUK, POLINOMGYURUK

35. Feladat. Szorozza Ossze az alabbi két polinomot (vagyis adja meg
tetszoleges n-re z™ egyiitthatojat az fg polinomban).

f=a"+2¥ + 2+ +1
g = 1002 +992% + ... 4+ 227 + x

————————— 11’ 1710

elemeket. (Az eredmény 0,1, ..., 12 valamelyike legyen.)

37. Feladat. Keresse meg az x> = 1 egyenlet Osszes megoldéasat a Zs,
illetve a Z19 testben.

38. Feladat.® Végezzen maradckos osztast az f = 2°+1, g = 22° =3z +
2 € Zs[z] polinomokon.

39. Feladat.® Hatarozza meg az f = 2 + 23+ 22+ 1, g = 23+ 1 € Zyx]
polinomok legnagyobb kozos osztojat, és adja meg az fu + gv = (f,g)
egyenlet egy megoldésat.

40. Feladat.® Szémitsa ki az f = 2* + 2% + 222 +32 -3, g =2 + 2% +
2?2+ 3x — 6 polinomok legnagyobb kozos osztojat, majd ennek segitségével
hatarozza meg f és g kozos gyokeit, és végiil kiilon-kiilon f és g Osszes
gyokeét.

41. Feladat. Legyenek a és b pozitiv egész szdmok. Mutassa meg, hogy
ha a-t b-vel osztva a maradék r, akkor (z* —1)-et (2% — 1)-gyel osztva
2" — 1 lesz a maradék. Ezen megfigyelés segitségével bizonyitsa be, hogy
7% —1 és 2° — 1 legnagyobb kozos osztoja zmk0-(48) —1 (mondjuk az R [z]
polinomgytiriiben).
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42. Feladat.® Legyen RY = {(ag, a1, as,...): a; € R}, és jeclje R} azon
részhalmazat, amely az Osszes olyan sorozatbol all, amelyekben csak
véges sok nemzérd tag van. Igazoljuk, hogy e részhalmaz részgytrd.

43. Feladat.® Oldja meg az R [z] polinomgytrtben az 2? - f = 2% —
2z (mod 23 + x) kongruenciat. (Figyelem: nem z az ismeretlen, hanem

fh

44. Feladat. Hatarozza meg a 8 + ¢ és 4 — 2i Gauss-egészek legnagyobb
koz0s osztojat.

45. Feladat.® Bizonyitsa be, hogy az alabbi I halmaz ideal a Z [z] gy-
riiben.
I'={a 2" +---+ax+ag € Z[zx] : ayp paros}.

46. Feladat. Mutassa meg, hogy az el6z6 feladatbeli ideal nem f&ideal.

47. Feladat.® Bizonyitsa be, hogy az aldbbi [ halmaz ideal a Z [\/—5]
gytirtiben.

I={a+b/-5€Z[V-5]:a=0b (mod2)}.
48. Feladat. Mutassa meg, hogy az el6z6 feladatbeli ideal nem f&ideal.
49. Feladat. Hatarozza meg az egész szamok gytrijében az I = (18) N

(30) idealt. (Mivel Z fsidealgytird, van olyan g egész szam, amelyre [ =
(9). Ezt a g generatort kell megtalalni.) Hogyan lehetne altalanositani?

50. Feladat. Bizonyitsa be, hogy tetsz6leges z komplex szamra az
I:{k‘EZ:zkzl}

halmaz ideél az egész szdmok gytirtijében, tovabba amennyiben z primitiv

n-edik egységgyok, akkor I = (n).

51. Feladat. Bizonyitsa be, hogy tetsz6leges a komplex szdmra az alabbi
halmaz ideél a C [z] gytirtiben és adja meg egy generatorelemét.

I={feClz]: f(a) =0}.

52. Feladat. Ellenérizze, hogy a korlatos valés szamsorozatok gytrtit
alkotnak (a szokasos tagonkénti dsszeadéassal és szorzéassal), majd mutas-
sa meg, hogy a nulldhoz konvergald sorozatok idealt alkotnak ebben a
gytrtiben.

53. Feladat.® Irja fel a Z [2] / (2 + 2 + 1) négyelemii test Osszeadd- és
szorzotablajat.

54. Feladat.® Hatarozza meg a Zj [z] / ( ) kilencelemii testben az
a-b, a/b, b/a elemeket, ahol a =T és b=
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55. Feladat.® Hatarozza meg a Zs [z] / (2% + 1) szdzhuszondtelemt test-
ben a 2x% — 3z + 2 elem reciprokat.



TEST FOLOTTI EGYHATAROZATLANOS POLINOMOK

56. Feladat.° Bontsa irreducibilis tényez6k szorzatara a valos, ill. a
komplex szamtest {6lott az

(a) z* + 62° + 922 + 100,

(b) 2% + 27
(c) z° —1
polinomkat.

57. Feladat.® Hatarozza meg az alabbi polinomok legnagyobb kozos osz-
tojat.

(a) f=a -3z +2¢ég=a—22> —z+2.

b) f=at—1ésg=a"+22>+ 2%+ 2+ 1.
58. Feladat. Adja meg az Gsszes legfoljebb harmadfoku irreducibilis po-
linomot a kételemti és a haromelemd test folott.

59. Feladat.®
(a) Adja meg az x® + z+1 € Zs|x] polinom irreducibilis felbonta-
sat.
(b) Adja meg az x* +22® + 1 € Z3[x] polinom irreducibilis felbon-
tasat.
60. Feladat. Adja meg az 2?—x € Z,[z] polinom irreducibilis felbontasat
tetszbleges p primszam esetén.

61. Feladat.® Bézout tételének segitségével vizsgalja meg, hogy osztja-e
a g =>4+ 2z + 1 polinom az f = z* + 1 polinomot.

62. Feladat.° Bézout tételének segitségével vizsgalja meg, hogy teljesiil-e
a g|f oszthatésaga g =22 —1és f =a'7— 2042 — ¥ 427 23401
polinomokra a Q, Zs, illetve Z; testek {olott.

63. Feladat. Mely n pozitiv egészekre oszthatdé az x™ 4+ 1 polinom az
22 + 1 polinommal?

64. Feladat. Hatarozza meg az 6sszes olyan p primszamot, amelyre
2% 4+ T|g 2008 _ 93,1922 4 13,60 1 §
teljesiil a Z, [z] polinomgytirtiben.

65. Feladat. Igazolja, hogy 2? + x + 1 akkor és csak akkor osztéja az
%" + 2" + 1 polinomnak, ha n nem oszthaté 3-mal.
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66. Feladat. Legyen f = a,2"+. ..+a1x+a egész egylitthatés nemkons-
tans polinom, tovabbé a p, ¢ relativ prim egészek olyanok, hogy f (g) =0.
[gazoljuk a kovetkezs allitasokat.

(a) glan és plao.

(b) Tetszoleges m € Z-re p — mq|f(m), specidlisan p — q|f(1) és

p+alf(=1).

67. Feladat.® Hatarozza meg az 2% + 27 polinom komplex gyokeit, majd
bontsa irreducibilis tényezsk szorzatara C, R és Q felett.

68. Feladat.® Hatarozza meg az x® — 16 polinom komplex gydkeit, majd
bontsa irreducibilis tényezsk szorzatara C, R és Q felett.

69. Feladat.® Hatarozza meg az x* + 2% — 30 polinom komplex gyokeit,
majd bontsa irreducibilis tényezdk szorzatara C, R és Q felett.

70. Feladat.® Hatarozza meg az f = (x — 1) (22 — 1) (2® — 1) (2* — 1) és
g=(z+1)(22+1) (23 +1) (z* + 1) polinomok irreducibilis faktorizaci-
6jat a kedvenc szamteste felett, majd ennek segitségével szamitsa ki f és
g legnagyobb kozos osztojat.

71. Feladat. Képzelje el (de ne frja fol!) az ' — 1 és 2% — 1 poli-

nomok gyoktényezds alakjat, majd hatarozza meg ennek segitségével a
legnagyobb ko6zos osztojukat. A 41. feladatot nem ér felhasznélni!

72. Feladat. Képzelje el (de ne frja fel!) az 217 — 1997 polinom irre-
ducibilis felbontasat R felett. Héany tényezdt lat (a lelki szemeivel), és
hényadfokuak ezek?

73. Feladat.® Keresse meg az 254 22° + x4 +2223+55224+442+11 polinom
racionalis gyokeit, majd adja meg a Q feletti irreducibilis felbontasat.

74. Feladat.® Igazolja, hogy az 27 —72°4-242° —502* +-682° —572°+ 251 —1
polinom irreducibilis Q felett. (Utmutatas: Térjink at az y = = — 1
hatérozatlanra.)

75. Feladat. Bizonyitsa be, hogy tetsz6leges T' test és tetszéleges

ag, A1, ..., an_1,0, € T, ag, a, # 0 elemek esetén az a,z" + a,_12" * +
-+ a1x+ag € T [x] polinom akkor és csak akkor irreducibilis, ha agz™ +
a4+ ay_1x + a, is az.
76. Feladat. Adjon meg végtelen sok olyan n egész szamot, melyre az

22 + 1002z + n polinom irreducibilis Q felett, és végtelen sok olyat is,
amelyre nem irreducibilis.

77. Feladat.® Alakitsa 4t az f = a* + 8iz® — 262% — 40iz + 21 € C|z]
polinomot az x + 2¢ polinom hatvanyai szerint rendezett alakba, és az
elvégzett atalakitas segitségével hatarozza meg f gyokeit.
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78. Feladat.® Hanyszoros gyoke a 2 szdm az x° — bz + 72® — 202 + 42— 8
polinomnak? Oldja meg a feladatot Horner-elrendezéssel és derivéalassal
is.

79. Feladat.® Hatarozza meg a 3z* — 423 + 1 polinom t&bbszords gyokeit,
majd adja meg a gyoktényezdss felbontasat.

80. Feladat. Az a valés paraméter mely értékeire lesz a —1 kétszeres
gyoke az x° — ax? — ax + 1 polinomnak?

81. Feladat. Hatérozza meg a b és ¢ komplex paraméterek értékét ugy,
hogy legyen haromszoros gyoke az 2° — 523 + 5bx + ¢ € C [z] polinomnak.

82. Feladat. Hatéarozza meg az A, B val6s paraméterek azon értékeit,
amelyekre az 1 kétszeres gyoke az Az"™ + Bx™ ! + 1 polinomnak (n > 2
tetszbleges adott természetes szam).

83. Feladat. Mikor oszthato egy polinom a sajat derivaltjaval?

84. Feladat.® Oldja meg az x3+9z—26 = 0 egyenletet a komplex szdmok
halmazan.

85. Feladat. Oldja meg az 2 + 92 — 26 = 0 egyenletet a Zg testben.
(A megoldashoz sziikségiink lehet a 37. feladatra.)

86. Feladat. A derivalt vizsgalatéaval igazolja, hogy az x®+pr+q € C []
polinomnak akkor és csak akkor van t6bbszords gyoke, ha diszkriminansa
nulla.

87. Feladat.® Oldja meg az z* — 223 + 422 — 22 + 3 = 0 egyenletet a
komplex szamok halmazan. (Segitség: A kubikus rezolvens egyik gyoke
a=2.)

88. Feladat.® Hatérozza meg azt a legalacsonyabb fokszama f polino-
mot, amelyre f(0) =2, f(1)=3¢és f(3) =1.
89. Feladat. A Horner modszer segitségével szamitsa ki az f(z) értéket,
ha

(a) f=a2*—32%+ 622 — 102 + 16, x¢ = 4.

b) f=2>+ (1422 — (1+30)2> +7, x9=—-2—1.
90. Feladat.® Allapitsa meg, hogy hanyszoros gyoke az

(a) 2° — bzt + Tz — 222 + 42 — 8 polinomnak a 2;

(b) a° + 72* + 1623 + 822 — 162 — 16 polinomnak a —2.
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91. Feladat. Oldja meg a kovetkez6 harmadfokii egyenleteket a komplex
szamok halmazém.

)’ —6x+9 =0,

b)":v +92% + 18z + 28 = 0,
c)’ ® + 62 + 302 + 25 = 0,
AP 2% — 6z +4 =0,

a3 +322—3x—1=0,
) @3 — 6ix +4(1 —1i) =
(g) 2® — 3abx + a® b =0,

(a
(
(
(
(e
(f

92. Feladat. Oldja meg a kovetkez6 negyedfoki egyenleteket a komplex
szamok halmazan.

(a )x4+2x3—2x2+6x—15:0,

(b) 2t — 2% — 22+ 20 —2=0,

(¢) a* —4a® + 322 + 22— 1 =0,

(d) 2* — 32 + 22 + 42 — 6 = 0,

(e) #* — 22% +42® — 22 +3 =0,

(f) 42 — 423 — 62 + 22 + 1.

93. Feladat. Az euklideszi algoritmus segitségévsl hatarozzon meg olyan
g1, g2 polinomokat, amelyekre f1g1 + fogo = In. k. 0.(f1, f2).
(a) fi=at+223 —a? —dx -2, & fo=a'+2—2? 202,
(b) fi = 2 — 4a® + 112* — 272 4 3722 — 352 4+ 35, és fo =
x® — 3a* + 723 — 2022 + 10z — 25,
(c) fi=32>—222+x+2 é fo=aax+1.

94. Feladat. (3 pont) Hataroza meg azt a legalacsonyabb foku polino-
mot, amely (z — 1)%nel osztva 2z-et, mig (z — 2)*>-nel osztva 3z-et ad
maradékul.

95. Feladat. Allapitsa meg, hogy milyen kapcsolat van az z* + az® +
br?+cx+d = 0 egyenlet egyiitthatoi kozott, ha tudjuk, hogy két gyokének
Osszege megegyezik a masik két gyokének Gsszegével.

96. Feladat. Allapitsa meg, hogy milyen kapcsolat van az z* + az® +
ba?+cx+d = 0 egyenlet egyiitthatoi kozott, ha tudjuk, hogy két gyokének
szorzata megegyezik a masik két gyokének szorzataval.

97. Feladat. Igazolja, hogy ha az 2* + az® + b2?> + cx +d =0, a # 0
egyenletre teljestil a 96. feladatban megfogalmazott foltétel, akkor az
megoldhato 22-tel valo osztésl, majd ezt kovetSen y = x+-= helyettesitést
végrehajtva.
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98. Feladat. A 95. és a 96. feladat eredményét félhasznalva oldja meg
az alabbi egyenleteket.

(a) 2t — 423 + 5% — 22 — 6 = 0,

(b) 2t + 223 + 222 + 10z + 25 = 0,

(c) * +22° + 322 + 22 — 3 =0,

(c) 2t + 2% — 1022 — 220 + 4 = 0.

99. Feladat. Legyen f, g € R|x]. Igazolja, hogy pontosan akkor létezik
olyan a € C komplex szam, amelyre f(a) = g(o) = 0, azaz van a két
polinomnak kozos gyoke, ha In. k. o.(f, g) legalabb elséfoku, és ekkor

r —o|ln.k.o.(f,g).

TOBBHATAROZATLANOS POLINOMOK

100. Feladat.® Fejezze ki elemi szimmetrikus polinomok polinomjaként
az alabbi polinomokat.

(a) 23 + a3 + 23 — 3z1 2913,

(b) 2ire + ma3ains + xi3 + ¥3ws + woud,

(c) zf + 23 + x5 — 22323 — 20322 — 22323

(d) (ZL’l + JIQ)(ZEl + Ig)(l‘g + 1’3).

101. Feladat. Allitsa el6 elemi szimmetrikus polinomok polinomjaként
azt az n hatarozatlanos szimmetrikus polinomot, amelyet lexikografiku-
san elsé tagjaval adtunk meg.

(a) 23+ ...,

(b) 22z9mw3 + . . .,

(c) 2323 + .. ..
102. Feladat. A gyokok kiszamitasa nélkiil adja meg

(a) az f = 32® — 522 + 1 polinom gydkei kobeinek dsszegét.

(b) az x3x3 + ... lexikografikusan els6 taggal rendelkezd négyha-

tarozatlanos polinom helyettesitési értékét, ha xq,..., x4 az f =
3zt — 223 + 222 + & — 1 polinom gydkei.



