Név: oo Osszpontszam: Erdemjegy:

Algebra és szamelmélet
Vizsgadolgozat
(2020. 12. 12.)

1. Feladat. (4 - 2 pont)

Dontse el, hogy igaz vagy hamis az allitas.

(A) Igaz-e, hogy tetszéleges z € C és n € N esetén abbol, hogy /z-nek
van valos értéke, kovetkezik az, hogy z is valos? Ha igen, akkor egy
mondatban indokolja, ha nem, akkor adjon ellenpéldat.

(B) Igaz-e, hogy tetszoleges z € C-re, ha 2% hatodik egységgydk, akkor
z is hatodik egységgyok. Igazolja réviden, vagy adjon ellenpéldat.

(C) Van olyan z komplex szam, amelyre Rez =1, és |z —i| = 3.

(D) Tetszoleges v, w € C-re |v + w| = |[v] + |w].

2. Feladat. (4 - 3 pont)
Igazak-e a kovetkez§ allitdsok. Valaszait roviden indokolja.
(A) Ha n > 2 egész, akkor ¢(n) paros.
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(B) Ha egy C f6l6tti polinom irreducibilis, akkor nincs gyoke.

(C) Az 2® + 1 polinom irreducibilis a Zs[x] polinmgyfiriiben.

(D) Az (#* + T)u = T (mod m) kongruencia nem oldhat6é meg a Zy[z]
polinomgyftriiben, ahol m = 23 + 22 + 1

3. Feladat. (3-3 pont) Igazak-e az alabbi allitasok (valaszat réviden
indokolja).

(A) Tetszbleges n € N-re létezik primitiv n-edik egységgyok. A kiilon-
b6z8 n-edik primitiv egységgyokok szama ¢(n).

(B) Létezik olyan integritastartomany, amelyben pontosan hat egység
van.

(C) Irreducibilis-e az 2* + 16 polinom a valos szamtest flétt?
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4. Feladat. (4 -3 pont) Adjon példat és roviden indokolja meg, hogy
a példaja miért rendelkezik a kivant tulajdonsaggal.
(A) Adja meg az Gsszes nem izomorf 7 elemtd csoportot.

(B) Adjon meg két olyan kiilénb6z6 a, b természetes szamot, amelyekre
p(a) = ¢(b) = 100.

(C) Adjon példat olyan f € R[z] hatodfoku polinomra, amelyre f/In. k. o.(f, ) =
zt—1.

(D) Adja meg az Osszes legfoljebb harmadfoku irreducibilis polinomot
3 elemt test folott.
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5. Feladat. (4 -3 pont) Egészitse ki a definiciokat, ill. tételkimonda-

sokat.
(a) A F[z]/(f) maradékosztaly-gytri akkor és csak akkor zérusoszto-
mentes, ha f ... F folott.

(b) Azt mondjuk, hogy az f € F[z] polinomnak az o € F elem
........................................ , ha (z — )| f, de (z — a)**1) f.

(c) Az A halmazon definialt o miivelet .......................... , ha barmely
a,b € A-ra az axr = b, és ya = b egyenletek megoldhatok.

(d) Az A véges halmazon definialt o € Sy permutécio folbonthato

........................................ ciklusok szorzatara. E fOlbontas a ....oovveevieinieieieiiii.

6. Feladat. (10 pont)

Igazolja, hogy tetszGleges a,b,c € Z egészekre az ax + by = c egyen-
letnek pontosan akkor van egész megoldésa, ha megoldhat6 az ax = ¢
(mod b) linearis kongruencia.



7. Feladat. (9 pont) Egészitse ki a kovetkezs tétel bizonyitasat.
(Wilson tétele) Ha p primszam, akkor (p —1)! = —1 (mod p).
Bizonyitas. Ha p = 2,3, akkor az allitas nyilvanvalo, igy foltehetd,

hogy p > 3. Az {1,2,...,p — 1} SZAMOK ...ooovoviiiiiiiiiiiiiic, , igy
barmely i € {1,2,...,p — 1} esetén pontosan egy olyan 1 < j < p—1
van, amelyre ................... Ez alapjan az {1,2,...,p — 1} halmazbeli

szdmok parokba rendezhetSk. Kérdés, hogy minden egyes parban kii-
16nbo6z6 szamon vanak. Ha valamely ¢ parja onmaga, akkor teljesiil ra
AZ eeeeeieeeeieee, kongruencia, azaz p|i® —1, és igy p|(i —1)(i+1). Mi-
vel p primszam, ez csak akkor teljesiil, ha i € {1,p — 1}. Kaptuk hogy
a2 3,...,p— 2 szamok mindegyike kiilonbozik parjatol az iménti pé-
rositasnal. Ez azt jelenti, hogy ...........ccoonin. , amibdl — mindkét
oldalt p — 1-gyel szorozva — a bizonyitandé allitast kapjuk.

8. Feladat. (10 pont) Igazolja a kovetkezd allitast.

Legyen m € F[z] tetszéleges nemkonstans polinom, és tekintsiik az
Flz]/(m) maradékosztalygytrtt. Ha valamely f € F[z] polinomra
In. k. o.(f,m) ~ 1, akkor barmely g € f polinomra In.k.o.(g,m) ~ 1.
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9. Feladat. (8 pont) Igazolja a kiovetkezd allitast.

Legyen m € F[z] tetsz6leges nemkonstans polinom. Az f € Flz]/(m)
maradékosztalynak pontosan akkor van multiplikativ inverze (ponto-
san akkor invertalhato elem, azaz egység), ha In.k.o.(f,m) ~ 1. A
multiplikativ inverz, ha létezik, egyértelmtien meghatérozott.

10. Feladat. (10 pont) Egészitse ki a kovetkezs tétel bizonyitasat.
Tétel. Tetszoleges G véges csoport és H < G részcsoportra |G| = |H|-
|G: H|. Masképpen mondva, véges csoport barmely részcsoportjanak
rendje osztoja a csoport rendjének.

Bizonyitas. Legyen G véges csoport és H < (. Az Osszes kiilon-

b6z, H szerinti baloldali mellékosztalyok G .......... alkotjak. Mivel
barmely a € G-re a € aH, ezen allitas igazolasara elegendd azt meg-
mutatni, hogy tetszéleges két baloldali mellékosztaly vagy ........... , vagy

Legyen a,b € G olyan, hogy aH NbH # (). Ha g € aH NbH, akkor
valamely hq, hy € H-ra g = ah; = bhy. EbbG] ..................... kovetkezik,
azaz b € aH. FEz pedig maga utédn vonja, hogy bH C aH. Mivel a
forditott iranyu tartalmazés ugyanigy kaphatoé, allitasunkat igazoltuk.
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Mivel G = |J(aH : a € G), mar csak azt kell igazolni, hogy barmely
két H szerinti mellékosztalyban ..................... van. Ez pedig abbdl
adodik, hogy az ah — bh hozzarendelés egy aH — bH bijektiv leképe-
zést definial.

Bekiildési hatarids: 2021. januar 6.

A bekiildés formaja: e-mail csatolt fajl a klukovits@math.u-szeged.hu
cimre, vagy postai tton nevemre, Bolyai Intézet 6720 Szeged, Aradi
vértanik tere 1.

Ertékelés: (az elérhets pontszam: 100)

elégséges: 50 pont,

kozepes: 60 pont,

jo: 81 pont,

jeles: 90 pont.



