Tajékozédé Szamfogalom Komplex szamok Tajékozédds Szamfogalom Komplex szémok
Tajékozodd folmérés 1.
1. Kérdés.

Adja meg a kovetkezd fogalmak definicidit a klasszikus
szamelméletben.

Bevezetés, komplex szamok. 1. Primszam, félbonthatatlan szam.
2. Euklideszi algoritmus.
Klukovits Lajos 3. Legnagyobb kozos oszté.
4. A modulo m kongruencia.

TTIK Bolyai Intézet

2. Kérdés.

2020. szeptember 19. Fogalmazza meg a kovetkezd szdmelméleti tételeket.
1. A szdmelmélet alaptétele.
2. A kinai maradéktétel.

3. A linedris kongruencidk megoldhatdsigdra és a (lényegesen
kiilonb6z8) megolddsok szdmdara vonatkozd tétel.

Tajékozédas Szamfogalom Komplex szamok T&jékozddas Szamfogalom Komplex szdmok
T4jékozodd folmérés 2. Téjékozddé folmérés 3.
3. Kérdés.

Adja meg a kovetkezd fogalmak definicidit.

1. Leképezés, injektiv-, sziirjektiv- és bijektiv leképezés.

2. Permuticid. 5. Kérdés.
3. Ekvivalencia rel3cié. Adja meg a kétvaltozds miiveletek legaldbb 4 tulajdonsigét.
4. Osztalyozas. 6. kérdés.
5. Rendezés, rendezett halmaz. Adja meg a csoport, a gylirli és a test definicidjat.
6. Rendezett halmaz minimdlis-, ill. legkisebb eleme. 7 Kérdés.
4. Kérdés Fejezze be a kovetkez6 éllitast dgy, hogy egy igaz tételt kapjunk.

Fogalmazza meg a kévetkezd tételeket. A Z, maradékosztaly-gylirii pontosan akkor test, ha ...

1. A véges halmazok permutdcidinak ciklusokra és
transzpozicidkra valé folbontdsdra vonatkozd tételek.

2. Egy adott halmaz ekvivalencia relacidi és osztdlyozasai
kapcsolatat leird tétel.



Tajékozddas Szamfogalom Komplex szamok
Tajékozodd folmérés 4.
8. Kérdés.

A kovetkezé allitasokrdl csak azt kell eldontenie, hogy igazak, vagy
hamisak.

1. Létezik olyan folbonthatatlan egész szam, amely nem
primszam.
2. Béarmely két egész szimnak van legnagyobb ko6zos osztdja.
3. Azx=1 (mod 4), x=1 (mod 32) linedris
kongruenciarendszernek nincs megolddsa.
4. Legyenek p: A— B és1): B — C leképezések.
e Ha @ injektiv, akkor % is injektiv.
e Ha o sziirjektiv, akkor 1 is sziirjektiv.
5. Ha A véges halmaz, akkor minden ¢: A — A sziirjektiv
leképezés injektiv is.
6. Ha A végtelen halmaz, akkor van olyan ¢: A — A injektiv
leképezés, amely nem sziirjektiv.

e Szamfogalom Komplex szémok.
A komplex szdmok teste.

A konstrukcid.

R x R-n miiveleteket definidlunk: (a, b),(c,d) e R xR
o (a,b)+ (c,d)=(a+c,b+d),
e (a,b)-(c,d) = (ac — bd, ad + bc)

Tételek.

1. A C =R x R halmaz az el6bbi két miivelettel test: a
komplex szamok teste.

2. E test tekinthetd a valds szdmok teste bovitésének: a
o:R—=R xR, ar (a,0) leképezés injektiv.
3. Egyszerii szdmolassal kaphatdk a kovetkezdk:
* (a,b) + (—a,—b) = (0,0)
* (a,b)-(1,0) =(a, b)
o —(a,b) = (—a,—b).

Szamfogalom. Komplex szdmok

A szamfogalom folépitése.

. Természetes szamok: N = {1,2,...}

Peano axiémai.

. Egész szamok: Z = {0,+1,+2,...}

Z=NxN/~, (a,b)~(c,d)yea—-b=c—d,.
Természetes szamok ,, kiilonbségei” .

. Racionalis szamok:

Q=Zx(Z\{0})/ ~ (a,b)~(c.d) & i=5.
Egész szamok , hanyadosai”.

e A racionalis szimok mdr testet alkotnak, de ez a test egyrészt
nem tartalmazza minden konvergens sorozatdnak hatarértékét,
masrészt nem algebrailag zart.

. Valés szamok: Racionalis szamokbdl allé konvergens

sorozatok osztdlyai.

. A valds szdamok R teste mar tartalmazza a konvergens

sorozatok hatdrértékét (teljes metrikus tér), DE algebrailag
nem zart.

Szamfogalom Komplex szdmok

Kanonikus alak 1.

. Az (a,0) komplex szdmot azonosithatjuk az a valés szammal.
. Tetszbleges (a, b) € C-re

(a, b) = (a,0) + (0, b) = (a,0) + (b,0)(0,1),

. igy (a, b) komplex szdm helyett irhatunk a + bi-t, ahol ,, /"

olyan szimbélum, amelyre i?> = —1, ugyanis (0,1)? = (-1, 0).

4. Ez utébbi a komplex szdm kanonikus alakja.
. A szadmolas velik, mint kéttagl algebrai kifejezésekkel:

at+bi=c+di < a=c b=d
(a+bi)+(c+d)=(a+c)+ (b+d)i
—(a+ bi) = (—a)+ (—b)i
(a+ bi)(c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i
1 a
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Szamfogalom Komplex szémok.

Kanonikus alak 2.

A z = a+ bi komplex szdm valés- ill. képzetes része az a,
ill a b valés szam. Jeldlése: Re(z) = a, Im(z) = b.

Legyen n > 1 természetes szam, és z egy komplex szdm. Azt
mondjuk, hogy az u komplex szam a z egy n-edik gydke,
hau" =z

Kanonikus alakban csak a négyzetgyokok hatdrozhatdk meg:

Ha z = a+ bi # 0, akkor olyan u = x + yi komplex szdmokat
kell meghatarozni, amelyekre (x + yi)® = a+ bi. Az x,y € R
valds szamok megoldasai az

x2—y?’=a
2xy = b

egyenletrendszernek.

Két megoldas van, egymds —1-szeresei.

Szdmfogalom Komplex szdmok.

Geometriai reprezentacié 1.

z = a+ bi-nek az (a, b) pont felel meg, valds-, ill képzetes
tengely;

az (a, b) tiikdrképe az valds tengelyre az (a, —b) pont, ez az
Z = a — bi komplex szdmnak felel meg, z konjugaltja.

z = a+ bi abszolut értéke az (a, b) pontba mutaté helyvektor
hossza: |z| = Va2 + b2.

Tetszdleges z1, zo € C komplex szdmokra, ha z, # 0, akkor

21 -

n n-7Z

Ervényes a hdromszog egyenlStlenség.

Szamfogalom Komplex szémok

Példak 1.

Igazoljuk, hogy a négyzetgyokvonds mindig elvégezhetd kanonikus
alakban.
o Az elébbiek alapjan azt kell megmutatni, hogy az
2 —y>=a
2xy = b

egyenletrendszernek mindig van valés megoldasa.
o Foltehetd, hogy a, b egyike sem zéré.
e y-t elimindlva:
4x* — 4ax® — b? =0,
> aEtVa?+h?
X=—
2
o Lévén a+ Va2 +b2>0é a—Va2+ b2 <0,

e x%-re egy pozitiv értéket kapunk.

Szémfogalom Komplex szdmok

Polarkoordinds reprezentacid.

e Nemzéré komplex szdm argumentuma: egy 0 < ¢ < 27 valds
szam, arg z.
o z€ C-re z=r(cosp + isinyp), ahol r = |z|, ¢ = argz.
Trigonometrikus alak.
o Ebben az alakban kénnyii szorozni (hatvényozni) és osztani,
de nem lehet haszndlhatéan 6sszeadni.
Lemma
Tetszbleges z, u € C nemzéré komplex szamokra
z
arg(zu) = argz + argu, ésarg — = argz — arg u.
u



26d4 Szamfogalom Komplex szémok.

Gyokvonas.

Legyen n > 1 természetes szam,

z,u€ C, z=r(cosp + isinp), u=s(cosiy+ isini)) olyan
komplex szdmok, hogy u" = z,

o r=5"és mp = p+ 2km valamilyen k € Z-re.

o s=1r, és w:L,fk”,kGZ.

o uk:\”ﬁ(cos%-i-isin%)

TetszOleges k € Z-re uj] = z, azaz z n-edik gyoke, de nem
mind kiilonbozok.

o U =u pontosan akkor teljesiil, ha nlk — 1.

Theorem
Egy nemzéré komplex szamnak pontosan n szamu kiilonbozé
n-edik gyoke van barmely n > 1 természetes szamra.

Szdmfogalom Komplex szdmok.

Egységgyokok.

Definition

Azt mondjuk, hogy az € n-edik egységgyok primitiv n-edik
egységgyok, ha pontosan n szamu kiilonbozé egész kitevds
hatvanya van. Masképpen mondva, egész kitev6s hatvanyaként az
osszes n-edik egységgyok eldall..

Theorem
2km

Az ek = cos =5+ isin ”(T” komplex szam akkor és csak akkor
primitiv n-edik egységgyok, ha In.k.o.(n, k) = 1.

Corollary

Tetszbleges n > 1 természetes szdmra létezik primitiv n-edik
egységgyok, mégpedig annyi, ahany n-hez relativ prim szam van az
1,2,...,n egészek kozétt (azaz szdmuk ¢(n), ahol ¢ az dn.
Euler-fiiggvény, amelynek pontos definicidjit késébb adjuk meg).

Szamfogalom Komplex szémok

Egységgyokok.

Definition
Azon komplex szdmokat, amelyek n-edik hatvdnya valamely n > 1
természetes szdmra 1, n-edik egységgyokoknek nevezziik.

2k 2k
en,k:cosTﬂ-&-isinTﬂ, neN, 0<k<n

Ezek a szamsikon az egységkoron helyezkednek el. Rogzitett n-re
az (1,0) ponttdl indulva egy szabdyos n-szég csticspontjaiban.

Eszrevételek.

o Tetszbleges 0 < k,/ < n-re Eﬁ_l = sf,yl maga utan vonja, hogy

k =1, azaz £, 1-nek pontosan n szdmu kiilonb6z6 hatvénya
van, amelyek kiadjak az osszes kiilonbozé n-edik
egységgyokot.

e llyen tulajdonsdgi egységgyok tobb is van, példaul e, ,_1.

Szémfogalom Komplex szdmok

Egységgyokok.

Corollary

Legyen n > 1 természetes szam. Tetszéleges z € C komplex szam
osszes kiilonb6zd n-edik gyoke felirhaté uey, . .., ue, alakban, ahol

u" =1z, ésey,...,En az 0sszes kiilonbozé n-edik egységgyok, illetve
uek, 0 < k < n alakban, ahol ¢ egy primitiv n-edik egységgyok.

Theorem
Rogzitett n € N természetes szamra az sszes n-edik egységgyokok
U, halmaza csoport a komplex szamok ismert szorzas miiveletével.

Theorem
Az U =\J(Un: n € N), az sszes egységgyokok halmaza, csoport a
komplex szamok ismert szorzds miiveletével.
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