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Polinomfuggvények, polinomok gyokei.

Példak.

1. Ha F véges test, mondjuk |F| = g, akkor az F — F leképezések szdma
q9, mig az F folotti polinomok szdma végtelen.

2. Tekintsiik az f = x3 és a g = x Z3 test folotti polinomokat. Ekkor

f:0503=0,1—13=1,2—23=2,

azaz ugyanugy az identikus fiiggvény, mint a g polinomhoz tartozé. Ez azt
(is) mutatja, hogy kiilénbdzé polinomok ugyanazt a polinomfiiggvényt
hatdrozhatjak meg.

Definicié.
Azt mondjuk, hogy az a € F elem gyoke (zérdhelye) az f € F[x]
polinomnak, ha f(a) = 0.
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Polinomfliggvények, polinomok gyokei.

Definicié
Az f = apx" + ...+ a1x + a9 € F[x] polinom c € F helyen vett
helyettesitési értéke az f(c) = apc" +... +aic+ap € F elem. Az

f:F—=F, c~f(c)

leképezést az f € F[x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvénynek
nevezziik.

Megjegyzés.

Nagyon fontos a polinom és a polinomfiiggvény fogalmanak elkiilonitése,
megkiilonboztetése. Erre a kovetkezé példak is rdmutatnak.
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Polinomok gyokei.

Bezout tétele
Barmely f € F[x] és a € F esetén f(a) =0 & x — alf.

Bizonyitas.

Legyen f € F[x] és a € F egy tetszéleges.
Maradékos osztdst végezve: f = (x — a)g + b, ahol g € F[x], b€ F.
Egyszerlien |athatd, hogy b = f(a), azaz f = (x — a)g + f(a),
amibdl azonnal adédik a tétel dllitasa.
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Polinomok gyokei, a Bezout tétel kovetkezményei.

1. Kovetkezmény.

Tetsz8leges f, g € F[x] esetén e két polinom kozos gydkei éppen a
legnagyobb koz6s osztéjuk, In.k.o.(f, g) gyokei.

2. Kovetkezmény.

Ha aj, ..., ax € F paronkint kiilonbozé elemek, akkor

f(a1)=...=f(a) =0 & (x —a1)...(x —ak)|f.
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Polinomok gyokei.

Allitas.
Ha az f, g € F[x] polinomok legfdljebb n-edfokiiak, és n+ 1 helyen
ugyanaz a helyettesitési értékiik, akkor f = g.

Allitas.
Ha az F test végtelen, akkor két F folotti polinom akkor és csak akkor
egyenld, ha a hozzdjuk tartozé polinomfliggvények megegyeznek.

Megjegyzés.

Ha az F test véges, akkor konnyen taldlhaték olyan kiilonb6zd polinomok
F folott, amelyek ugyanazt a polinomfiiggvényt hatdrozzak meg. Példaul,
ha |F| = p prim, akkor ilyenek az xP és az x polinomok.
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Polinomok gyokei.

Definicié.
Az f € F[x] polinomnak az a € F k-szoros gydke, ha (x — a)|f, de
(x — )kt f. A k az a gyok multiplicitasa.

Allitas.
Ha az f € F[x] (nemzérd) polinom fokszdma n, akkor legfoljebb n
kiilonboz6 gyoke van F-ben.

Megjegyzés.

A polinom és a zéréhely fogalmat egységelemes gylir(i folott is
bevezethetjiik, de akkor nem érvényes mar az el6bbi kovetkezmény.
Példaul, a Z1o gylirii folotti x2 — 1 polinomnak 4 gydke is van az
alapgyliriiben.
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Polinomok gyokeinek meghatarozasa 1.

Okori elé6zmények.

o Mar az ébabyloni Birodalom irnokai ismertek olyan eljarasokat,
amelyekkel minden olyan masodfoki egyenlet egy pozitiv gyokét meg
tudtdk hatdrozni, amelynek volt ilyen gyoke.

o Eljardsuk — amelyet csak verbdlisan fogalmaztak meg — lényegében
megegyezett azzal, ahogy ma levezetjik a masodfokd egyenletek
gyokképletét:

Az , egyenletnek” a masodfoki tagot tartalmazé oldalat teljes
négyzetté alakitottak,
majd négyzetgyokot vontak, amire hatékony algoritmusuk volt.

o Megoldisi eljarasuk Iényege: a problémat egy elséfokd egyenlet
megoldasara vezették vissza.

o Eljarasuk alkalmas C folotti masodfoki polinomok osszes gyokének
meghatarozasara.
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Gyokok meghatarozasa: harmadfoki egyenletek 1.

Gyokok meghatarozasa: harmadfoki egyenletek 3.

Tartaglia (modernizélva)
(7) Kdébgyokat vonva u, v-re

u, ue, ue?, v, ve, ve?

adddik, ahol € egy harmadik primitiv egységgyok.
(8) Ellenérizheté, hogy csak az

yi=u+v, yg:ueJrv527 y3=u€2+v€

értékek megoldasok, csak ezekre teljesiil a (4) pont két egyenl8sége.

Tartaglia a XVI. szdzadban.
(1) Az ax® + bx® + cx+d =0, a,b,c,d € C egyenlethdl x =y — £
helyettesitéssel, majd a kezd6 egyiitthatéval vald leosztds utdn
Y 4py+q=0

alakd harmadfokd egyenlethez juthatunk.

(2)Ennek megoldasat y = u + v alakban keressiik.

(3) Az (u+v)3 = (¢ + v3) + 3uv(u + v) egyenldséghdl

(u+v)® —3uv(u+v)— (B +v¥)=0

amibdl az y3 + py + g = 0 egyenlettel egyiitthaténként

osszehasonlitva: )
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Gyokok meghatarozasa: harmadfoku egyenletek 2.

Tartaglia (modernizélva)
(4) az

Suv =—p

B+ =—g

egyenletrendszert kapjuk.
(5) A Viete-képletek alapjan 3, v3 megolddsa a

22+qz—<7)3:0

masodfoku egyenletnek.

(6) EbbI
o =12 )
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Gyokok meghatarozasa: harmadfoki egyenletek 4.

Tartaglia (modernizélva)
(9) Az

osszefliggést Cardano-képletnek szokas nevezni, mert .....,
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Gyokok meghatarozasa: harmadfoku egyenletek 4.

Példa.

Oldja meg az x3 — 6x2 + 57x — 196 = 0 egyenletet.
@ x =y + 2 helyettesités utdn az y3 + 45y — 98 = 0 egyenletet kapjuk.
@ A Cardano képlettel szdamolva:

u v = \3/49 +1/492 + 153 = \3/49 + /5776
= /49 +76

° fgy u=5, v=-3; amibdl

oyi=utv=2 y=ue+ve’®=—-1+4i\3, y3=ue®+ve=
—1-4iV3.

o A megoldds: x; =4, xo3=1% 4i\/3.
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Negyedfoki egyenletek 2. Egy példa.

Oldjuk meg az f = x* + 6x3 + 6x> — 8 = 0 egyenletet.
O f=(x*+3x+9)2- ((9+a—6)x2+3ax+(8+%2)>,
Q@ 92 — (3+a)(32+4+a?) = —a® +6a® —32a — 96 = 0.

@ o =y + 2 helyettesités utdn az y3 4 20y + 144 = 0 egyenlet egy
gyokét keressiik: y = —4, amibdl a = —2.

@ Ezt (1)-be helyettesitve:
(2 43x—1)2 = (x* —6x+9) = (x® + 4x — 4)(x> + 2x +2) = 0,

O igy a gydkok: x10 = —2+2v2, xg4=-1+1.
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Gyokok meghatarozasa: negyedfoku egyenletek 1.

Ferrari (XVI. sz.) eljdrdsa modernizélva.
Tekintsiik az x* + ax3 + bx> 4+ cx +d =0, a, b, c,d, € C egyenletet.

A bal oldalt két masodfoki polinom szorzatira bontjuk tgy, hogy
elébb két polinom négyzetének kiilonbségeként allitjuk eld:

2
x4+ax3+bx2+cx+d:(x2+gx+%)

—((%Z-i-a—b)xz—&-(%—c)x—i-(%z—d))

Az o paramétert lgy kell meghatarozni, hogy a masodik tag teljes
négyzet legyen, azaz

egyik gyoke legyen az (% — C)2 —4 (a + %2 — b) ("‘TZ — d) =0
harmadfokd egyenletnek.

4
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Fontos észrevétel.

MIND A HARMAD- MIND A NEGYEDFOKU ESETBEN A
MEGOLDAS KULCSA EGY EGGYEL ALACSONYABB FOKU
EGYENLET MEGOLDASA VOLT.

Emlékezziink: a masodfoki egyenleteknél is ugyanez volt a helyzet.
A tovabblépés, a fokszam novelésének egyik utja, hogy mindig
keressiink olyan eggyel (esetleg t6bbel) alacsonyabb fokd, un.
rezolvens egyenletet, amelynek egy gy6két hasznalva oldhatjuk
meg a problémat.
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Tovabblépés.

Alapvet6 kérdések.

@ Egészen a XVIII. szazad utolsé évtizedeig minden matematikus
nyilvanvalénak tekintette, hogy az egyenletek megoldhatdk, azaz

@ minden komplex szamtest folotti polinomnak van komplex zéréhelye.

© E hiedelem annyira erés volt, hogy nem is foglalkoztak a
bizonyitasaval.

@ S6t az is erbs hiedelem volt, hogy a zéréhelyek/gydkok el8éllithatok
(dn. algebrai eszkozokkel) a polinom/egyenlet egyiitthatdibdl.

A (klasszikus) algebra alaptétele. GAUSS 1799.

Theorem
Minden legalabb elséfokii komplex egyiitthatés polinomnak van komplex
zérchelye,

v
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Interpolacid.
Lagrange interpolacids tétele.

Tetszdleges, paronként kiillonbozd ¢y, .. ., cht1 és tetszbleges d, ..., dnt1
(nem foltétlentil kiilonb6z8) F-beli elemekhez pontosan egy olyan f € F[x]
legfoljebb n-edfokd polinom létezik, amelyre f(c;) = d; minden
i€{1,2,...,n+ 1}-re.

2020. oktéber 31. 17 /1

Definicid.
Az el6bbi f az Gn. Lagrange-féle interpolaciés polinom.

Megjegyzés.

Eléfordulhat, hogy az n + 1 pontra illeszkedé Lagrange-polinom fokszama
kisebbnek adédik n-nél. Pontosan n-edfokid polinom létezése nem
garantalhaté. Ha azonban semmit sem kotiink ki a fokszamra, akkor
elvész az unicitds. Ugyanis tetszbleges g € F[x] polinomra az
f+(x—c1)...(x — cry1)g polinomra is teljesiil a helyettesitési értékre
vonatkoz6 foltétel.
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Tovabblépés.

Vilasz kisérletek.
Gauss tétele vélasz az (1) és (2)-beli kérdésekre, de
de a (4)-ben emlitett hiedelem a XVIII-XIX. szdzed forduléjan mar
ingani kezdett.
A tobb évszazados sikertelen kisérletek utan a XIX. szdzad elején
tobben is megtalalni vélték az otodfoku egyenletek , gyokképletét”, de
hamarosan rajottek, hogy bizonyitasaik hibasak, sét
inkabb az |dtszott igazolddni, hogy nincs ilyen képlet.
Pontos fogalmak/kérdésfoltevések hidnydban a ,, bizonyitdsok” is
hibasaknak bizonyultak.

Nils Henrik ABEL, 1826.
Az 6téd- és magasabbfoki egyenletekhez nem létezik gyokképlet (dltaldnos
megolddsi eljrds).

v
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Irreducibilis faktorizacid.

Definicié.

A p € F[x] polinom irreducibilis (az F[x] polinomgyiiriiben, ill.
irreducibilis F folott), ha legaldbb elséfoki és csak trividlis médon
bonthaté ol F folotti polinomok szorzatéra, azaz ha valamely f, g € F[x]
polinomokra p = fg, akkor f ~ p, vagy g ~ p. (Ekkor nyilvdn g ~ 1, vagy
f ~1.) Formdlisan: Vf,g € F[x]: p=fg = (f ~ p vagy g ~ p).

1

Allitas.

Egy legalabb elséfokd p € F[x] polinom akkor és csak akkor irreducibilis F
folott, ha nem bonthaté fol deg p-nél alacsonyabb fokd, F[x]-beli
polinomok szorzatara.

Megjegyzés.
Lényeges, hogy mely test folott tekintjiik a polinomot: az x? — 2 polinom
Q folott irreducibilis, de pl. R folott mar nem.

V.
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Irreducibilis faktorizacid. Irreducibilis faktorizacié.

Bizonyitas.

Definicié.
. p Bl g . L P 1) Legyen f € F[x] irreducibilis és f|gh, g, h € F[x].
A p € F[x] polinom prim, masszéval primtulajdonsagu, ha legaldbb (1) gy" . i el l&h. & (]
elséfok, és valahdnyszor osztéja egy szorzatnak, mindannyiszor osztdja a (2) Tegyiik fol, hogy f [ g. Ekkor In.k.o.(f,g) ~ 1.
szorzat valamelyik tényez6jének. (3) Léteznek olyan u, v € F[x] polinomok, hogy fu + gv = 1.
(4) h-val szorozva ezen egyenl8séget kapjuk, hogy f|h.
Theorem (5) Legyen f € F[x] prim és f = gh, g, h € F[x].
Test folotti polinomgyliriikben az irreducibilitas és a primtulajdonsag (6) Ha flg, akkor g = fu, u € F[x], ekkor f = (fu)h,
ekvivalens, azaz egy test folotti polinom pontosan akkor prim, ha P p
; ) (7) ebb8l 1 = uh, azaz u egység.
irreducibilis. )
DJ
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Irreducibilis faktorizacio. Irreducibilis faktorizacid.
Theorem Tétel.
Minden legaldbb elséfokii f € F[x]| polinom félbonthatd irreducibilis Ha a legaldbb masodfokd f € F[x] polinom irreducibilis, akkor nincs gyoke
polinomok szorzatdra. A félbontds a tényezdk sorrendjétél, és F-ben. )
asszocialtsagtdl eltekintve egyértelmiien meghatarozott.
< Megjegyzés.
Bizonyitas. Az elébbi tétel megforditdsa nem igaz. Egy ellenpélda az x* + 1 € R[x]
© Ha f irreducibilis, készen vagyunk. Ha nem, polinom.
@ Léteznek olyan g, h € F[x] nemkonstans polinomok, hogy f = gh, és
degg, degh < degf. Tétel.
@ Ha mindkettd irreducibilis, készen vagyunk. Ha valamelyik nem, arra Legyen f € F[x] és 2 < degf < 3. F pontosan akkor irreducibilis, ha nincs
megismételjiik az el6bbi eljarast. gyoke. )
Q A fokszamra kirétt foltétel miatt ezen eljards véges, az utolsé ”
|épésben mar mindegyik tényez6 irreducibilis. Tétel.
Q Az egyértelmiiség abbdl adédik, hogy az irreducibilis polinomok .AZ F[X]/(f) mafra.dekosztaly—gyuru pontosan akkor test, ha az f polinom
primtulajdonsigdak. irreducibilis F folott. )
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