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Unicitdsok.

Tétel.

Félcsoportban egyetlen egységelem létezhet, és barmely elemnek legfdljebb
egy inverze lehet.
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Bizonyitas.

Legyen S egységelemes félcsoport, amelyben e, e’ € S egységelemek.
Ekkor

e=ee =¢,
tovabba, ha valamely a € S-re

ad =da=ad' =3a’a=ce,

akkor
/ / / Rl / " "
ad=de=24d(aa"")=(da)d" =ea"".
b
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Félcsoport, csoport.
Definicié.
Legyen G nemiires halmaz. A (G,-) algebrat csoportnak nevezziik, ha

non

°a miivelet asszociativ (mdsképpen mondva a (G, -) algebra
félcsoport), azaz tetszbleges a, b,c € G-re (a-b)-c=a- (b c);

o létezik olyan e € G, hogy bdrmely a€ G-ree-a=a-e=a, azaz e
egységelem;

@ minden a € G-hez van olyan &’ € G elem, hogy a-a' =3’ -a=e,
azaz G minden elemének van inverze.

Megjegyzés. Ha csak a miivelet asszociativ voltat koveteljiik meg, akkor
a (G, ") algebra félcsoport. Ha van egységeleme, akkor egységelemes
félcsoportnak nevezziik.

»

Azt mondjuk, hogy a (G, -) csoport Abel-csoport, ha a miivelete
kommutativ.
2020, oktéber2.  2/1

Gylird, test.

Definiciok.

Az (A;+,-) algebrat gyiiriinek nevezziik, ha (A; +) Abel-csoport (a gyliri
additiv csoportja), (A; ) félcsoport (a gylirli multiplikativ félcsoportja),
tovabba barmely a, b, c € A-ra

a(b+c)=ab+ ac
(a+ b)c = ac + bc,

azaz a miivelet disztributiv az " 4" miiveletre. Ha a gyr(
multiplikativ félcsoportja kommutativ/egységelemes, akkor azt mondjuk,
hogy a gylirli kommutativ/egységelemes.
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Gydrd, test. Gydrd, test.

Példak gyiiriikre.

Igazoljuk, hogy Z[«a] egységelemes, kommutativ gy(ird..
Q (Z:i+,), (Q+,), (Ci+,-); Mivel Z[a] C C, csak a miiveletekre zdrtsagot kell igazolni.
Q@ (Zn;+,-), (n€N), Az Gsszeaddsra vonatkozé zartsdg nyilvanvald.
Q@ M,(R) = (R™™; +, ), a valbs szamtest folotti n x n-es teljes Ha a+ ba, ¢ + dor € Z[a], akkor
matrixgyird; 2
Q (P(U); A,N), U részhalmazai gyiiriije; (@ ) = are el dl = ()
Q Z[i]={a+bi: a,beZ}, Zja] ={a+ba: a,beZ, o =1,a#1}, Mivel @ az x® + x + 1 = 0 egyenlet egyik gydke kapjuk, hogy
a Gauss-, ill. az Euler egészek gyiiriije. | (a)? = —1 — o, amibdl mér adédik a szorzasra valé zartsag.
2020. oktdber 2. 5/1
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Gydrd, test. Gydrd, test.

Zérusoszto.

Legyen R gylirli. Azt mondjuk, hogy a nemzéré a € R elem baloldali
zérusoszto, ha van olyan nemzéré b € R elem, amelyre ab = 0. Ezen
b € R elemet jobboldali zérusoszténak nevezziik. Azt mondjuk, hogy az
R gyliri zérusosztémentes gyiirii, ha nem tartalmaz sem baloldali-, sem —
jobboldali zérusosztét, azaz barmely a, b € R\ {0} elemekre ab # 0. Ha Definicio.

roviden csak zérusosztét mondunk, az barmely oldali zérusosztét jelenthet. A legaldbb kételemdi, egységelemes, kommutativ, zérusosztdmentes gy(iriit

integritastartomanynak nevezziik.

Példak.
Q Az el8bbi példdkban az (1) alattiak zérusosztémentesek.

@ A Zg maradékosztilygyliriiben 2,3 zérusoszték.

O A teljes matrixgylirlik sem zérusosztémentesek. Hasznos gyakorld
feladat a zérusosztd keresés pl. az My (R) gyiiriiben.

Q A Gauss-, Euler egészek gyliriije zérusosztdmentesek.

4
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Szdmelmélet integritastartomdnyokban 1. Szdmelmélet integritastartomdnyokban 2.

Oszthatésag. Az oszthatdsag tulajdonsagai integritastartomanyokban.

Legyen R integritdstartomany és a, b € R. Azt mondjuk, hogy a osztéja © Egyetlen kiilonbség van az egész szamokra megismertekhez képest.
b-nek (b oszthat6 a-val)— jeldlése a|b —, ha van olyan ¢ € R, hogy @ Bérmely a, b elemre

ac = b. Az egységelem osztéit egységeknek nevezziik. Az egységek a

gylirli invertdlhaté elemei. Ha a|l akkor azon ¢ € R elemet, amelyre alb és bla = ac = b valamely c|1 -re.

ac = 1 a multiplikativ inverzének nevezziik.

© Ha a|b és bla, akkor a, b asszocialtak.

Inverz egyértelmiisége. @ Az asszocijltsdg ekvivalenciarel3cid. |

Ha a, c € R az elébbi definicidbeliek, akkor egyrészt a szorzas kommutativ

volta miatt a ca = 1 egyenl8ség is fonnall, masrészt ha ¢’ € R olyan, hogy Legnagyobb kozos osztd.

ac’ = c'a=1, akkor ¢ = ¢’. J Legyen R integritdstartomany, a, b € R. Azt mondjuk, hogy c € R az a, b

elemek egy legnagyobb k6z6s osztéja, ha c|a és c|b, tovabbs

Tétel. valahdnyszor egy d € R-re d|a és d|b, mindannyiszor d|c. Masképpen

Tetszbleges R integritdstartomdany invertlhaté elemeinek R* halmaza mondva: a legnagyobb k&z6s osztd egy olyan kézos osztd, amelynek

(Abel)csoportot alkot a szorzdssal. R* az R egységcsoportja. mindegyik kozos osztd osztdja. )
2020. oktsber 2. 9/1 2020. oktéber 2. 10/1

Szdmelmélet integritastartomdnyokban 3. Faktorizacié integritdstartomanyokban 1.
Fontos!
Az egész szdmok gyiirlijében birmely két szimnak van legnagyobb kozos Definicié
osztdja kivéve, ha mindkettd zéré. Ez ltaldban nem igaz. ) Legyen R integritdstartomany. Azt mondjuk, hogy valamely nemzéré
g € R irreducibilis R-ben, ha g|1 (nem egység) és valahdnyszor g = ab
Egy példa. valamely a, b € R-re, mindannyiszor a|l vagy b|1. A p € R prim R-ben,
A Z[i\/5] gyliriiben a 9 és 3(2 + iv/5) elemparnak nincs legnagyobb kdzds ha p # 0 és pJ 1, tovdbbd tetsz8leges a, b € R-re p|ab maga utdn vonja,
osztdja. Ugyanis: hogy pla vagy plb. )

a 9 osztéi: £1,+3, 49, +(2 £ i/5),

Megjegyzések.
a 3(2 + iV/5) osztéi +1, 43, £(2 + iV/5), £3(2 + iV/5). gJGgykZ T -
a kbzbsek: 1, %3, +(2 + iv/E). o isya ran hasznaljuk az irreducibilis-elem, ill. primelem megnevezéseket
Nincs kozottiik olyan, amelyik az Gsszes tobbinek osztdja lenne. | ) e, lhagy ek e deeremdng vessils slsnl, A5

irreducibilis a Z gyliriben, de Z[i]-ben nem, 5 = (2 +i)(2 — i).

Nincs altaldnos mddszer egy integritastartomanyban a legnagyobb kozos
oszté meghatarozasara.

V.
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|
Faktorizacié integritastartomanyokban 2.

Tétel.

Barmely integritastartomanyban a primek irreducibilis elemek, de nem
minden irreducibilis prim.

Bizonyitas.
Legyen R integritdstartomany és p € R prim. Ha valamely a, b € R-re
p = ab, akkor p|a, vagy p|b. Ha p|a, akkor a = pt, t € R. Ekkor azonban

p=pth = 1=tb = b|l,
ami maga utdn vonja, hogy p irreducibilis.

A misodik litds (a megforditas) azonnal adédik a Z[iv/5]
integritastartomanybeli példankbdl: ott a 3 irreducibilis, de nem prim.
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Faktorizacié integritastartomanyokban 4.

Bizonyitas.
Az R integritdstartomdnyra fonnallnak a tételbeli foltételek.
Ha a € R olyan, hogy a # 0, és a} 1, akkor (1) maga utdn vonja,
hogy a irreducibilis elemek szorzatara bomlik,
mig e félbontds egyértelmiisége (2)-b8l adédik ugyandgy, mint a
szamelmélet alaptételének ismert bizonyitasaban.
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Faktorizacié integritdstartomanyokban 3.

Definicid.
Az R integritdstartomany Gauss-gyiirii, ha minden zérétdl kiilonboz6

eleme, amely nem invertalhatd, sorrendtdl és asszocidltaktdl eltekintve
egyértelmiien bomlik irreducibilis elemek szorzatara.

Tétel
Egy R integritastartomany pontosan akkor Gauss-gyiirii, ha

@ nem létezik elemei olyan aj, ap, ... végtelen sorozata, hogy minden
i < j-re aj|aj, de a; [ aj, azaz a sorozat kiilonb6z6 indexii elemei
paronként nem-asszocialtak,

@ R-ben az irreducibilis elemek primek.
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Faktorizacié integritdstartomanyokban 5.

Bizonyitas. (folytatds)
Megforditva,
ha R Gauss-gyiir(i, akkor nyilvan teljesil (1).

A (2) igazoldsdhoz legyen g € R irreducibilis elem, tovabb3 valamely
a, b € R elemekre g|ab, s igy

ab=gqt, tel.

Ha a, b, t irreducibilis félbontasa rendre
a=pi...pk, b=pky1...pmy t=0q1...qn,
akkor

ab=p1...pkPk+1---Pm = qq1---qn.

Az irreducibilis folbontds egyértelmiisége miatt van olyan p;, hogy
pi ~ q. Ha 1 <i <k, akkor g|a, mig ha k < i < m, akkor g|b.

4
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Példak.

@ A péros szamok PP halmaza a szokdsos miiveletekkel zérusosztémentes
gylrli. Bar nem integritastartomany, az irreducibilis- és a primelem
fogalma definidlhaté. E gyiiriiben a 2 nyilvan irreducibilis, de nem
prim, hiszen 2|36 = 6 - 6, de 2/ 6 P-ben.

@ A Z[i\/5] integritdstartomanyban a 3 irreducibils. Ugyanis —
folhasznélva, hogy két komplex szdm szorzata mikor valés — a
3 = a(x + iyv/5)(x — iyV/5) egyenldséghdl 3 = a(x®> — 5y?), igy
sziikségképp y = 0. Mivel a € Z, csak a = +£1, vagy *3 lehet és x is
csak +1 lehet.

@ A Z[iV/5] integritastartomanyban a 9-nek két nemtrivialis irreducibilis
folbontdsa is van: 9=3-3 = (2+ iv5)(2 — iV5b)
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Tételek.

© Legyen F test, n > 1 egész. Az F-folétti n x n-es matrixok M ,(F)
gylriije egységelemes, de se nem kommutativ, se nem
zérusosztémentes. E gylirii egységei (mint specidlis esetben mar
emlitettiik) a nemzéré determindnsi matrixok.

Q Tetszbleges m > 2 egészre a modulo m maradékosztélyok Z,
halmaza az ismert 6sszeaddssal és szorzdssal egységelemes
kommutativ gyir(t alkot. Ezen gy(irii egységei éppen a redukalt
maradékosztdlyok (halmazukat Z}, jeldli). A Z,, gyiirli pontosan
akkor test, ha m primszam.
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Bizonyitas.

A tétel elso allitdsa nyilvanvalé, a mdsodik pedig kovetkezik a linedris
kongruencidk megoldhatésdgara vonatkozé tételbdl.

Ha m Gsszetett szém, és rlm, r > 1, akkor 7 zérusosztd, igy Zm, nem lehet
test (testben nincs zérusosztd!).
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Testek.

Definicié

Az (A;+,-) legaldbb kételemii gyiiriit testnek nevezziik, ha az (A\ {0};)
algebra Abel-csoport, amelyet a test multiplikativ csoportjanak neveziink.

Megjegyzések.

1. Az elébbi példak kozil (Z; +,-), Z[i] integritdstartomanyok. Az Gsszes
paros szamok halmaza a szokdsos miiveletekkel kommutativ zérusosztd
mentes gylirli, DE nem integritastartomany, mert nincs egységeleme.

2. Integritastartomanyokban, sét egységelemes gytriikben is, az
invertilhaté elemek csoportot alkotnak. Az F test folotti M,(F) teljes
matrixgylrlik esetént az ilyen csoportokat altalanos linearis csoportnak
nevezziik, és haszndljuk rdjuk a GL,(F) jelolést.

3. (Qi+,-), (C;+,"), Q) ={a+ba:a,beQ, a®=1a#1}, (az
Gn. Euler-raciondlisok) testek;

4. Tetszéleges p primre (Zp; +, -) testek.

5. Vegyiik észre, hogy a testek integritdstartomdnyok.

2020. oktéber 2. 118/1

Ha p prim, akkor tetsz8leges 1 < a < p-re az ax =1 (mod p) kongruencia
megoldhatd, tehdt a Z, gylirli minden nemzéré elemének van multiplikativ
inverze, tehat test.
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Maradékosztalygytirik.

Theorem
Definition A Gauss-egészek gyliriije Gauss-gyiirii.
A Zp, gylirit modulo m maradékosztalygyiiriinek, mig ha p primszam, ‘
akkor a Z, testet maradékosztaly-testnek nevezziik. Bizonyités.
’ Legyenek o, B nemzéré Gauss-egészek. A Gauss-egészek a szdmsik egész
Theorem koordinatajd racspontjai, igy az % ponthoz legaldbb egy olyan racspont

van, amely 1-nél kisebb tavolsagra van. Ha ~y egy ilyen, akkor a = By + o,
ahol |g| < |B]. Ez azt jelenti, hogy e gyfiriiben ugyanolyan maradékos
osztast lehet végezni, mint a raciondlis egész szamok gyiiriijében. igy

< formalisan ugyandgy igazolhatd az is, hogy barmely két nemzéré
Gauss-egésznek van legnagyobb koz6s osztdja, és a folbonthatatlanok
primek. Ebbdl — egy korabbi tételiink alapjan — mar adddik tételiink

A Gauss-egészek Z[i] = {a+ bi: a,b € Z, > = —1} halmaza a komplex
szamok ismert Osszeadasdval és szorzasaval integritastartomany, amelynek
egységei a negyedik egységgyokok: Z[i]* = {£1,£i}.

Bizonyitas.

Az allitdsok abbdl kévetkeznek, hogy egyrészt Z[i] C C, masrészt Z[i] 3llitssa [
7 - /- 7 A N o’
egységei 1 abszolut értékiiek. O
J
20 Gtz 2 AL L A, clition 2 22

Eszrevételek.

o Nem minden raciondlis primszam félbonthatatlan a Z[i] gyiiriiben.
Példdul: 2=(1+)(1—1/), 5=2+)2—1).

o Igazolhaté (bar nem trividlis), hogy a 4k + 1 alakd primszémok két
négyzetszam Osszegére bonthatdk, amibdl mar adédik a nemtrividlis
folbontds |étezése.
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