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Oszthatésagi tesztek egészekre 2.

Megadhaté hasonld teszt mds primekre is?
o A viélasz: elméletileg igen, csak a hasznalhatdsag kérdéses nagyobb
primekre.

n
o A tovabbiakban p > 2 prim, a = > 10¥ay, 0 < aj < 9 tetszbleges
k=0
egész.

o Fermat tétele szerint 10~ =1 (mod p). Mivel p paratlan, ebbdl
ol (10”7’1 - 1) (10”%1 + 1) .

@ A primtulajdonsagbdl adédik, hogy p pontosan az egyik tényezének
osztdja.
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Oszthatdsagi tesztek egészekre 1.

Amit az iskolabdl tudunk, ill. nem tudunk.

n
Legyen a € Z tetszbleges egész, a = ) 10%ay, 0 < a, <9.
k=0
@ a pontosan akkor oszthaté 2-vel, ill. 5-tel, ha utolsé szamjegye
oszthatd 2-vel, ill. 5-tel: 2, 5]|ap.
n

@ a pontosan akkor oszthaté 3-mal, ill. 9-cel, ha 3,9| > ax.
k=0

n
@ a pontosan akkor oszthaté 11-gyel, ha 11| 3. (—1)¥ax.
k=0
De az els6 kritériumot kivéve nem szokott arrdl szé esni, hogy miért
igazak ezek az 3llitasok.

o Pedig egyszeriien igazolhaték: azon milnak, hogy 10 =1 (mod 3),
ugyanez all a 9 modulusra, ill. 10 = —1 (mod 11).
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Oszthatdsagi tesztek egészekre 3.

A p| (10P%1 — 1) eset.

o Ekkor 10°7 =1 (mod p). Osszuk fol — az egyesektdl indulva — az
a szamot "%1 jegyl szamokra, majd e szdmokat osszeadjuk. Ezt ugy

is interpretalhatjuk, hogy ezen 10-hatvanyok helyébe 1-et irunk.

o A kapott dsszeg nyilvdn kongruens modulo p az eredeti szammal.

o Ha a kapott szam jegyeinek szdma nagyobb pgl-nél, akkor addig
ismételjiik az eljardst, mig a kapott szdm jegyeinek szama kisebb nem
lesz %—nél. Legyen az igy kapott szam b.

o Vildgos, hogy a= b (mod p).
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Oszthatésagi tesztek egészekre 4.

A p| (10'%l 4 1) eset.
@ Az el6bbihez hasonléan targyalhatd, csak most a folosztas révén
kapott PT_l Jjegyli szamokat valtakozé el6jellel kell 6sszeadni.
o A, haszndlhatésag" azon mdlik, hogy milyen az eredei szdm jegyeinek
szamanak és a "%l—nek a viszonya.
o Vegyiik észre, hogy ha %1 paros, akkor felére csokkenthetd a
beosztasnal figyelembe veendd jegyek szama. Sét ...

o Példaul, ez a szdm p =7, 13 esetén 3,
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Definicid.

R folotti polinomnak nevezziik az olyan, R-beli elemekbdl képezett,
(a0, a1, - - .) végtelen sorozatot, amelynek csak véges sok nemzéré tagja
van. Az Gsszes R foltti polinomok halmazat R[x] fogja jeldlni.

Legyen f = (ao, a1, . ..) € R[x] tetsz8leges polinom, és n € N. Az f
polinom n edik tagja e sorozat n indexii tagja: (), = an.

Polinom fokszdma.

Az f € R[x] polinom fokszama a legnagyobb olyan n € Ny, amelyre

ap # 0. Ha ilyen n nincs, azaz f = (0,0,...), akkor f fokszdma —oco. Az f
polinom fokszdmat deg f fogja jelolni. Ha deg f = 1, —oco, akkor azt
mondjuk, hogy f konstans polinom. Ha degf = n > 0, akkor az a,
elemet f foegyiitthatdjanak nevezziik, az 1 féegyiitthatdji polinomokat
pedig fépolinomoknak.

A konstans polinomokat &ltaldban féegyiitthatdjukkal jeloljiik.
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Szédmolds maradékosztaly-gyiiriikben.

Szamolja ki a Z13 gyliriiben (testben) az 8 — 11, 8- 11, g, 8/11
elemeket.
8-11=8+2=10.
8-11=288=10 (mod 13), igy 811 = 10.
Legyen 8! = x (mod 13). Mivel 812 =1 (mod 13), 8x =1
(mod 13), amib3l x = 5 (mod 13), azaz 8'" = 5.
Elészor 11 multiplikativ inverzét kell kiszamolni, megoldandé a
11X = 1 egyenlet,
ez ekvivalens a 11x = 1 (mod 13) kongruencia megolddsaval.
Ebbdl x =6 (mod 13), igy 8/11=8-6 =48 =0.
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Miiveletek polinomokkal.
Definicié.
Az f, g € R[x] polinomok &sszege ill. szorzata a kovetkezd két polinom:

(f+8)n = (F)n+(&)n

(F-&)n= D (File)n-
i=0

Lemma.
Tetsz8leges f, g € R[x] polinomokra

deg(f + g) < max{deg f,deg g} és deg(f - g) = degf + degg.

Tétel.

Az iménti definiciébeli miiveletekkel R[x] integritdstartomany, az R folotti
(egyhatérozatlanos) polinomgy(irii.

V.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Alg-szam4 2020. oktdber 17. 8/1



Lemma.
Minden a, b € R esetén

(2,0,0,...) + (,0,0,...) = (a+ b,0,0,...)
(2,0,0,...) - (b,0,0,...) = (a- b,0,0,...)

Jelolés.

Az elkovetkez8kben az (a,0,0,...) polinom helyett egyszeriien a-t irunk,
és nem kiilonboztetjiik meg az a gyiiriielemtdl, azaz Ggy tekintjiik, hogy
R C R[x]. A (0,1,0,0,...) polinomot pedig x jel6li a jovében.

Tétel.

n

Minden polinom el&all Y~ a,x" (an # 0) alakban, és ez az eléallitds
i=0

egyértelmii. Ha f = (ao, a1, . ..) egy n-edfokd polinom, akkor

n
f =(a0,a1,.-.,an,0,...) =ap+arx+ ...+ apx".
J
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Szdmelmélet polinomgyiiriikben.

Definicié.
Legyenek f, g € F[x]. Azt mondjuk, hogy az f polinom osztéja a g
polinomnak, ha létezik olyan h € F[x] polinom, hogy g = fh. Jeldlése: f|g.

Definicié.
Azt mondjuk, hogy az f, g € R[x] polinomok asszocialtak, ha f|g és g|f.

Tétel.

Legyen F test. Az asszocidltsig ekvivalenciareldcié F[x]-en. A nulla
osztalyt kivéve minden asszocidltsdgi osztaly tartalmaz fépolinomot,
mégpedig pontosan egyet.
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Jelolések.

A polinomokat az elkévetkezékben ap,x” 4 a,_1x"~1 + ... 4 a;x + ap, vagy
n .

> ajx" alakban irjuk, és hallgatélagosan mindig foltessziik, hogy a, # 0,
i=0

valamint azt, hogy e polinom n-edfokd, azaz ap4+1 = apy2 = ... =0. Az x
szimbdlum neve hatdrozatlan (és nyilvdn x ¢ R). A hatdrozatlant

természetesen mds betli is jelolheti, leggyakrabban y, vagy pl. z. Ez
esetekben a polinomgyliriit R[y], R[z],... jeldli.

Lemma.

Legyen F test. Az F[x] polinomgyiirii egységei épp a nemzéré konstans
polinomok.

A tovébbiakban test folotti polinomokkal/polinomgyiriikkel foglalkozunk,
DE szémos tétel/allitds integritdstartomany folotti polinomkra is érvényes.
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Szdmelmélet polinomgyiiriikben.
Tétel.

Barmely F[x] polinomgylir{iben az oszthatésig reflexiv és tranzitiv rel4cid,
tovabba tetszéleges f, g € F[x] polinomokra

(1)f ~g & JceF*: g=cf, (2) (flgésg #0) = degf < degg.

Tétel.
Legyen F test. tetszbleges f, g, h € F[x] polinomokra

Q) If; 6) fll & feF*

(2) (flg és glh) = flh; (7)0|f & f=0;

(3) (flg ésg|f) & IceF*:g=cf; (8) (flgésflh) = flgLth;

(4) 1/f; ) flg = flgh;

(5) f10; (10) flg < fh|gh, ha h# 0;
(

11) flg = degf < degg,hag # 0.
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Szdmelmélet polinomgyiiriikben.

Emlékeztetok.
@ Polinomok legnagyobb kozos osztdja, legkisebb kozos tobbszorose.

Q@ Egyértelmiiséglik.

Tétel.

Barmely két f, g € F[x] nemzérd polinomnak Iétezik legnagyobb koz6s
osztdja és legkisebb kozos tobbszorose. Ezek asszocidltsag erejéig
egyértelmiien meghatarozottak. A legnagyobb kozos oszté elééllithatd az
f és a g polinomok linedris kombinacidjaként, azaz léteznek olyan F folotti
u, v polinomok, hogy In.k.o.(f,g) = fu + gv.

y

Tétel. a maradékos osztas tétele

Legyenek f, g € F[x], és g # 0 polinomok. Léteznek olyan egyértelmiien
meghatdrozott g, r € F[x] polinomok, hogy f = gq + r, ahol r = 0, vagy
degr < degg.
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Szdmelmélet polinomgyiiriikben.

Euklideszi algoritmus.

Legyen deg f > deg g, és végezziink maradékos osztasokat a
kovetkez6képp.

f=gun+n
g=nq+nr
n=nqg+rn

Alkalmazas.
Tudjuk, hogy

degg >degry >degr >degrs > ... >0,

igy e sorozat véges, az utolsé nemzéré maradék a legnagyobb kozos osztd.
J
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Bizonyitas.

o f=ax"+...4+ay, g=bmx"+...4+ by, anbm #0, n>m.
e A gy =f—apnb,'x""Mg polinomra deg q; < n.
o Ha deg g1 > m, akkor megismételjiik ezt az eljarast az f helyett a g1

polinomra, kapjuk a gz polinomot.

o Ezt addig ismételjiik, amig olyan g; polinomhoz nem jutunk, amelyre
degg; < m.

o Ekkor a g1 + ...+ gi = g polinom, valamint az r = f — gqg polinom
eleget tesz a tétel foltételeinek.

Ha f =qg+r=q¢'g+r, ahol degr,degr’ < m, akkor
(a-q)g+(r—r)=0,
o amibdl g|r — r'. Ez pedig csak dgy lehetséges, ha r — r' = 0.

o g = ¢’ a zérusoszté-mentességbdl adédik.
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Szdmelmélet polinomgyiiriikben.

Tétel.
Tetsz8leges f, g, h € F[x] polinomok esetén,
Q ha fg # 0, akkor

P g
in-k-o (In.k.o.(ﬁg)’ In.k.o-(fvg)> h

azaz a két hanyados relativ prim;

@ ha f és g relativ prim, akkor
flgh < flh;
@ haln.k.o.(f,g) # 0, akkor

f

flgh ——|h.
gh < In,k.o.(f,g)|
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Szdmelmélet polinomgyiiriikben.

Tétel.

Legyenek f, g, h € F[x] nemzéré polinomok. Pontosan akkor Iéteznek

olyan F folotti u, v polinomok, hogy fu + gv = h, masképpen mondva,
megoldhaté F[x]-ben u, v-re az el6bbi egyenlet, ha In.k.o.(f, g)|h. Ha
(uo, vo) egy megoldds, akkor tetszéleges t € F[x]-re

f

= e
=D In.k.o.(f,g)

#t, V=V
In.k.o.(f, g)

is megoldas, és minden megoldas ilyen alakban irhaté.

Bizonyitas.
Ugyantgy, mint az klasszikus szimelméletben, az euklideszi algoritmusban
visszafelé haladva.
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A Z, test folott szamolva.

o F=x*4+x3+x2+1, g=x3+1.

f=gx+1)+(x*+x)
g=0C+x)(x+1)+ (x+1)
24 x=(x+1)x

@ Az el6bbi mddon helyettesitgetve:

fix+1)+g=x+1
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Példa.

Az f =x* 4 x3 + x>+ 1 és g = x3 4 1 polinomokhoz hatdrozzon meg
olyan u, v polinomokat, amelyekre fu 4+ gv ~ In.k.o.(f, g) elébb az R
majd a Z, testek folott.

o Euklidesz algoritmussal azdmolva:

f=g(x+1)+ (x> —x) (1)
g=(2—x)(x+1)+(x+1) (2)
X —x=(x+1)(x—2)+2 (3)

o (3)-bdl (x +1)(x — 2) = (x2 — x) — 2, ezt (2)-be helyettesitve
0 g(x—2)=(x*—x)(x=2)+((x>=x)=2) = (x> = x)(x> —x—1) —2.
o Folytatva a helyettesitést (1)-be: f(x? —x —1) = g(x3 —x —3) +2.

ou=x>-x-1,v=—(x>-x-3).
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Polinomgytiriik faktorgyiiriii.

Definicié.

Legyenek f,g,m € F[x], m # 0 tetszbleges polinomok. Azt mondjuk,
hogy f kongruens g-vel modulo m, jel6lése f = g (mod m), ha m|f — g,
vagy ami ezzel ekvivalens: két polinom pontosan akkor kongruens modulo
m, ha m-mel osztva ugyazazt a maradékot adja asszocialtsag erejéig.

Tétel.

Az imént definidlt , kongruenciareldcié” ekvivakenciarelacié és megérzi a
polinomgyliri miveleteit.

Tétel.
Tetszéleges f, g, m € F[x] polinomok esetén az fu = g (mod m) linedris

kongruencia pontosan akkor oldhaté meg, ha
In.k.o.(f,m)|g.

V.
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Polinomgyiriik faktorgyiriii. Szdmolas faktorgyliriiben.

Hatarozzon meg egy olyan f € R[x] polinomot, amelyre x>f = x? — 2x
(mod x3 + x).
Az x2f + (x3 + x)g = x? — x egyenletet kell megoldanunk az R[x]
polinomgyiiriiben.

Bizonyitas.
A tétel dllitdsa azonnal addédik abbdl az észrevételbdl hogy az fu = g
(mod m) linedris kongruencia pontosan akkor oldhaté meg, ha megoldhaté

az fu+ mv = g egyenlet az F[x] polinomgyiiriiben. o i ) )
’ Euklideszi algoritmussal szdmolva: az x3 + x polinomot az x>

polinommal osztva a hanyados x és a maradék szintén x.

Definicié.

A mod m kongruencidhoz tartozé ekvivalenciaosztilyokat modulo m

maradékosztalyoknak nevezziik. Az f € F[x] polinomot tartalmazé

modulo m maradékosztalyt f jeldli, mig a maradékosztdlyok halmazat,
{cld I < (X3+X)(Xf2)fx2(x272X)=X272X

masképpen mondva, a modulo m kongruenaahoz tartozé faktorhalmazt,

pedig F[x]/(m). Tehdt F[x]/(m) = {f: f € F[x]}.

(3+x)-1-x2-x=x

/ A keresett polinom: f = —x? + 2x.
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Polinomgytiriik faktorgyfiriii. Polinomgytiriik faktorgyiiriii.
Lemma

Definicié. A . AT
Tekintsiik az F[x]/(m) maradékosztalygylirit. Ha valamely f € F[x]
polinomra In.k.o.(f, m) ~ 1, akkor barmely g € f polinomra

In.k.o.(g,m) ~ 1.

Az F[x]/(m) faktorhalmazon bevezetiink két miiveletet: dsszeaddst és
szorzast: tetsz8leges f, g € F[x]-re legyen

f+g=f+g, —f=—f, f-g=f g

’ Megjegyzés.
Lemma. Az elébbi allitds dgy is fogalmazhatd, hogy egy maradékosztalynak vagy
minden eleme relativ prim a modulushor, vagy egyetlen eleme sem ilyen.

Az elébbi miiveletel jéldefinidltak, azaz az eredmény nem fiigg attdl, hogy Ezért beszélhetiink relativ pri dékosatalokrdl i
zért beszélhetiink relativ prim maradékosztalyokrdl is.

az adott maradékosztdly mely elemét valasztottuk reprezentansnak, és e J
miiveletekkel az F[x]/(m) faktorhalmaz egységelemes kommutativ gy(irit ’

Tétel.
alkot. ) -

Az f € F[x]/(m) maradékosztalynak pontosan akkor van multiplikativ
Definicié. inverze (pontosan akkor invertdlhatd elem, azaz egység), ha
Az elébbi gyiiriit modulo m maradékosztaly-gyiiriinek nevezziik. In.k.o.(f, m) ~ 1. A multiplikativ inverz, ha |étezik, egyértelmiien

meghatarozott.
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Polinomgyirik faktorgytirdi.

Megjegyzés.

Gondolkozhatunk most is ugyanigy, mint az elemi szdmelméletben, hiszen
h absztraktan tekintiink rdjuk, a polinomgyliriik faktorgyiiriii ugyanolyan
képzédmények, mint a maradékosztaly-gyliriik.
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