Maradékos osztas Z[i]-ben.

Q Legyen o, 8 € Z[i],a8 # 0. Létezik olyan v, ¢ € Z[i], amelyre
a=py+o,és ol <8l
A klasszikus szamelmélet néhany kérdése feladatokban. @ Az o/f szamnak megfelelé pont benne van egy 1 oldaléli egész
koordinatdju racsnégyzetben, vagy annak a hataran.
© A négyzet csiicspontjai koziil legaldbb egy 1-nél kisebb tavolsagra van

Klukovits Lajos . . ” .
e ponttdl. Legyen v egy ilyen pontnak megfelelé Gauss-egész.
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Q A o= o — [y valasztassal igazoltuk &llitdsunkat.

200, e 16, 1/1 o0, sster 16, 2/1
| |
Legnagyobb kozds oszté Z[i]-ben. A szdmol3s.

o Bti — (BH)(4+27) _ 30420i __ 3 | ;.
© Az el6bbi maradékos osztas alapjan barmely két nemzérd o Iil(_éilvélaszta?soi lehetdsé 2i?nk var?' D14
Gauss-egészen Euklideszi-algoritmus hajthaté végre: a megfeleld i ] € ' T ’
osztds-sorozat véges sok lépés utan megill. o Vdlasszuk a (2 +i)-t, legyen 1 =2+ .
@ Az, hogy az osztds-sorozat utolsé nemzéré maradéka éppen egy © Ekkor a = fm1 + (=2 +1). Legyen o1 = —2+1.
legnagyobb kdzds osztd, formélisan ugyaniigy lathaté be, mint a o Lathato, hogy 3 = 4 — 2i = 71(—2) 4 0, tehat az utolsé nemzéré
racionalis egész szamok esetén. maradék a 91 = —2+ 1.
© |lllusztricidként meghatdrozzuk az o =8+ iésa f=4—-2i o Kaptuk, hogy In.k.o.(a, ) egy lehetséges értéke a 2 — i.

Gauss-egészek egy legnagyobb kozos osztdjét. @ 1 = 1+ i vélasztas is lehetséges, ekkor is csupan két 1épés kell a
legnagyobb kozos oszté meghatarozasahoz.
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Ismétlés: alapvetd definicidk, néhany tétel.

@ A modulo m kongruencia a Z gyliriben.
@ Alapvet6 tulajdonségai:
@ ekvivalencia-reldcié,
@ miivelettartdsok.
© Linedris kongruencidk megoldhatdsaga, a Iényegesen kiilonbozo
megoldasok szama.:

Theorem

Legyen a,b,m € Z, m > 1. Az ax = b (mod m) linedris kongruencia
pontosan akkor oldhaté meg, ha In.k.o.(a, m)|b. A modulo m inkongruens

megoldasok szama m
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Ismétlés: A kinai maradéktétel..

Theorem
Legyenek ay,...,ax € Z és my, ... ,my € N. Az

x = a1 (mod my)

ap (mod my)

x = ak (mod my)

un. linedris kongruenciarendszer megoldhatd, ha a modulusok paronként
relativ primek.

Megjegyzés. Hangslilyozzuk, hogy a tételbeli foltétel csak elegendd, de
nem sziikséges.
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Ismétlés: Tovabbi tételek.

Theorem

Legyen a, b, c € Z. Az ax + by = c linearis egyenletnek pontosan akkor
van egész megolddsa, ha In.k.o.(a, b)|c. Ha xo, yo megolddsok, akkor

Xt =Xp+t teZ

_ b &
Inko(ab) 7t~ inkol(ab)

szintén megolddsok, és az dsszes megoldas ilyen alaku.

Corollary

Legyen a, b,c,m € Z, m > 1. Az ax + by = c linedris egyenletnek
pontosan akkor van egész megolddsa, ha megoldhatd az ax = ¢ (mod m)
linedris kongruencia.
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1. Feladat.

Bontsuk fol a 367-et két természetes szam Osszegére lgy, hogy az egyik
szdm oszthaté legyen 17-tel, mig a masik 21-gyel.
A 17x + 21y = 367 egyenlet pozitiv egész gyokeit kell megkeresni.
El6szor a 17u + 21v = 1 egyenletet oldjuk meg.

21=17-1+4
17=4-4+41
Visszafelé helyettesitve: 17 -5+ 21(—4) =1, amibdl

367 = 17(5 - 367) + 21(—4 - 367) = 17 - 1835 + 21 - (—1468)
17 - 87 = 1479 > 1468

367 = 17 - (1835 — 87 - 21) + 21 - (—1468 + 87 - 17)

367 =17-8+21-11 = 136 + 231
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Ismétlés: Néhany klasszikus feladat.

Sun-ce az i.sz. ll.-IV. szdzad.

Adott ismeretlen szamd targy. Ha hdrmasaval leszamoljuk, a maradék 2
lesz, ha otosével, gy a maradék 3, mig ha hetesével, akkor a maradék 2.
Hény targy van?

Okori v. kora kozépkori kinai feladat.

Egy 17 tagu kalozcsapat egy zsak aranypénzt rabolt. Amikor megprobaltak
egyenlé aranyban elosztani a zsakmanyt 3 érme kimaradt. E maradékon
osszevesztek, aminek sordn egy kalozt tarsai megoltek. Ujraosztotta’k
egyenlé ardnyban a zsakmanyt, de most 10 érme maradt ki. Ezen ismét
osszecsaptak, aminek végén ismét megolték egy tarsukat. Ekkor azonban
mar a hatramaradottak el tudtak osztani a zsakmanyt egyenlé ardnyban
egymds kozott. Mennyi lehetett a zsakmanyolt aranypénzek legkisebb

szama?

2020. oktéber 16. 9/1

Megoldasok: a kalézok problémaja.

o Megoldandé az
x =3 (mod 17)
x =10 (mod 16)
x =0 (mod 15)

linedris kongruenciarendszer.

o Az el6bbihez hasonléan szamolva: t, u,v € Z,
x=3+17t, 3+ 17t =10 (mod 16).

Ebbd8l t =7 (mod 16), azaz x = 3+ 17(7 + 16u) = 122 + 272u.
122 +272u = 0 (mod 15), mib8l u = 14 (mod 15).
Végiil: x =3930 (mod 4080), azaz az aranyak minimélis szdma 3930.

2020. oktdber 16. 1/1

|
Megolddsok: Sun ce feladata

@ Megoldandé a

x =2 (mod 3)
x =3 (mod 5)
x =2 (mod 7)

linedris kongruenciarendszer.

o Az els6 kongruencidbdl x =2 + 3t, t € Z , a masodikba helyettesitve
t=2+5u, igy x=8+3:5u, ahol v € Z.

@ Ezt a harmadikba helyettesitve 8 4+ 15u = 2 (mod 7), amibél u =1
(mod 7), igy x =8+ 15(1+ 7v) =23+ 105v, v € Z.

o A megoldds tehdt x = 23 (mod 105).
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Ismétlés: Még egy klasszikus feladat.

Brahmagupta i.sz. Vll.sz.

Ha egy kosarbdl a tojdsokat kettesével, harmasaval, négyesével, 6tosével,
vagy hatosdval szedjiik ki mindig marad egy tojas a kosarban. Ha azonban
hetesével szedjiik ki, egy sem marad benne. Keressiik meg a kosarban levé
tojdsok legkisebb szamat.
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Feladat: kongruencidk alkalmazasai. Szdmelméleti fiiggvények.
Definicié.
Az N — C leképezéseket szamelméleti fiiggvényeknek nevezziik.
Megjegyzés. E kurzusban csak olyan szamelméleti fiiggvényekkel
Egy hatvany maradéka. foglalkozunk, amelyek értékkészlete az egész szimok halmazanak egy
1. Feladat. részhalmaza.
Mi a maradék, ha a 247%**-et elosztjuk 23-mal?
247 =17 = —6 (mod 23), 247%% = (—6)*** = 6>** (mod 23).
Z P 22 _ .
Eule2;4tete|e alzzpjelz?. 2472 =1 gmod223), 244 =22 -11+2, (2) 7(n) = n poxitiv oszti Gsszege.
247°% = (247%2)1 - 247% = 247° = 6° = 36 (mod 23). (3) ©(n) = az n-nél nem nagyobb n-hez relativ prim
36 = 13 (mod 23), ez a keresett maradék. természetes szdmok szdma. Euler-féle ¢ fiiggvény.

Példak.

(1) o(n) = n pozitiv osztéi szdma,

Allitas.
Legyen m > 1 egész. A Zp, maradékosztalygylirii egységeinek (invertdlhaté
elemeinek) szdma éppen ¢(m).

v

2020 oasber 16, 13/1 2020 oesber 16, 14/1
| |
. [
Egy fontos tulajdonség. Egy feladat.

Egy természetes szamrdl annyit tudunk, hogy két primosztdja van,
osztéinak szdma 6 és osztdinak Osszege 39. Melyik ez a szdm?

Definicié. kol .
) e o Legyen n=p“-q', p,q primek.
Azt mondjuk, hogy az f szamelméleti fiiggvény gyengén multiplikativ, ha o
tetszéleges a, b € N-re f(ab) = f(a)f(b), valahdnyszor In.k.o.(a, b) = 1.
; (k+1)(I+1)=6

Tétel. kL1 g+l

. o P q 1
Az Euler-féle ¢ fliggvény gyengén multiplikativ. ﬁ : ﬁ =39
Fontos észrevétel. o Az els6 egyenletbdl k =1, | =2, a méasodikbdl

2 _

A gyengén multiplikativ szdmelméleti fiiggvények értékét elég (p+1)(q" +q+1)=39.
primhatvéanyokra tudni/meghatarozni. e Mivel p > 1, csak p =2, g = 3 lehetséges,

@ igy a keresett szdm a 18.

o Ezek alapjan miért nem oldhaté meg a 49. feladat?
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Maradékrendszerek. Maradékrendszerek és alkalmazasaik.
Y Tétel.
Definicié. . 7 ,
” . . Legyen m > 1 egész, és r1,. .., r,(m) egy redukdlt maradékrendszer
Leg.yen i > l’egesz. Azt mondjuk, hogy 3z ap,...,am egészek modulo m modulo m. Ha az a egész relativ prim m-hez, akkor ar1, ..., ar,(m) szintén
teljes maradekrendsze,rt alkotnak, ha paronke’nt |nkongr9ensek modulo egy redukdlt maradékrendszer modulo m.
m. Az ay, ..., a,(m) egészek modulo m redukalt maradékrendszert ~
alkotnak, ha paronként inkongruensek modulo m, és mindegyikiik relativ Euler-Eermat tétel.
i -hez.
S b Legyen a,m € Z, m > 1. Ha In.k.o.(a, m) = 1, akkor
Tétel. M =1 (mod m).
Legyen m > 1 egész. Ha ay, ..., anm teljes maradékrendszer modulo m, ’
akkor Kovetkezmény, Fermat tétele.
(1) a1+ b,...,am + b is teljes maradékrendszer modulo m tetsz8leges Legyen p primszdm. Ha az a € Z nem oszthatd p-vel. akkor
b € Z-re,
(2) ca, ..., cam szintén teljes maradékrendszer modulo m minden olyan ¢ a” =1 (mod p).
egészre, amelyre In. k.o.(c,m) = 1.
o Tovabba, barmely a € Z-re a? = a (mod p).
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Feladat.

Fermat tételének egy egyszer(i dltalanositdsa.

Legyen p primszdm. Tetszbleges a € Z-re a” = a (mod p).

3279 Természetes kérdések.

Hatdrozza meg utolsé két szamjegyét a tizes szimrendszerben.

Azt a kétjegyli x szamot kell meghatérozni, amelyre x = 3279 Igaz-e az el6bbi tétel megforditdsa. Nevezetesen, ha valamely a € Z-re

(mod 100). am-l=1 (mod m) valamely m > 1 egészre, akkor m primszdm? llletve,
, ha az elébbi kongruencia nem teljesiil valamely a € Z-re, akkor m
Az Euler-Fermat tételt alkalmazzuk. .
Osszetett? )
©(100) = 100(1 — %)(1 — %) =40, és igy 307 = 1 (mod 100)
fgy a 3x =1 (mod 100) kongruencia legkisebb megoldasa adja a Egy szémpélda a mdsodik kérdésre.
keresett kétjegy(i szamot: x = 67. Legyen a =2, m=117.

Q17 _ 716+5 _ (7)1625

27 =128 = 11 (mod 117)
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Tovabbi szamolasok.

217 =11"°.2° = (121)%2° = 4% . 2° = 2°' (mod 117)
221 — (27)3
221 =113 =121-11 =4 - 11 = 44 (mod 117)
217 = 44 £ 2 (mod 117)

A 117 valéban osszetett,
117 =13.9.

2020. oktéber 16.
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Vilasz a kérdésekre 2.

Az el8bbi lemma alapjén 2340 =1 (mod 341), ugyanis egyrészt
321 = 11 - 31, masrészt

211 =2 (mod 31) és 231 =2 (mod 11).

E kettbdl 2341 = 21131 =2 (mod 11 - 31), és gy

2340 =1 (mod 341),

azaz a Fermat tétel megforditasa nem igaz.

2020. oktéber 16.
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Vilasz a kérdésekre 1.

Egy technikai lemma.

Ha a p, g kiilonbdz8 primszamokra teljesiil, hogy a? = a (mod q) és
a? = a (mod p), akkor aP? = a (mod pq).

Bizonyitas.

Egyrészt Fermat tétele szerint (a9)P = a9 (mod p), mésrészt a9 = a
(mod p) foltételiink szerint. A két kongruenciabdl a9 = a (mod p), azaz
plaP9 — a. A g|aP? — a relacié is ugyanigy kaphaté. Mivel p, g kiilonbdz6
primek, ezért pq|aP? — a, amit igazolni kellett.

2020. oktéber 16. 2/1

Egy torténeti érdekesség.

o Kb. 25 évszdzaddal ezel6tt kinai matematikusok allitottdk:

n € N akkor és csak akkor primszdm, ha n|2" — 2.

Ezen éllitds igaz, ha n < 340, de n = 341-re mar nem (1819).
Azon n Gsszetett szdmokat, amelyekre n|2" — 2 pszeudoprimeknek
nevezziik.

@ Azt mondjuk, hogy az n Osszetett szam abszoliit pszeudoprim, vagy
Carmichael-szdm, ha barmely a € Z-re n|a" — a.

A legkisebb ilyen szam az 561.

o Erdds Pal sejtése szerint végtelen sok Carmichael szdm van.
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Egy elvi primteszt: Wilson tétele. Feladat.

Wilson tétele . [ .
Milyen maradékot ad 2(26!), ha elosztjuk 29-cel?

/ o Wilson tétele alapjén: 28! = —1 (mod 29).
o Ebbdl —2 = 2(261)27 - 28 (mod 29),

@ 27-28 =2 (mod 29),

o igy 2(2(26!)) = —2 (mod 29),

Kérdés. o tehat 2(26!) = 28 (mod 29).

Miért csak elvi jelentéségili primteszt alapul e tételen?

Ha p primszam, akkor (p — 1)! = —1 (mod p).

Megforditas.

Ha valamely m > 1 egészre (m—1)!4+1 =0 (mod m), akkor m primszdm.
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Hatvényozas modulo m. Primitiv gyok.
Definicié. S
Le s Z 1, In.k 1. A djuk, h Definicic.
egye" a,’ me ", m > . " '.0'(3’ i) — I, Azt il o8y az a Legyen m egynél nagyobb egész szam. Azt mondjuk, hogy a g € Z
egész szam multiplikativ rendje modulo m k € N, ha k a legkisebb olyan oL, ~ 2 (M) aok z
e a - P i primitiv gyok modulo m, ha a g, g°,..., g%\ egészek redukalt
pozitiv (egész) kitevd, amelyre a¥ =1 (mod m). Jeldlése: op,(a) = k. maradékrendszert alkotnak module m
Tétel. Tétel.
Legyen a,m € Z, m > 1, In.k.0.(a, m) = 1, tovdbbs om(a) = k. Ha Legyen m > 1 egész. A g € Z egész pontosan akkor primitiv gyok modulo
valamely n € N-re 8" =1 (mod m), akkor k|n. m, ha om(g) = ¢(g).
Allitas. Tétel.
Legyen a,m € Z, m > 1, és ki, ko € N. Ekkor Valamely m € Z-hez pontosan akkor |étezik primitiv gyok modulo m, ha
m=2,4,p™ 2p™, ahol p paratlan prim, m pedig természetes szam.
=32 (modm) & Kk =k (mod on(a)). ’
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Index. Index.
Definicié
Tegyiik fol, hogy g primitiv gyok az m modulushoz. Az « € Z indexén ;
(az m modulusra és a g primitiv gyokre nézve) olyan i kitevét értiink, Tétel.
amelyre g’ = a (mod a), Legyen g primitiv gyok modulo m,
’ a,beN, In.k.o.(a,m) =In.k.o.(b,m) =1, tovdbba k tetszbleges egész
Megjegyzések. szam. Ekkor érvényesek a kovetkez6é azonossagok.
@ Vildgos, hogy ha In.k.o.(a, m) # 1, akkor indg a nem értelmezett, Q indg1 =0 (mod ¢(m)),
ugyanis g’ mindig relativ prim m-hez. Ha viszont In.k.o.(a, m) =1, @ ind, (ab) =indg a+indg b (mod ¢(m)),
akkor a primitiv gyok definiciéjdbdl kovetkezden a kongruens g Q indg ak=k. indg a (mod ¢(m)),
valamely hatvanyaval, igy az indexe értelmezett. Q ind, (abfl) =indg a — indg b (mod o(m)).
@ \Vegyiik észre, hogy az index nem mds, mint a logaritmus mod m ’
analogonja (ezért szokds , diszkrét logaritmusnak” is nevezni). Nem
meglepd tehat, hogy hasonlé tulajdonsédgokkal rendelkezik. )

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Alg-szam3 2020. oktéber 16. 20/1 Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Alg-szam3 2020. oktéber 16.

30/1



