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Miivelettartd leképezések.
Bizonyitas.

(1) Legyenek a, b, c € H tetszblegesek. A ¢ sziirjektiv, igy léteznek
olyan &', b, ¢’ € S elemek, hogy a'p = a, b'o = b, c'p = c. Ekkor

a(bc) = (a'p) ((b'p)(c'v)) = (d (b)) v
= ((d'0)c") = ((apbyp)) cp
= (ab)c

(2) Analég médon igazolhatd, mint (1).

(3) a € H tetsz8leges, a = a'p valamely a’ € S-re.

a(ly) = (a'p)(1p) = (a'1)p = a'p = a. A masik oldal hasonléan
megy.

(4) Legyen a € S invertalhaté elem, inverzét jeldlje a=1.
(ap)(atp) = (aa1)p = 1p. Mivel az inverz egyértelmii,
amennyiben a miivelet asszociativ, a bizonyitas kész.
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Miivelettartd leképezések.

Definition

Legyenek (G, -) csoport, (H,0) grupoid, ¢: G — H leképezés. Ha barmely
a,b € G-re (a- b)p = (ap) o (by), akkor azt mondjuk, hogy a ¢ leképezés
megdrzi a G csoport miiveletét. A miivelet6rzé leképezéseket
homomorfizmusoknak nevezziik, a bijektiv homomorfizmusokat pedig
izomorfizmusoknak.

Theorem
Legyen S egységelemes félcsoport, H grupoid, ¢: S — H sziirjektiv
homomorfizmus. A kovetkezé allitasok igazak.

@ H miivelete asszociativ, azaz H félcsoport.

@ Ha S miivelete kommutativ, akkor H miivelete is kommutativ.
© HaleS egységeleme S-nek, akkor 1o egységelem H-ban.

@ Ha ac S invertdlhatd, akkor ap is invertdlhatd, és (ap)™! = (a=1)ep. )
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Permutaciécsoportok
Definicié.
Legyen A tetszOleges nemiires halmaz. A o: A — A bijektiv leképezéseket

A folotti permutacidknak nevezziik. Az sszes A folotti permutacidk
halmazat Sa-val jeldljik.

Allitas.
Tetszbleges nemiires A halmaz esetén Sp csoport a leképezésszorzassal.

Definicié.
Az el6bbi S5 csoportot A folotti teljes permutaciécsoportnak nevezziik,
mig részcsoportjait A folotti permutaciécsoportoknak.

V.

Cayley tétele.
Minden csoport izomorf egy — az elemei halmaza folotti —
permutaciécsoporttal.

4
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Cayley tételének bizonyitasa,

Bizonyitas.
Legyen G egy tetszbleges csoport és g € G.
Aog: G — G, aog = ag minden a € G-re leképezések a G halmaz
permutacidi.
AP= {ag: g € G} C S halmaz csoport a leképezésszorzdssal,
ugyanis barmely g, h € G-re 0504 = ogh.
Egyszerli szamoldssal kaphaté, hogy a ¢: G — P, g > 0 leképezés
adja a kivant izomorfizmust.

a

y

Megjegyzés,
Cayley e tételt eredetileg véges csoportokra taldlta, de a végességnek itt
nincs szerepe.
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Elemrend, ciklikus csoportok.

Definici6.

Az a € G elem rendje az a legkisebb n € N, amelyre a” = 1. Ha ilyen
kitevé nem létezik, azaz az a elem egyetlen természetes szam kitevés
hatvanya sem 1, akkor azt mondjuk, hogy a rendje végtelen. Az a elem
rendjét o(a) jeldli. A G csoport rendjén pedig elemei szdmat értjiik.

Allitas.

Ha a € G véges rendii elem, mondjuk o(a) = n, akkor barmely r,s € Z-re
Qa=1 < nr
Qa=2 <
Q o(a") = ko)

r=s (mod n),
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Elemrend, ciklikus csoportok.

Definicié (egész kitevés hatvdnyozds csoportban).

Legyen a € G és n € N. Az a elem n-edig hatvdnya az a" =a-...-an
tényezds szorzat. Tovabba legyen a=" = a~1-.... a1, amely szintén egy
n tényezds szorzat. Végiil, a® = 1.

Tétel.
Legyen G csoport, a,b € G és m, n € Z. Ekkor érvényesek az alabbi
egyenléségek.

Q a"-a"= am+n’
Q (am)n = am,

@ ha ab = ba, akkor (ab)™ = a™ - b™.
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Elemrend, ciklikus csoportok.

Megjegyzés.

A C* csoport (a nemzéré komplex szamok multiplikativ csoportja) véges
rendii elemei épp az egységgyokok. Ha valamely ¢ € C*-ra o(g) = n, akkor
e primitiv n-edik egységgyok.

1

v

Definicié.
Azt mondjuk, hogy G ciklikus csoport, ha G = [a] valamely a € G-re,
ahol [a] az € G Gsszes egész kitevSs hatvdnyainak halmaza.

Tétel.

Legyen G egy tetsz8leges csoport és a € G. Ha o(a) = n, akkor
([a], ) & (Zn, +), mig ha a rendje végtelen, akkor ([a],") = (Z, +).
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Elemrend, ciklikus csoportok. Ciklikus csoportok.

Legyen G = [a] ciklikus csoport.

Bizonyitas.
Kovetkezmény. Legyen H C G tetsz8leges részcsoport Ha |H| = 1, nincs mit
Egy csoport akkor és csak akkor ciklikus, ha izomorf a Z, Zy, Z3, Za, . . - bizonyitni. Legyen k € N a legkisebb olyan kitevs, amelyre a* € H.
additiv csoportok valamelyikével. Alll'tjuk, hogy H = [a¥]. Ugyanis, ha a™ € H tetsz8leges, akkor
maradékos osztdst végezve: m = kq + r, ahol 0 < r < k.
Tétel. 3" =am. ((ak)q)*l .
Ciklikus csoport minden részcsoportja és homomorf képe ciklikus csoport. J A jobb oldalon 46 elem H-beli, igy sziikségképp r = 0.

A midsodik &llitast igazolja, hogy ha ¢: G — H sziirjektiv
homomrfizmus, akkor H = [agp].

DA
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Részcsoport, generdlas. Részcsoport, generalas.
Allitas. Definicié.
Legyen G csoport és H C G. H részcsoportja G-nek, ha Ha [B] = G a G csoport valamely B részhalmazira, akkor azt mondjuk,
Q01lcH, hogy B a G csoport (egy) generatorrendszere. )
@ VabcH = abeH;
1 Allitas.
@ VacH = a‘'eH , . — .
7 Legyen G csoport. A B C G részhalmaz &ltal generalt részcsoport azokbdl
Tétel. az elemekbdl all, amelyek megkaphatdk B elemeibdl a szorzés és az

Részcsoportok metszete részcsoport: azaz ha (H;);c; a G csoport inverzképzés véges szdmu alkalmazésaval:

részcsoportjai tetsz8leges rendszere (azaz H; < G: Vi € ), akkor

[B]Z{bsl-...-bsk:kENo, bi,...,bx € B, 61,...,€k€{:|:1}}
nielHiSG- 1 k

Tétel.

‘s H < . .
Legyen G csoport, és B C G. A B halmaz altal generalt részcsoport a LEEN (5 ERE 3 ) S (6 RS B € (e

- P p Y a~b < albe H relicié ekvivalenciareldcié G-n. Egy a € G elem
legsziikebb olyan részcsoport, amely tartalmazza B részhalmazt. Jelolése: . . )
(8] ekvivalencia-osztdlya aH = {ah: h € H}.

Definicié

4

4
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Részcsoport, generdlas. Részcsoport, generalas.
Definicié.
" , A véges G csoport H részcsoportja szerinti bal oldali mellékosztalyai
Soysi Gt szémat H (bal oldali) indexének nevezziik. jeldlése: |G: H|
Egy H < G részcsoport szerinti dsszes kiilonbozé bal oldali aH -
mellékosztdlyai G-nek egy osztdlyozasat alkotjak. | (Lagrange-tétele)
. — Tetsz8leges G véges csoport és H < G részcoportra |G| = |H| - |G: H]|.
Bizonyitas. Masképpen mondva, véges csoport részcsoportjanak rendje osztéja a
Legyen g € aH N bH. Ekkor g = ahy = bhy, hy, hy € H. csoport rendjének.
Ebb8l a = b(hyhy ), azaz a € bH. o !
Ez maga utan vonja, aH C bH. Bizonyitas.
Mivel a forditott iranyd tartalmazas ugyanigy kaphaté, aH = bH. Legyen H,a1H, ..., ax-1H az Osszes kiilonboz8 H szerinti baloldali
mellékosztaly.
=) Mivel a pj: H — ajH, j: h— a;h leképezések bijektivek,
|H| = |ajH| minden 1 < i < k.
Mivel G = HUaiHU...U ax_1H, a bizonyitas kész.
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Normaloszté, faktorcsoport. Normalosztd, faktorcsoport.
Definicié.
Legyen G csoport. Azt mondjuk, hogy a N C G részcsoport normaloszté, ;
masképpen mondva normalis részcsoport, ha tetszbleges a € G-re Allitas.
aN = Na, azaz birmely g € N-hez van olyan h € N, hogy ag = ha. Legyen G csoport és G>N. A G/N faktorhalmaz csoport a
Jelolése: G > N. ) komplexusszorzdssal. Az elébbi G/N csoportot G N szerinti
faktorcsoportjanak nevezziik.
Definicié. ’
Legyen G csoport és G>N. A G/N = {alN: a € G} halmazt G N szerinti Tétel (csoportelméleti homorfiatétel).
faktorhalmazanak nevezziik. / Ha G, H csoportok és ¢: G — H sziirjektiv homomorfizmus, akkor van
Definicié. G-nek olyan N normélosztdja, hogy H = G/N. |
Legyen G csoport és A,B C G. A P(G) halmazon definislt
AB = {ab: a € A, b € B} miiveletet komplexusszorzasnak nevezziik.
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Testbovitések.
Definicié.
Azt mondjuk, hogy az L test a K test bovitése, ha K C L. Ez esetben
hasznalni fogjuk a L: K jelolést.

Allitas.

Ha (Ki)ici az L test résztestei, akkor ) K; test.
iel

Definicié.

Legyen L: K testbévités, és oo € L. Az L test KU {a}-t tartalmazd
legsziikebb résztestét (e halmaz &ltal generdlt résztestét) a K test a-val
valé egyszerii bovitésének nevezziik, és K(a)-val jeldljik.

Vildgos, hogy

K(a) = ﬂ{L’ CL:KCL, acl, test}.

4
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Testbovitések.

Definicié.

Legyen L: K egy testbOvités. Azt mondjuk, hogy az a € L elem algebrai
K folott, ha van olyan f € K[x] nemkonstans polinom, hogy f(a) = 0.
Ellenkez6 esetnem « transzcendens K folott.

2020. november 27. 17/1

Definicié.
Azt mondjuk, hogy L: K algebrai testbdvités, ha L minden eleme
algebrai K folott. Ellenkezd esetben L: K transzcendens testbovités.

Definicid.
Azt mondjuk, hogy « € C algebrai szam, ha algebrai elem a Q test
folott. A tobbi komplex szamot transzcendens szamnak nevezziik.
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Testbovitések.

Theorem
Legyen L: K testbévités és o € L. Ekkor

K(a) = {f(a)/g(a): f, g € K[x], g(a) # 0}

Bizonyitas.
Rutin szdmolassal kaphaté:
T ={f(e)/g(a): f,g € K[x], g(a) # 0} test, ésav € T.
Ebb8l K () minimlis volta alapjdn azonnal adédik, hogy K(a) C T.
Megforditva: legyen f € K[x] tetsz8leges polinom.
Az f(c) elem a-bdl és a K test elemeibdl Gsszeaddassal, kivonassal és
szorzdssal kaphatd, igy f(a) € K(a).
Lévén K(«) test, barmely tovébbi g K fol6tti polinomra, ha
g(a) # 0, akkor f(a)/g(c) € K(a), azaz K(a) D T.

|
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Transzcendens szamok.

Euler.

(1) Euler sejtése: ,, bizonyos szdmok meghaladjik az algebrai médszerek
erejét”. Ezek a transzcendens szamok. Ugy vélte, hogy az e,
konstansok, tovabbd az exponenciélis és a trigonometrikus fliggvények
legtobb értéke transzcendens.

(2) Csak e irraciondlis voltat tudta igazolni.

(3) Tanitvanya, Lambert ugyanezt mutatta meg a 7-rél.

(4) Az elsd transzcendens szdmot Liouville konstrudlta meg, és 1844-ben
publikalta:

Liouville tétele.

Az ©
a =) 7o = 0,110001000000000000000001 ...
k=1
szam transzcendens. )



Transzcendens szamok.

Példak.

(1) A 7, az e és a 22 szémok transzcendensek.

(2) Nem ismeretes, hogy 7 + e milyen szdm, de a 7 + ie komplex szdm
transzcendens volta egyszeriien kaphaté.

(3) Egy K test minden elemei algebrai K folott.

(4) Hilbert VII. probléméja: Milyen szam az o, ahol a, 3 algebrai
szamok, v # 0, %1, /3 irraciondlis. Sejtése szerint mindig transzcendens,
vagy legalabb irracionalis. PI. 2V2 transzcendens (1932).

Theorem

(Gelfond-Schneider tétel 1934) Ha «, 8 algebrai szdmok, o # 0,+1 és
B irraciondlis, akkor af transzcendens szam.
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Algebrai bovitések.

Definicid.
Az el6bbi tételbeli f polinomot az o elem minimalpolinomjanak

nevezziik. Azt mondjuk, hogy L: K egyszerii algebrai bovités, ha van
olyan « € L elem, hogy K(«a) = L.
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Allitas.

Legyen L: K testbévités, o € L algebrai elem K folott, minimalpolinomjat
jeldlje m, degm = n. Tetsz8leges f € K[x| polinomra f(«) félirhat, mint
« legfoljebb n — 1-edfokd polinomja.

4

Bizonyitas.

Ha r jeloli az f és m-en végzett euklideszi osztds maradékat, akkor az

f(a) = r(a) egyenldségbél addédik llitasunk. O
J
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Algebrai bovitések.

Tétel.

Legyen L: K testbOvités és « € L algebrai K folott. Pontosan egy olyan
f € K[x] fépolinom létezik, amelyre f(a)) = 0 és ha valamely nemzéré

g € K[x] polinomra g(a) = 0, akkor f|g. Ezen f polinom irreducibilis K
folott.

Bizonyitas.
Legyen J C K|[x] azon legaldbb elséfoki polinomok halmaza,
amelyeknek a gyoke.
J # (), igy van kozottiik minimalis fokszdmu fépolinom. Jeldljon egy
ilyet f.
Rutin szdmoldssal (maradékos osztds) kaphatd, hogy tetszéleges
g € J-re f|g, valamint az is hogy f irreducibilis:
g=fqg+r=gla)=r(a)=0=r=0.

4
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Algebrai bovitések.

Theorem

Legyen L: K testbévités és o € L egy algebrai elem, amelynek
minimdlpolinomja n-edfoku. Ekkor a K(«) test elemei félirhatok

B=ao+aia+...4+a, 1a"!

alakban, ahol ag, . ..,an—1 € K. Ezen elemeket a B elem egyértelmiien
meghatarozza.

Bizonyitas.
Csak az egzisztenciat igazoljuk. Legyenek f, g € F[x] polinomok,
g(@) #0.
Az f(a) nyilvdn félirhaté igy.
Tekintsiik a g(a)~! elemet. Ha folirhaté a kivant médon, akkor van
olyan g € K[x] polinom, hogy 1/g(a) = g(«), azaz
g(a)g(a) —1=0.
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A bizonyitas folytatdsa.

|
Algebrai bovitések.

Kovetkezmény.

Legyen L: K testbdvités és o € L egy algebrai elem, amelynek

o . , . minimalpolinomja n-edfokd. Ekkor a K(a) n dimenzids vektortér a K test
Az o elem minimélpolinomja m, ezért alkalmas p € K[x] polinomra: Bl6tt

g9 — 1 = pm, tehdt K[x]-ben megoldhaté a gg — mp = 1 egyenlet. ’

Kaptuk a gyoke a gg — 1 K folotti polinomnak.

Ez akkor teljesiil, ha In.k.o.(g, m) ~ 1. Theorem

h ~ In.k.o.(g, m) fépolinom, akkor h|m. Legyen L: K testbévités és o € L egy algebrai elem, amelynek f

minimalpolinomja n-edfokd. Ekkor

K(a) = K[x]/(f)-

Kaptuk tehat hogy g, m relativ primek, az egyenlet megoldhatd, ezért ‘
g(a) inverze is irhaté az « legféljebb n — 1-edfoki polinomja.

m irreducibilis fépolinom, ezért h = m, vagy h = 1. Az els6 eset
lehetetlen, mert abbdl m|g, azaz g(«) = 0 kdvetkezne, ami lehetetlen.

/ Kovetkezmény.

C = R[x]/(x* +1).
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Algebrai bovitések. Véges testek.

Theorem TheereEm

Legyen L: K testbdvités és o € L egy algebrai elem, amelynek f

Minden véges test elemszama primhatvany, és tetszéleges p primszam és
minimalpolinomja n-edfokd. Ekkor

n € N esetén létezik p" elemii test.

K(a) = K[x]/(f).

/ Részleges bizonyitas.
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Bizonyitas.
B € K(a) egy tetszbleges elem. Léteznek olyan egyértelmiien

meghatarozott ag, ..., a,—1 € K elemek, hogy
B=ao+aa®+...+a, 10" L.

Legyen g(x) = ap—1x""1 +... + a1x + ap € K[x]. Egyszeriien

igazolhato a kordbbiak alapjan, hogy a
¢: K(a) = K[x1/(f), B—28=g+(f)

leképezés a kivant izomorfizmus.
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Legyen p primszdm és n € N.

Vilasszunk egy f n-edfokd irreducibilis polinomot a Z,[x] gyliriiben
(ilyen biztosan van).

A Zp[x]/(f) faktorgyiirii test, és elemszdma p”.

Példa.

Az x* 4+ x3 + x? + x + 1 polinom irreducibilis a kételemii test folotti
polinomgyiiriiben, igy a Z[x]/(x* + x3 + x? + x + 1) faktorgyiirii test és
16 elemdi.

y
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