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L
Viete-formuldk/képletek.

Tétel.

Legyenek az f = x" + a,_1x""1 4+ ... + a;x + ap € C[x] n-edfokd
fépolinom komplex gydkei (mindegyiket annyiszor féltiintetve, ahdnyszoros
gyok) au, ..., an. Ekkor érvényesek az aldbbi egyenléségek.

—ap_1=0a1+...+a,
ap—2 = 01 + 13 + ...+ ap—10,

—ap-3 = Q103 + Q104 + ...+ Qp_20p_10,

=il
()" e =qap ... - ap_2p_1 +0qan ... ap_o0nt
oot o3 .. p—10p
(=1)"ap = @102 - ...  Qp_10p.
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Irreducibilis polinomok a R és C testek folott.

Komplex eset.

Az algebra alaptételébdl és Bezout tételébdl kovetkezéen pontosan az
els6foki polinomok irreducibilisek a C test folott.

Allitas.
Ha f = apx" + ...+ a1x + a9 € C[x], a, # 0, akkor léteznek olyan (nem
foltétlenil kiilonboz8) au, . .., an € C komplex szdmok, hogy

f=ap(x—a1)...(x — an). Ez azt is jelenti, hogy minden legaldbb
elséfokii komplex egytitthatés polinom elséfokd polinomok szorzatara
bonthaté a C[x] gyiirliben.
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Alaptétel és kozvetlen kovetkezményei.

A klasszikus algebra alaptétele (Gauss 1799.)
Ha f € C[x], degf > 1, akkor van olyan a € C, hogy f(a) = 0.

Kovetkezmények.

@ Ha f € R[x] és f(a) = 0 valamely a € C-re, akkor f(@) =0,
tovabba, a és @ multiplicitdsa megegyezik.

@ A valds szadmtest folotti irreducibilis polinomok legfoljebb
masodfokuak.

© Egy valds egyiitthatds polinom pontosan akkor irreducibilis a valés
szamok teste folott, ha elséfokd, vagy olyan masodfokd polinom,
amelynek nincs valds gyoke. Tehat az R folott irreducibilis polinomok
a kovetkezok:
ax+b (a,beR, a#0);
ax? 4+ bx+c (a,b,c €R, a#0, b?—ac < 0).

v
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A kovetkezmények bizonyitasa.
1. Kovetkezmény.

o f=a,x"+a,_1x"14+...+ax+a €R[x], f(a) =0, a €C.
o f(@) =a@" +ap_1@" 1 +...+a@+a=fla)=0=0

2. Kovetkezmény.
e Ha f(a) =0, « € C\R, akkor f(@) = 0.
o Bezout tételébdl: (x — a)(x — @)|f, és
o (x—a)(x—a@) =x%+ (a+a)x+aa € R[x].

Raadas.

Ha f € R[x] paratlan fokszdmd, akkor van valés zéréhelye.
o Ha deg f = n, akkor multiplicitassal szdmolva n szamu gyoke van.
o Ha ezeket pdrokba soroljuk: mindegyikhez a konjugaltjat, akkor
o legaldbb egy (vagy paratlan sok) gyoknek 6nmaga lesz a pérja.
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Schonemann-Eisenstein-féle irreducibilitdsi kritérium.
Definicié.

Azt mondjuk, hogy a p primszdm pontos osztéja az a egész szamnak, ha
pla, de p?J a. Jeldlése: p|a.

v
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Tétel.

Legyen f = a,x" + an_1x" 14 . +ax+ae Z|x]. Ha létezik olyan p
primszam, hogy p/ a,, p|aj minden 0 </ < n—1, és p||ag, akkor
irreducibilis a raciondlis szdamok teste folott.

Megjegyzés.
Az el6bbi tétel megforditdsa nem igaz! Abbdl, hogy nem létezik a tételbeli
foltételnek megfelelé primszam, nem kovetkezik a polinom reducibilitasa.

Kovetkezmény.
Minden n > 1-re létezik Q folott irreducibilis n-edfokd polinom.
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Irreducibilis polinomok @ folott.

Definicié.
Az a,x" + ...+ aix + ap € Z[x] polinomot primitiv polinomnak
nevezziik, ha In.k.o.(ap, ..., an) = 1.

Lemma.

Minden raciondlis egyiitthatés polinom folbonthaté egy raciondlis szam és
egy primitiv polinom szorzatara, formalisan:

Vf € Q[x] 3r € Q 3f* € Z[x]: f = rf* ahol f* primitiv polinom.

Tétel.

Ha egy legaldbb elséfoki egész egylitthatds polinom nem bonthaté ol nala
alacsonyabb fokszamu egész egyiitthatds polinomok szorzatara, akkor Q
folott sem, és megforditva.

v
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Polinomok irreducibilis folbontdsa.

Néhany tény.
© Ha meg tudjuk hatdrozni a zéréhelyeket, nincs nagy gond. DE erre
nem létezik algoritmus, kivéve néhany egyszerii esetet.

@ A zérbhelyek ismerete nélkiil még rosszabb a helyzet, csak prébalkozni
lehet.

V.

Egyszer(i feladat.

Bontsuk irreducibilis tényez8k szorzatdra R és C folott az x° + 27
polinomot.

(1) A C folotti folbontas a gyoktényezés alak.

(2) A gydksk: +£/3i, +3 + L3,

(3) x€ 427 = (x = VBi)(x + V3i)(x = (=3 + D)) (x - (-3 -
Bi))x— G+ L)x— (3 - %0)
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Polinomok irreducibilis folbontasa. Véges test folotti polinomok irreducibilis folbontasa.

Legyen T a kételemii test.
Folytatas (1) Irreducibilisek-e az aldbbi polinomok a T[x] polinomgytiriiben?
A valés folbo.r.mtas 2-2 teinyllezo (amely,ekben konjugalt gyokparok A, B4R, Axa L
szerepelnek) sszeszorzdsaval kaphaté:
(2) Adja meg az dsszes legfoljebb harmadfokd irreducibilis polinomot

X0 427 = (X + 3)(<* = 3x+3)(x* + 3x+3). a T[x] polinomgyiiriiben.

(3) Bontsa fol irreducibilis tényezdkre az x” + 1 € T[x] polinomot.

2020 rovember 27 9/1 2020, november 27, 10/1
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Véges test folotti polinomok irreducibilis folbontasa. Véges test folotti polinomok irreducibilis folbontasa.

Megoldasok 1.

Megolddsok 2.
(1) x* + 1 = (x + 1)*, azaz nem irreducibilis. g . . — o ) o
Az 53 + x2 + 1 polinom pontosan akkor reducibilis, ha van gydke (2) A mésod- és harmadfokii polinomok koziil azok irreducibilisek,

T-ben, de nincs, igy irreducibilis. amelyeknek nincs gyokiik az alaptestben (az elséfoktak nyilvan mind
Az x* + x -+ 1 polinomnak nincs elséfokii osztéja, igy csak két irreducibilisek): x, x +1, x2+x+1, x>+ x2+1, x>+ x+ 1.

masodfokui tényezére lehetne bontani. (3) Az 1 nyilvan gydk, igy
x4 x+1=(2+ax+ b)(x*+ cx +d)

X 1=+ +x3+x* + 3+ x>+ x+1)
=x* 4 (a+c)x®+ (b+d + ac)x* + (ad + bc)x + bd

atc=0
b+d-+bc=0 Tovabb csak prébalgatasokkal haladhatunk. Mdsod- és harmadfoku
g4 be—1 irreducibilis osztdkat kell keresniink.
ad T be= A x+1x+ x5+ x4+ 3+ x2+x+1, de
bd =1 P+ 3 x+1=(3+ 2+ 1)+ x+1),
Az utdbbi egyenletrendszernek nincs megolddsa T-ben, o igy a keresett folbontds: x” +1 = (x +1)(x* + x2 + 1)(x* + x + 1). )

igy a polinom irreducibilis.

4
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Polinomok tobbszoros zéréhelyei. Polinomok tobbszoros zéréhelyei.
Definicidk. Bizonyitas.
o /:zt(mondj)glr% hogy az € F[x] polinomnak a € F t6bbszords gydke, O Haf=(x— a)kg, g(a) # 0, akkor
a (x —a)?|f.
. Q ' =k(x—a) g+ (x—a)g = (x— ) kg + (x — a)g’).
@ Az el8bbi jelolésekkel: o k-szoros gydk, ha (x — a)X|f, de ( A ) ( ke £ ( )g’)
(x — )<Ly f. 0
Definicié Kévetkezmények.
Az f = a4 2 axT Ut aixtag e C[x] polinom derivaltjan az @ Az a komplex szam pontosan akkor tobbszoros gyoke az f
F' = napx"! 4 (n— 1)ap_1x"2+ .. .+ 2ax + a, € C[x] polinomot értjiik. polinomnak, ha gydke az In. k.o.(f, f’) polinomnak.
J @Q Barmely legaldbb elséfokd f polinomnak és az W polinomnak
Tétel ugyanazok a gyokei, csak az utébbi polinom minden gyoke egyszeres.
Ha k > 1 egész, és az a € C k-szoros gydke az f polinomnak, akkor « Q Ha T egy szdmtest, azaz C egy részteste, és az f € T[x] polinom
f'-nek k — 1-szeres gyoke. (Ha k = 1, akkor & nem gydke f'-nek.) irreducibilis T-folott, akkor f minden komplex gyoke egyszeres.
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Polinomok kozos zérdhelyei. Polinomok kozos zérdhelyei.

Egyszeri észrevételek.

Q Legyen f,g € F[x], @ € F. Ha f(a) = g(a) = 0, akkor

x — alIn.k.o.(f, g). A tétel bizonyitasa.

@ Két polinom kozos zérdhelyei éppen legnagyobb kozos osztéjuknak O Legyen d ~ In.k.o.(f,g), degd > 0. Ekkor az f; = f/d, g1 = g/d
zérGhelyei. polinomokra teljesiilnek a tétel foltételei.

© Két polinomnak pontosan akkor van kozos zérdhelye, ha legnagyobb
kozos osztdjuk legaldbb els6fokii, azaz van legalabb elséfokd kozos

faktoruk.

@ Ha pedig léteznek a tételbeli 1, g1 polinomok és mégis
In.k.o.(f,g) ~ 1, akkor az fgy = gfi egyenl6ségbdl f|f;, ami
2 lehetetlen a fokszdmra kirdtt foltételek miatt.

Tétel. © Ezel a bizonyitds kész.

Legyen f, g € F[x]. E polinomoknak pontosan akkor van nem konstans
kozos faktora, kozos zérdhelye, ha léteznek olyan fi, gy F folotti
polinomok, amelyekre deg fi < deg f, deg gy < degg, és fg1 = gf.
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