Feladatok
az Algebra és szamelmélet
kurzushoz.

2019-20. . félev

1. KOMPLEX SZAMOK.

1. Feladat. Hol helyezkednek el a szamsikon azon z € C komplex
szamok, amelyekre
(1) Rez = a(e R), ill. Imz = b(€ R);
2) argz=a (0 < a < 2m),
) |z] =2, ill |z —2+1i] < V3,
)
)

; il <1,
(6) Re (1) = 1 (2 pont).

(
(3
(4) |z -
(5) 0 < arg(zi) < /3,
6

2. Feladat. Abrazolja a szamsikon az alabbi szamhalmazokat.
(1) {z€C: Im(z —1i) > 1}, {z€C: |iz—1i =0}
(2){zeC: 2+2—1i <2}

3) {ze€C:|z—2+1i] =3}

3. Feladat. Legyen u =2 — 3i, v =1+ € C. Szamitsa ki az alabbi
komplex szamokat.

_ u u u
u+ v+ uv, -+ =, |uvl, ‘ ‘
v
4. Feladat. Szamitsa ki mind trigonometrikus, mind kanonikus alak-
ban a kovetkez komplex szamokat.

1—3 14+/34
(—1—3)(v/3+i
(2) (—144)(—v/3+i)°

(3) (V3 —1)(2+ 2V/30).

5. Feladat. Szamitsa ki az alabbi hatvanyokat trigonometrikus alak-
ban, majd adja meg a végeredményt kanonikus alakban is.

(1+i)2422, (\/§+i)1208, (—1—|—i)1222.

6. Feladat. Mi a sziikséges és elégséges foltétele annak, hogy két komp-
lex szam Osszege, ill. szorzata valds szdm legyen?

7. Feladat. Adja meg kanonikus alakban a kovetkezs komplex szédmo-
kat:

—1\?  (142)2-(1-4)?® (1+9) 1+4)"

Qe U0t W el e,
241 (B3+2i)3 —(2+1¢)2 (1—4)p (1—q)n2

8. Feladat. Hatérozza meg azon kanonikus alakt z komplex szamokat,

amelyekre
(a) (1 —1)z —3iz=2—1,
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(b) 22+ 3(2+72) =7,
() 24+))z*+(B—1)z+(2—2i) =0

9. Feladat. Oldja meg az alabbi lineéris egyenletrendszert.
ir+(1+d)y=3—1i
(1—di)x—(6—1)y=4.
10. Feladat. Melyek azok a (kanonikus alakt) z komplex szamok,

amelyekre
22 =344i, 2>=8-6i, z'=-16.

11. Feladat. Hatarozza meg azokat a kanonikus alakd komplex sza-
mokat, amelyek négyzete rendre

2, —8i, 3—4i, —15+8i, 8+ 6i, 8 — 6i, —8 — 6i, 1 — iV/3.

12. Feladat. Hatérozza meg n = 2, 3,4, 6-ra az n-edik egységgyoko-
ket, s adja meg Gket kanonikus alakban is. Melyek koziiliik primitiv
egységgyokok?

13. Feladat. Hatarozza meg rogzitett n-re az 0sszes n-edik egységgyok
Osszegét, ill. szorzatat.

14. Feladat. Legyen o« 2n-edik primitiv egységgyok. Szamitsa ki az
l1+a+a?+...+a" ! dsszeget.

15. Feladat. Legyen w = —% + %g Szamitsa ki az alabbi komplex
szamokat.

(a) (a+ bw + cw?)(a + bw? + cw),
(b) (@ + b)(a + bw)(a + bu?),

ahol a,b,c € R.

16. Feladat. Trigonometrikus alakban szamolva szamitsa ki a (\/§ — z) (2 + 2\/51)
komplex szamot. (A végeredményt adja meg kanonikus alakban is.)

17. Feladat. Trigonometrikus alakban szamolva szdmitsa ki az alabbi
komplex szam értékét. (A végeredményt adja meg kanonikus alakban
is.)

(_1 + Z->2422

18. Feladat. Oldja meg a 2% + 47 = |z|2 + 6 egyenletet a komplex
szamok halmazan.

19. Feladat. Oldja meg az iz = 2? egyenletet a komplex szamok hal-
mazan.

20. Feladat. Szamitsa ki v/ —1 — v/3i mind a négy értékét. (A vég-

eredményt adja meg trigonometrikus és kanonikus alakban is.)
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21. Feladat. Szamitsa ki v/i mindharom értékét. (A végeredményt
adja meg trigonometrikus és kanonikus alakban is.)

22. Feladat. Egységgyok-e a z = cos‘?—;r + - Sln— komplex szam?
Ha igen, akkor hatarozza meg mindazokat az n kltevoket amelyekre
z n-edik egységgyok, valamint azt az n természetes szamot, amelyre z
primitiv n-edik egységgyok.

23. Feladat. Hatarozza meg mindazokat a komplex szamokat, amelyek
huszonnegyedik és szazadik egységgyokok is.

24. Feladat. Szamitsa ki a gyok Osszes értékét trigonometrikus alak-
ban, majd adja meg a végeredményeket kanonikus alakban is.

Vi, \/—-1—+3i, V64, V—16, /-s.
25. Feladat. Mikor lehet € és € + 1 is egységgyok?

26. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e a kovetkezd allitasok. Véalaszat
roviden indokolja is meg.
(1) Van olyan z komplex szam, amelyre Rez = 1, és |z — i| = 3.
(2) Tetszbleges z € C és n € N esetén, ha /z értékei kozott van
valos szam, akkor zis valos.
(3) Tetszoleges z € C esetén, ha 22 harmadik egységgyok, akkor z
szintén harmadik egységgyok.
(4) Tetszbleges v,w € C-re |v+ w| = |v| + |w|.
(5) Van olyan z komplex szam, amelyre Re z = 2, és |z| = 1.

2. GYURUK ES TESTEK.

27. Feladat. Legyen A nemiires halmaz.
(a) Mutassa meg, hogy a (P(A);A,N) algebra egységelemes
kommutativ gytr.
(b) Igazolja, hogy tetszéleges B,C' € P(A)-re megoldhato a
BAX = C egyenlet.

28. Feladat. Legyen H
miiveletet:

1,2,3}, és definialjuk a kévetkezs két

= {0,
3
3
0
1
2

m W N = OO

Mutassa meg, hogy H e két miivelettel egységelemes kommutativ gyt-

rd,
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29. Feladat. Definialjuk a kovetkezo két miiveletet a T = {0, 1,2, 3,4}
halmazon:

+10 1234 101234
0[01234 0/000O0O0
112340 1101 2 3 4
2123401 2102413
313401 2 310 314 2
4140123 410 4 3 21

Igazolja, hogy a T e két miivelettel test. [E testet altalaban GF(5)-tel
szokas jelolni.|

30. Feladat. Gytir(t, integritastartomanyt, illetve testet alkot-e az
alabbi halmaz (a szokdsos Osszeadassal és szorzassal)?

{a+bi:a,b€Z, apiros}

31. Feladat. Gytirtit,integritastartomanyt, illetve testet alkot-e az alab-
bi halmaz (a szokasos Osszeadassal és szorzassal)

Q(\/ﬁ) :{a+b\/§:a,b€@}

32. Feladat. Gyfr(t, integritastartoményt, illetve testet alkot-e az
alabbi halmaz (az tn. Euler-egészek) a komplex szamok szokésos Ossze-
adassaval és szorzéasaval?
1 3
Zw]={a+bw:a,beZ} w:—§+§i
33. Feladat. Mutassa meg, hogy tetszéleges nemiires S C R esetén
ekvivalens az alabbi két foltétel.

(1) Va,be S:a+be Sés —ae s
(2) Va,be S:a—-be S

34. Feladat. Hatarozza meg a Z |[w| gytri egységeit (lasd 32. felada-
tot).

35. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok. A valaszokat
minden esetben indokolnia kell.

(1) Létezik olyan gytird, amely egységelemes, de nem kommutativ
¢és nem 1is zérusosztoémentes.

(2) Létezik olyan integritastartomany, amelyben pontosan 30 egy-
ség van.

(3) Az egységek minden gytirtiben csoportot alkotnak az dsszeadas
miiveletével.

(4) Létezik olyan gytird, amely kommutativ és egységelemes, de
nem integritastartomany.

(5) Létezik olyan integritastartomany, amelyben csak véges sok egy-
ség van.
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36. Feladat. Keressen egy +1-t61 kiilonbozé egységet a Z [\/5] gyri-
ben, majd ennek segitségével konstrudljon meg végtelen sok egységet.

37. Feladat. Hatarozza meg a véges tizedestortek gytrtjének egysé-
geit.

38. Feladat. Definialjunk egy tjfajta 0sszeadast és egy ujfajta szorzést
a valos szamok halmazan: legyen a®b=a+b—1¢ésa®b=a+b— ab.
Igazolja, hogy az (R; @, ®) struktura test.

39. Feladat. Adja meg a Zs3 és a Zs testek miivelettablait.

40. Feladat. Legyenek a, f € Z[i] nemzérd Gauss egészek. Igazolja,
hogy léteznek olyan 7,6 € Z[i] Gauss egészek, amelyekre a = v + 4,
és |02 < |B|?. (Azaz a Z[i] gytirtiben létezik tin. maradékos osztés.)

3. KLASSZIKUS SZAMELMELET.

41. Feladat. Hatarozza meg, hogy mennyi maradékot ad 24724 23-
mal osztva, valamint 444444 9-cel osztva.

42. Feladat. Hatarozza meg 2'% utols6 két, tovabba 7% utolsé harom
szamjegyét.

43. Feladat. Oldja meg az alabbi linearis kongruenciarendszereket.

(1)

r=2 (mod 4)
r=1 (mod?9)
=5 (mod 11)
(2)
r=3 (mod?7)

r=5 (mod 10)
r=4 (mod 11)

r=2 (mod5)
r=5 (mod?7)
r=4 (mod 12)
r=7 (mod 13)

44. Feladat. Wilson tételét folhasznalva adja meg, hogy

(1) milyen maradékot ad 15!, ha 17-tel osztjuk;
(2) milyen maradékot ad 2(26!), ha 29-cel osztjuk?
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45. Feladat. Egy természetes szamrol annyit tudunk, hogy két prim-
osztoja van, osztoinak szdma 6, és osztoinak Osszege 26. Melyik ez a
szam?
46. Feladat. Mutassa meg, hogy

(1) n > 1 esetén 7(n) < 24/n.

(2) 7(n) pontosan akkor paratlan, ha n teljes négyzet.

(3) o(n) pontosan akkor paratlan, ha n teljes négyzet, vagy egy
teljes négyzet kétszerese.

47. Feladat. Igazolja, hogy ¢(n) pontosan akkor paratlan, han = 1,2

48. Feladat. Igazolja, hogy ha az f nem azonosan zér6 szamlméleti
fiiggvény gyengén multiplikativ, akkor f(1) = 1.

4. TEST FOLOTTI EGYHATAROZATLANOS POLINOMOK.

49. Feladat. Szorozza ossze az alabbi két polinomot (vagyis adja meg
tetszdleges n-re x™ egyiitthatojat az fg polinomban).

=" +a" 4+t a4l
g =1002' +992% + ... 4+ 227 +

50. Feladat. Végezzen maradékos osztast az f = 2 +1, g =222 —
3z + 2 € Zs[z] polinomokon.

51. Feladat. Hatarozza meg az alabbi polinomok legnagyobb ko6zos
osztojat. Az (a)-(d)-beli polinomok R f6lottiek, mig az (e)-beliek Zy
folottiek.
a) f=a3 -3z +2ésg=2a%—22"> - +2.
(b) f=at—lésg=a+22+2+ 2+ 1.
() f=a+223 +42® + 20+ 3 ésg=2*+ 2’ + 2 — 3.
(d) f=ar+23+222+3x—3ésg=a*+ 23+ 2%+ 32 — 6.
(e) f=a'+a3+xésg=a'+2>+ .
52. Feladat. Oldja meg az fu+ gv = In.k.o.(f, g) egyenletet.
(a) f=a%—3z+2, g=2a%—2°+32—2€R[z]
(b) f=2"4+x+2, g=2a*+22%+22+1 € Zs[z].
(c) f=a%+6, g=a*+5z+1€ Z[x].
53. Feladat. Végezzen maradékos osztast az f = 2% + 1, g = 222 —
3 + 2 € Zs[z] polinomokon.

54. Feladat. Oldja meg az fu =1 (mod m) kongruenciat, ha

(a) f=22+1, m=a>+22+1,

(b) f=3224+2, m=x3+z+ 1.
55. Feladat. Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitdsok. Valaszéat
minden esetben indokolja meg.



7

(a) Minden f,g € Zs[x]-re, f|g és g|f maga utan vonja, hogy
f=g

(b) Létezik olyan f € Zlx] polinom, amlynek végtelen sok
osztoja van (ebben a gytirtiben).

(¢) Minden f,g € Zs[z]-re, f|g és g|f maga utan vonja, hogy
f=y.

(d) Léteznek olyan f # g € Zs|x] polinomok, amelyekre minden
¢ € Zsra f(c) = g(c).

(e) Létezik olyan f € R[z] polinom, hogy In.k.o.(f,2* — 1) =
x4+ 1.

56. Feladat. Hatérozza meg a g = 22 4+ v/2x + 1 polinom gydkeit,
majd Bézout tételének segitségével vizsgalja meg, hogy ezen g polinom
osztja-e az f = x* + 1 polinomot.

57. Feladat. Mely n pozitiv egészekre oszthatd az 2™ + 1 polinom az
2% + 1 polinommal?

58. Feladat. Hatarozza meg az 6sszes olyan p primszamot, amelyre
% 4 T|z2008 931922 4 13,50 4§
teljesiil a Z, [z] polinomgytrtiben.

59. Feladat. Igazolja, hogy x? + x + 1 akkor és csak akkor osztdja az
%" + 2™ + 1 polinomnak, ha n nem oszthaté 3-mal.

60. Feladat. Hatérozza meg az 6sszes olyan p primszamot, amelyre
2% 4 T|22008 _ 33,1922 4 13,60 1 §
teljesiil a Z, [z] polinomgytirtben.
61. Feladat. Oldja meg az R|x] polinomgytirtiben az
2 f=2—22 (mod 2® + )
kongruenciat. (Figyelem: nem x az ismeretlen, hanem f!)

62. Feladat. Irja fél a Zs[z]/(2® + x + 1) négyelem test Gsszeado- és
szorzotblajat.

63. Feladat. Hatarozza meg a Z3[x]/(z? 4+ 1) kilencelemt testben az
a-b, a/b, b/a elemeket, ahol a =7 és b= x + 1.

64. Feladat. Hatéarozza meg a Zs[x](x + 1) szédzhuszonét elemt test-
ben a 212 — 3z + 2 elem reciprokat.



5. POLINOMFUGGVENYEK, GYOKOK, INTERPOLACIO.

65. Feladat. Legyen f = a,2" + ... + a1z + ag egész egylitthatos
nemkonstans polinom, tovabbé a p, ¢ relativ prim egészek olyanok, hogy
f(%’) = 0. Igazoljuk hogy ¢la, és p|ap.

66. Feladat. Bezout-tétele segitségével vitsgalja meg, hogy
(1) osztoja-e a g = 2% ++/2x+1 polinom az f = 2*+1 polinomnak;
(2) teljesiil-e a g|f oszthatosag a
g=a>—1és f=aT -2 2% — ¥ 2" 22 +2 -1
polinomokra a Q, Zs, ill. a Z; testek folott?

67. Feladat. Oldja meg a kovetkezd harmadfoku egyenleteket.
) x —6r+9=0,

) x + 922 + 18z 4 28 = 0.

) x — 62 — Tz + 60 = 0.

) 2 +62+2=0.

) 2 +32—2i=0.

(1
(
(
(
(
(6) 23 — 61z + 4(1 — i) = 0,

2
3
4
5
6

68. Feladat. Oldja meg a kovetkezd negyedfokt egyenleteket.

)x + 223 — 22% + 62 — 15 = 0.
) xt —4x3 + 322 +2r —1=0
)zt — 223 4+ 42% — 22 + 3 = 0.
)x —Sx —I—a: +4x -6 =0,

) dxt — — 62?4+ 22x+1=0.

(1
(2
(3
(4
(5



