Név: o Osszpontszam:

Algebra és szamelmélet
1. zarthelyi megoldasa.
(2019. 11. 12.)

1. Feladat. (4 pont)

(A) Igaz-e, hogy tetszSleges z € C és n € N esetén abbol,
hogy {/z-nek van valos értéke kovetkezik az, hogy z is valos?
Ha igen, akkor egy mondatban indokolja, ha nem, akkor adjon
ellenpéldat.

(M) Igaz, mert R zart a szorzasra.

(B) Igaz-e, hogy tetsz6leges z € C-re, ha z? hatodik egységgyok,
akkor z is hatodik egységgyck. Igazolja roviden, vagy adjon
ellenpéldat.

(M) Hamis, ellenpélda barmelyik 12. primitiv egységgyok.
(C) Van olyan z komplex szam, amelyre Re z = 1, és |z —i| = 3.
(M) Igaz. A masodik foltétel szerint a z-nek megfelel§ pont a
(0,1) pont koriili 3 sugarta koron van, és ennek van kozos pontja
a r = 1 egyenletii egyenessel.

(D) Tetszoleges v, w € C-re |v+w| = |v| + |w|.

(M) Hamis, példaul a v = 1, w = —1 komplex szamokra nem
teljesiil az egyenlGség.

2. Feladat. (4 pont)
Adja meg kanonikus alakban a kdvetkez6 gyokvonédsok eredményét:

V2 4 2i Vv —=2T7.
Megoldas. A /—2 + 2i értékei:
1-V3 _ 1+V3  1+VE 1-43

R, _
T 2 2 2 2
A /—27 értékei:

3 3
+v3i, Fo 4+ ii.
2 2
3. Feladat. (4 pont)
Dontse el, hogy igazak-e az alabbi allitasok. A valaszokat minden eset-
ben indokolnia kell.

(A) Létezik olyan gytri, amely egységelemes, de nem kommu-
tativ és nem is zérusosztOmentes.
(M) Igaz. Példaul barmely test {616tti n x n teljes matrixgytri
ilyen tulajdonsagu, ha n > 1.
(B) Létezik olyan integritastartomény, amelyben pontosan 30
egység van.
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(M) Igaz, példaul a Zsz; maradékosztalytest.

(C) Az egységek minden gytirtiben csoportot alkotnak az Gssze-
adas miveletével.

(M) Hamis, példaul a Zg gytrtiben az 1, 5 egységek (invertal-
hato elemek), de 1 + 5 = 0, amely nyilvan nem invertalhato.
(D) Létezik olyan gytrd, amely kommutativ és egységelemes,
de nem integritastartomany.

(M) Igaz,, példaul a Z, gytrt.

4. Feladat. (4 pont)

Hatarozza meg, hogy mennyi maradékot ad 2472 23-mal osztva, va-
lamint 4444*44* 9-cel osztva.

Megoldas. Az Euler-Fermat tételt alkalmazzuk.

U =17 = (A7) 172 =117 =289 =13 (mod 23)
44444444 = (_2)4444 _ 24444 _ (26)740 X 24 = 24 =7 (mod 9)

5. Feladat. (4 pont)
Oldja meg az fu + gv = In.k.0.(f, g) egyenletet.

(A) f=a8-320+2, g=2°—2°+32 -2 € R[z].

B) f=2"+2x+2, g=2a+222+ 20+ 1 € Zs3|x].
Megjegyzés. Az (A) rész meglehet&sen hosszi szamolast igényel. A
legnagyobb kozos 0szté meghatarozasa is asszocidltra attérést igényel
(a nem egész egyiitthatok elkeriilése érdekében), ami a tovabbi sza-
molast tovabb neheziti. Ezért e feladatrészt lényegében toroltem. A
legnagyobb kozos oszté egyébként x® + x — 1-nek vehets. A (B) rész
ehhez képest rendkiviil egyszeri és rovid szamolast igényelt. Az (A)
rész kompenzalasarol késébb dontok, de ha valaki a legnagyobb kozos
osztoig eljutott, akkor megkapta a feladatrészért jaré 2 pontot.

A (B) rész megoldasa (a foliilvonasokat nem irom ki).

f=gr+ (@ +2*+2)
g=(@*+ 22 +2)(z +2)+0
tehat: In.k.o.(f,g9) = 2® + 22 + 2, és fgy [+ g(2x) = 23 + 2% + 2.



