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(eldadas vazlat)
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1. KOMPLEX SZAMOK

1.1. Definici6. Jeldlje R a valds szamok halmazdt. Az R x R halmaz
elemeit komplex szamoknak nevezziik. A komplex szdmok halmazdt
C fogja jeldlna.

1.2. Definicié. Legyen (a,b), (c,d) € R x R két komplex szim. Ossze-
qlikon €s szorzatukon a kéovetkezd komplex szamokat értyik:

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d),
(a,b) - (c,d) = (ac — bd,ad + bc),
Eszrevételek.
1. Az imént definialt két miivelet mindegyike asszociativ és kommuta-
tiv, tovabba a szorzas disztributiv az Osszeadasra.
2. A (0,0), és az (1,0) elemek ugy viselkednek az Gsszeadasnal, ill. a

szorzasnal, mint a valds szdmok esetén a 0 és az 1.
3. Egyszert szamoléassal kaphatok a kdvetkezdk:

(a,b) + (—a,—b) = (0,0)
(a,b) - (1,0) = (a,b).
4. Az el6bbibdl adodik, hogy
—(a,b) = (—a, —b).
1.1. Allitas. Ha (a,b) # (0,0), akkor megoldhaté R x R-ben az
(a,b) - (z,y) = (1,0) egyenlet.
Bizonyitas.
(a,) - (z,y) = (ax — by, bx + ay) = (1,0),
amibdl az R {6lotti
ar —by =1
br +ay =0

linearis egyenletrendszert kapjuk. Ennek pontosan egy val6s megoldasa
van, mivel determinansa, a® + b? # 0:

. a
I_a2+b2
B -b
y_a2+b2

1.2. Tétel. A komplex szdmok C halmaza az 1.2. Definicicbeli mijve-

letekkel testet alkot.
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1.3. Allitas. Tekintsik a p: R — R x R, a — (a,0) leképezést. E
leképezés injektiv, tovabbd bdrmely a,b € R-re
(a+b)p =ap+byp
(ab)p = ap - bp.
Megjegyzések.
1. A el6bbi éllitas lehetévé teszi, hogy a valos szamok halmazéanak
bévitéseként tekintsiik a komplex szdmok halmazat.

2. Az (a,0) komplex szamot azonosithatjuk az a valos szammal.
3. Tetszoleges (a,b) € C-re az

(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0)(0, 1),

egyenldséget és az el6bbi megjegyzést figyelembe véve az (a, b) komplex
szam helyett irhatunk a + bi-t, ahol "¢" egy olyan szimbélum, amelyre
i* = —1, ugyanis (0,1)* = (—1,0).

1.3. Definicio. Az a + b formdlis dsszeget az (a,b) komplex szam
kanonikus alakjanak nevezziik. Igy azt is irhatjuk, hogy
C={a+bi:a,beR, *=-1}.

A kanonikus alakban irt komplex szamokal tgy szdmolhatunk, mint
kéttagu algebrai kifejezésekkel, figyelembe véve, hogy egyrészt az i
szimbo6lum szorzéasnal folcserélhets a valds szamokkal, méasrészt, hogy
i? = —1.

a+bi=c+di < a=c b=d
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
—(a+bi) = (—a)+ (—b)i
(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i
aibi cﬂj—b?—i_cﬂ—l—bﬂ7 (o +0% £ 0)
1.4. Definici6. A z = a+bi kompler szam valds- ill. képzetes része
az a, il a b valds szam. Jelilése: Re(z) = a, Im(z) = 0.

Megjegyzés. A komplex szamoknal is alkalmazhatjuk azt a — valos
szamoknél megszokott — modszert, miszerint az u+(—v) helyett u—uv-t
frunk, igy a+(—b)i helyett egyszertien a —bi-t irhatunk. De ne feledjiik:
Im(a — bi) = —b.

1.5. Definici6. Legyenn > 1 természetes szdm, €s z eqy komplex szdm.
Azt mondjuk, hogy az u komplex szam a z egy n-edik gyoke, ha
u" = z.

Meg fogjuk mutatni, hogy egy z komplex szamnak barmely n-re
létezik n-edik gyoke, mégpedig n szamu kiilonbozd, foltéve, hogy z # 0.
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Kanonikus alakban altalaban csak a négyzetgyokok hatarozhatok meg,
példaul a kovetkezs eljarassal.

Ha z = a + bi # 0, akkor olyan u = x + yi komplex szamokat kell
meghatarozni, amelyekre (z + yi)? = a + bi. Az x,y € R valos szdmok
megoldésai az

22— =a

2ey = b

egyenletrendszernek, amelyet egyszert megoldani, és a z # 0 esetben
két megoldast kapunk (ezek egyméas —1-szeresei).

A valos szamok egy egyenes, az Un. szamegyenes pontjaiként rep-
rezentalhatok, mig egy 2z = a + bi komplex szamnak a sik (a,b) koor-
dinataju pontjat feleltethetjiik meg egy olyan koordinata-rendszerben,
amelynek x tengelye a (valos) szamegyenes. Ez esetben szokas a sikot
szamsiknak, vagy Gauss-féle szamsiknak nevezni. A két tengelyre
hasznélatos a valos-, ill. képzetes tengely elnevezés.

1.6. Definicié. A z = a + bi komplex szamnak megfeleld (a,b) pont
valos tengelyre vett tikorképének megfeleld a — bi komplex szdmot a z
konjugaltjanak nevezziik. Jelolése: Z =a+ bt = a — bi.

Megjegyzések.

1. Vilagos, hogy a z — Z megfeleltetés C-nek bijektiv leképezését
definidlja 6nmagéra, és Z = z minden z € C-re.

2. E leképezés megérzi a C halmazon korabban bevezetett mtiveleteket,
azaz tetszéleges z1, zo € C komplex szam és x € {+, -} mivelet esetén

21 %k 29 = Z1 * 29

(ﬂ):é ha 2 # 0

Z9 2

3. A konjugalt segitségével egyszertien elvégezhetd s kanonikus alaki
komplex szamok osztésa: tetszéleges 21, 2o € C komplex szémokra, ha
29 # 0, akkor

R 2]

Zy 22 Zo

Vil4gos, hogy a jobb oldalon a nevezében valés szam &ll.

1.7. Definicié. Eqy z = a + bi komplexr szam abszolat értéke a

|z| = V2Z = Va? + b nemnegativ valds szdam.

Eszrevételek.

o Vegyiik észre, hogy egyrészt ez a definicié tartalmazza a valos
szamok ismert abszolut érték fogalmét, masrészt a szorzat, ill.
hanyados abszolit értéke megegyezik a tényezsk abszolut érté-
kének szorzataval, valamint az abszolut értékek hanyadoséaval.



“, e,

lamely z komplex szam abszolut értéke éppen a neki megfele-
16 pontba mutatd helyvektor hosszéval egyenld, tovabba az is,
hogy barmely z € C-re |z| = |Z|.

e Az el6bbibdl kovetkezik az is, hogy a komplex szamok abszolut
értékére érvényes a haromszog egyenlStlenség, azaz tetszéleges
21, 29 € C-re

|21 + 22| < |21 + |22

Utobbi észrevételeinket hasznélva egy tjabb, geometriai indittata-
st jellemzését adhatjuk a komplex szdmoknak. Ugyanis a sik pontjait
nemcsak derékszogl koordinatdkkal, hanem polarkoordinatékkal is jel-
lemezhetjiik: a pontba mutaté helyvektor hosszaval és e helyvektornak
az x tengely pozitiv felével bezart szogével.

1.8. Definici6. A z = a + bi nemzérd komplex szim argumentuma
az az « 209 — twmértékben mérve — amelyet az (a,b) pontba mutatd
helyvektor zdr be az x tengely pozitiv felével. Jelolése: arg z.

Megjegyzések.

1. Az argumentum csak 27 egész szamu t6bbszoroseitdl eltekintve egy-
értelmd.

2. A 0 komplex szamhoz nem rendeliink argumentumot.

3. Ha a z = a+ bi nemzér6 komplex szamra |z| = r és a = arg z, akkor
a=rcosa, b=rsina.

1.9. Definicié. A z nemzére komplex szam trigonometrikus alakja
z =r(cos p + isin p),
aholr = |z|, ¢ = argz. Hau = s(cosy+isiny), akkor z = u pontosan

akkor dll fonn, ha r = s és ¢ — ¥ = 2km valamely k egész szamra.

Megjegyzés. Az Osszeadas nehezen végezhetd el trigonometrikus
alakban (arra rendelkezésre all a kanonikus alak), de a szorzas és az
osztés elvégzése mar igen egyszeri feladat a kovetkezd allitas alapjan.

1.4. Allitas. Tetszdleges z,u € C nemzérd komplex szdmokra arg(zu) =
Z

arg z + argu, €s arg — = arg z — argu.
U

Legyen n > 1 természetes szam. Az elGbbi allitas alapjan, ha z,u €
C, z=r(cosp+isiny), u= s(cosy +isin1)) olyan komplex szamok,
hogy u™ = z, akkor r = s" és ny = ¢ + 2kw valamilyen k € Z-re.
Ezekbdsl
© + 2km

n

s = r, és ) =
Vilagos, hogy tetszéleges k € Z-re az

2k 2k
wp = r (cosu —i—isinu)
n

n

 kez.
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komplex szdmok mindegyikére uj;; = z, azaz z n-edik gyoke, de nem
mind kiilonbozdk. A trigonometrikus fliggvények periédikussaga miatt

Up = Uy pontosan akkor teljesiil, ha nlk — L.

Ezzel igazoltuk a kovetkezd tételt.

1.5. Tétel. Egy nemzéro komplex szamnak pontosan n szami kilon-
boz0 n-edik gyoke van barmely n > 1 természetes szamra.

1.10. Definici6é. Azon komplex szamokat, amelyek n-edik hatvdinya
valamely n > 1 természetes szamra 1,n-edik egységgyokoknek ne-
vezzik.

Az egységgyokok abszolut értéke nyilvan 1, igy azok az

2k . 2kw
Enk =Ccos— +isin—, neN 0<k<n
n n

komplex szédmok. Ezek a szdmsikon az egységkordn helyezkednek el.
Rogzitett n-re az (1,0) ponttol indulva egy szabayos n-szog csticspont-
jaiban.

Eszrevételek.

e Tetszbleges 0 < k,[ < n-re 57}2,1 = ef%l maga utan vonja, hogy

k =1, azaz €, 1-nek pontosan n szamu kiilonb6z6 hatvanya van,
amelyek kiadjak az 6sszes kiillonb6z6 n-edik egységgyokot.
e Ilyen tulajdonsagu egységgyck tobb is van, példaul &, .

1.11. Definicié. Azt mondjuk, hogy az € n-edik eqységgyok primitiv
n-edik egységgyok, ha pontosan n szamai kilonbozd egész kitevds hat-
vanya van. Masképpen mondva, egész kitevds hatvdinyaként az dsszes
n-edik eqységqyok elddll..

Iménti észrevételeinkbdl konnyen adodik a kdvetkezs tétel.

1.6. Tétel. Az ¢, = cos 2’“—” + zsm%—7r komplex szdm akkor €s csak

akkor primitiv n-edik egyseggyok ha ln k.o.(n, k) = 1.

Bizonyitas. (vazlat) Tekintsik az ¢, n-edik egységgyokot. Ez pon-
tosan akkor primitiv n-edik egységgyok, ha tetszéleges | € N-hez van
olyan m € N, hogy 7"y = &5, azaz e két komplex szdm argumentuma
27 egész szamu tobbszorosében tér el:

2km 2l
—m — — = t2m,
n n
valamely ¢ egészre. Egyszertisitve az egyenlGséget
km — [ = tn.

Vilagos, hogy m megoldasa a
km =1 (mod n)

linearis kongruencianak. Ez pedig pontosan akkor oldhaté meg barmely
[ € N-re, ha In. k.o.(k,n) =1
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1.7. Kovetkezmény. Tetszdleges n > 1 természetes szamra létezik
primitiv n-edik eqységqgyok, mégpedig annyi, ahdny n-hez relativ prim
szam van az 1,2, ..., n egészek kozott (azaz szamuk o(n), ahol ¢ az in.
FEuler-fiigguény).

1.8. Kovetkezmény. Legyen n > 1 természetes szam. Tetszdleges z €
C komplex szam dsszes kiilonbozo n-edik gyoke felirhato ueq, ..., ue,
alakban, ahol u™ = z, és e1,...,e, az 0sszes kiilonbozd n-edik eqy-
séqqyok, illetve ue®, 0 < k < n alakban, ahol € egy primitiv n-edik

eqyséqqyok.

1.9. Tétel. Tetszdlegesn > 1 természetes szamra az dsszes (kilonbézd)
n-edik eqységgyok 6sszege 0.

Megjegyzés. Emlékeztetiink arra, hogy a valos szdmok halmazan 1é-
tezik egy olyan rendezés, amelyre nézve az 0sszeadas és a szorzas bizo-
nyos monotonitasi tulajdonsaggal rendelkezik. Nevezetesen, tetszGleges
a,b,c € R esetén, egyrészt a < b maga utan vonja, hogy a +c¢ < b+ c
masrészt, ha ¢ > 0, akkor ac < be is kovetkezik. Igazolhatd, hogy ez
abbol kovetkezik, hogy 1étezik olyan P C R részhalmaz, amely egyrészt
zart az Osszadasra és a szorzasra, masrészt tetszoleges d € R esetén a
de P, —d e P és ad =0 allitdsok koziil pontosan egy igaz.

A komplex szamok halmazanak ilyen tulajdonsagu részalmaza nincs.
Ugyanis, ha a nemiires A € C halmaz zart az 6sszeadasra, akkor mind
az i € A, mind a —i € A allitasbol i = 0 adédna, ami nem igaz. Igy
a komplex szamok halmazan nem definialhat6 olyan rendezés, amelyre
nézve az Osszeadas és a szorzas — a valos szamokra teljesiiléhoz hasonlo
— monotonitasi tulajdonsadgokat mutat.



2. HARMAD- ES NEGYEDFOKU EGYENLETEK.

A komplex szamok bevezetésének egyik iditéka az, hogy koriikben
mar minden mésodfoki egyenlet megoldhatd. Késébb latni fogjuk,
hogy ennél lényegesen tobb is igaz, nevezetesen: a komplex szamok
teste algebrailag zart. Ez azt jelenti, hogy tetszsleges fokszamu (per-
sze legalabb elséfokt) komplex egyiitthatos ,,algebrai” egyenletnek van
komplex gyoke. Erre a kérdéskorre késébb még visszatériink. Igy a
késébbiek teszik teljessé és pontosabban érthetévé a most targyalan-
do specialis eseteket, a harmad- és a negyedfoki egyenletek megoldési
eljarasat.

Az ax® +ba®> +cx +d = 0, a,b,c,d € C egyenlethsl z = y — 3%
helyettesitéssel, majd a kezd§ egyiitthatdval valo leosztas utan

v +py+q=0

alakt harmadfoku egyenlethez juthatunk. Ha ennek megoldasait
= u + v alakban keressiik, akkor ezen 1j hatarozatlanokra teljesiilnie
kell az

3uv = —p
ud + 0P = —q
egyenletrendszernek. Ugyanis, az (u + v)? = (u® + v®) + 3uv(u + v)
egyenlGséghdl
(u+v)* = 3uv(u +v) — (v* +v*) =0

egynldség adodik, amit az y* + py + ¢ = 0 egyenlettel egyiitthatonként
osszehasonlitva kapjuk az el6bbi egyenletrendszert.

A masodfoku egyenletek gyokei és egyiitthatoi kozotti ismert Ossze-
fiiggések (Viete-képletek) alapjan u?,v® megoldésa a

2 . ]_9>3_0
z2°+qz <3

masodfoki egyenletnek. Ebbdl

3 3 q q\? P\?3
e g Q) )
u’, v 9 5 +3

A kobgyokvonasok elvégzése utan az
2 2
U, UE, UE, v, VE, VE

szamokat kapjuk, ahol e egy harmadik primitiv egységgyok. Egyszert-
en ellendrizhetd, hogy csak az

N =u-+v, y2:ua—i—v€2, y3:U62+U6

értékek megoldasok. Az
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Osszefiiggést Cardano-képletnek szokéis nevezni, mert az § 1545-ben
megjelent Ars Magna cimi konyvében szerepelt elGszor (bar nem 6
talalta meg) valos egyiitthatokkal.

Ezzel igazoltuk a kovetkezs tételt.

2.1. Tétel. Az 2> +px+q=0 (p,q € C) harmadfoki egyenlet gyckei
eloallithatok

w4v, ue4ve?, ue? 4 ve

alakban, ahol

€ pedig eqy harmadik primitiv eqységqydk.

Példa. Megoldjuk az x® + 922 + 18z + 28 = 0 egyenletet.

(1) Az x = y — 3 helyettesités utan az y> — 9y + 28 = 0 egyenlethez
jutunk.
(2) A Cardano-képlettel szamolva:

U, v = {”/—14i¢142—33: V14 £+ 13,

fgyu=—1ésv=-3.

(3) Tovabb szamolva: y; = —4, yo = —(—%—l—i\/?g) —3(—
2 + /3,
ys = —(—3 — i) = 3(—1 + i) =2 — V3.

(4) Vegiil: 2y = —7, x5 = —1 4+ V/3i, 25 = —1 — /3.

Megjegyzések.

(1) Emlékezziink vissza, hogy az az? + bx + ¢ = 0 alakt masodfoku
egyenletnek pontosan akkor volt egy — pontosabban két megegyezs —
gyoke, ha b* — 4ac = 0. A b? — 4ac kifejezést, amely a gyokképletben a
négyzetgyokjel alatt all, ezen egyenlet diszkriminansanak neveztiik.
(2) Vegyiik észre, hogy az x® + pr + ¢ = 0 harmadfoku egyenlet ese-
tén, ha a Cardano képletben a négyzetgyokjel alatt allo kifejezés értéke
zérod, akkor u = v, és igy (a korabbi jelolésekkel) yo = y3, azaz ismét
egybeesik két gyok.

(3) A D= -108 ((%)2 + (g)g) kifejezést az 2% + px + ¢ kifejezés (po-
linom) diszkriminansanak nevezziik. (A —108 egyiitthato indoklasa
tilmegy e fejezet keretein.)

Az 2 +ax® + b2 +cx +d = 0, a,b,c,d, € C alaki egyenletek
megoldasi eljarasat elgszor Ferrari talalta meg a XVI. szazadban (ter-
meészetesen valos egyiitthatokkal), és ezt is Cardano publikalta el6bbi
konyvében. Ferrari otletét némileg modernizalva: az egyenlet bal olda-
lat két mésodfoki polinom szorzatara bontjuk. Ezt pedig ugy érhetjiik
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el a legkénnyebben, ha el6bb két, legfoljebb masodfok, polinom négy-
zetének kiilonbségeként irjuk azt.

Jelolje f egyenletiink bal oldalat és legyen g = 2 + 57 + «, ahol
kés6bb meghatarozandé komplex szam.

2
f—¢@=a'4+a®+b2* +cx+d— (w4+a:v3 (%+2a) g;2+aax+a2)

_ (b_%2_2@)$2+<c—aa)x+(d—a2)

Az f — ¢* masodfokt polinom pontosan akkor lesz egy (elssfoki)
polinom négyzete, a két gyoke egybeesik, ami akkor teljesiil, ha diszk-
riminansa zér6. Ez pedig a-ra egy harmadfoka egyenletet ad, amelyet
a Cardano altal leirt eljarassal oldhatunk meg. Vilagos, hogy az a-ra
kapott barmelyik értéket is hasznaljuk, megkapjuk a kivant félbontést.

Ezzel igazoltuk a kovetkez§ tétel.

2.2. Tétel. Az x* +az® +bx’> +cx+d=0, a,b,c,d, € C egyenlet bal
oldala félbonthato két mdsodfoki polinom szorzatdra, és ennek révén
ezen egyenlet megoldhato.

Példa. Oldjuk meg az z* — 22° + 222 4 42 — 8 = 0 egyenletek

(1) Jeldlje f az egyenlet bal oldalan &ll6 polinomot. Ekkor tetszd-
leges o € C-re

(2) f = (2 — 2+ ) — (20— 1)? — (20— d)a + (o® + 8)),

(3) A masodik tag, a masodfoka polinom, pontosan akkor teljes
négyzet, ha D diszkriminansa 0:

D= (2a+4)* —4(2a — 1)(a® + 8) = —8a® + 8a® — 48a + 48 = 0.
(4) Megoldando6 tehat az
o —a*+6a—-6=0

harmadfoku egyenlet.
(5) Azonnal latszik, hogy a = 1 egy megoldas, igy az

[=( =2+ 1)~ (¢ -3 = (2? ~ 2)(a* — 2y +4)

folbontast kapjuk.
(6) A gyokok tehat:

Tig = +v2 és r34=1=x V3.

A kovetkezs 2.3. Tétel kovetkezménye (2.4. Kovetkezmény) alapjan
azonban csak négy — nem foltétleniil kiilonb6z6 — megoldast kapunk.
A harmad- és negyedfoku egyenletek megoldoképlete (megoldéasi elja-
rasa) megtalalasa utan tébb, mint 200 évig kivalé matematikusok hada
kereste a négynél magasabbfokt egyenletek megoldoképletét, megoldé-
si eljarasat. AlapvetGen abbol indultak ki, hogy a masodfoki egyenlet
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megoldasa egy elséfokii-, a harmadfokté egy masodfoku-, mig a negyed-
foku egyenlet megoldasa egy harmadfokt egyenlet megoldasara vezet-
hetd vissza. Azt foltételezték, hogy ez tovabb is vihetd, és altalaban az
n-edfoki egyenlet megoldasa egy n — 1-edfokt egyenlet megoldéaséra,
egy un. rezolvens egyenlet megoldasara vezethetd vissza.

Tették ezt annak ellenére, hogy egészent a XVIII. szédzad legvégéig az
sem volt ismert, hogy minden tun. algebrai egyenletnek van megoldé-
sa, masképpen mondva minden legalabb elséfokt komplex egyiitthatos
polinomnak (ezt kés6bb pontositjuk) van komplex zérdhelye. Ugyanis
csak 1799-ben igazolta (el6szor) Gauss a kovetkezd tételt.

2.3. Tétel. Minden, legaldbb elséfoki, komplex egyiitthatos polinomnak
van komplex zéréhelye, azaz az 2™ +a,_ 12" . . +aix+ag = 0 komplex
eqyiitthatos egyenletnek van gydke a komplex szamok testében.

2.4. Kovetkezmény. Eqgy n-edfokiu komplex egyiitthatos polinomnak
pontosan n szdmiu — nem foltétlendil kiilonbézd — komplex zérohelye
van.

2.5. Kévetkezmény. Ha az 2" + ap_12" ' + ...+ a1 + ay = 0 valds
egytitthatos egyenletnek az o komplex szam gyoke, akkor a konjugdltja,
o 18 qyok.

2.6. Kovetkezmény. Ha az elébbi kovetkezményben szerepld polinom
paratlan fokszdma, akkor biztosan van legaldabb eqy valds gyoke.

Megjegyzés. A 2.3. Tételt régebben tigy emlegették, mint az algebra
alaptétele, de ma mar a pontosabb elnevezést, a klasszikus algebra
alaptétele, hasznaljak.

Kiegészités. ElGszor a XIX. szazad elején az olasz P. Ruffini igazolta,
hogy az 6tod- és magasabbfoku egyenletekre nem létezik sem gyok-
képlet, sem altaldnos megoldési eljaras. Bizonyitasa azonban hianyos
volt. E tényre az elsé korrekt bizonyitast a norvég N. H. Abel adta
meg 1826-ban. Néhany évvel késébb a francia E. Galois — el6deitdl
teljesen eltéré megkozelitést és meggondolasokat alkalmazva — meg-
adta annak foltételét, hogy egy polinom zérohelyei véges sok 1épésben,
a testmiiveleteket és egész kitevGs gyokvonasokat alkalmazva, elGallit-
hatok legyenek a polinom egyititthatoibol.
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3. BEVEZETES AZ ABSZTRAKT ALGEBRABA 1. GYURUK ES
TESTEK.

E fejezet elején — az olvasé kényelmére — megismétliink néhany
olyan fogalmat, tételt, amelyek mar ismertek korabbi kurzusokbol.

3.1. Definici6. Legyen G nemiires halmaz. A (G, -) algebrdt csoport-
nak nevezziik, ha

e a " " miuvelet asszociativ (mdsképpen mondva a (G,-) algebra

félcsoport), azaz tetszdleges a,b,c € G-re (a-b)-c=a-(b-c);
o [étezik olyan e € G, hogy barmely a € G-re e -a = a-e = a,
azaz e egqységelem;
e minden a € G-hez van olyan a’ € G elem, hogy a-a’ = a'-a = e,
azaz G minden elemének van inverze.

Azt mondjuk, hogy a (G,-) csoport Abel-csoport, ha a mivelete kom-
mutativ.

Megjegyzés. A "-" miiveleti jelet altalaban nem fogjuk kiirni, a - b
helyett egyszertien ab-t irunk.

3.2. Definicié. Az (A;+,-) algebrdt gytriinek nevezzik, ha (A;+)
Abel-csoport (a gyiird additiv csoportja), (A;-) félcsoport (a gydrd mul-
tiplikativ félcsoportja), tovdbbd barmely a,b,c € A-ra

a(b+c) =ab+ ac
(a+b)c = ac + be,

azaz a - muvelet disztributiv az + mdveletre. Ha a gytdrid multiplikativ
félcsoportja kommutativ/egységelemes, akkor azt mondjuk, hogy a gyird
kommutativ/eqységelemes.

Példak.

(Z; +, ')7 (@7 +, ')7 (C, +, ')7 Mn(R) = (Rnxn; =+, ')7 (Zm +, ')7 (n S
N), ahol R™*"™ az 6sszes valos elemii n X n tipusi méatrix halmaza;
(P(U); A,N), (ahol P(U) az U halmaz hatvanyhalmaza, mig A a
szimmetrikus differenciat jeloli), Z[i] = {a + bi: a,b € Z},

Zla) = {a +ba: a,b € Z, a® = 1,a # 1}. Az utoébbi két esetben a
miiveletek a komplex szamok szokésos Osszeadéasa és szorzasa.

Megjegyzés. Az el6bbiek koziil az M,,(R), Z[i], Z[«a] gytrtkre mint
az R folotti n x n-es teljes matrixgytird, a masik kettére pedig mint
a Gauss-, ill. FEuler-egészek gytirdje fogunk hivatkozni. A Gauss-
egészekkel késébb részletesebben is foglakozunk.

3.1. Tétel. Tetszdleges (A;+,-) gyiri esetén a 0 (az additiv csoport
egységeleme) a szorzdsra nézve zéruselem, tovdbba tetszdleges a,b € A-
ra (—a)-b=a-(=b) = —(a-b).



12

Jelolés. Tetszbleges gytiriiben 0 jeloli majd az additiv egységelemet,
—a az a elem additiv inverzét, tovibba 1 a multiplikativ egységelemet
(ha van).

Bizonyitas. Legyenek a,b € A tetszGleges elemek.

0-a=(0+0)-a=0-a+0-a = 0=0-a.
a-(=b)+a-b=a-(-b+b)=a-0=0

Az utobbihoz hasonléan mutathatoé meg, hogy (—a)-b is additiv inverze
a-b-nek, de az inverz asszociativ miivelet esetén egyértelmii (ezt késgbb
igazolni is fogjuk).

Megjegyzés. Hasznalni fogjuk az a — b = a + (—b) irasmodot.

3.3. Definici6. Legyen R gyird. Azt mondjuk, hogy a nemzéré a € R
elem baloldali zérusoszto, ha van olyan nemzére b € R elem, amelyre
ab = 0. FEzen b € R elemet jobboldali zérusoszténak nevezziik.
Azt mondjuk, hogy az R gyirid zérusosztomentes gytrd, ha nem
tartalmaz sem baloldali-, sem jobboldali zérusosztot, azaz barmely a,b €
R\ {0} elemekre ab # 0. Ha roviden csak zérusosztét mondunk, az
barmely oldali zérusosztot jelenthet.

Példak.

(1) A Zg maradékosztalygytiriiben 2,3 zérusosztok.

(2) A teljes matrixgytirtik sem zérusosztomentesek. Hasznos gyakorlo
feladat a zérusosztod keresés pl. az My(R) gytirtiben.

3.4. Definici6. A legaldbb kételemi, eqységelemes, kommutativ, zérus-
osztomentes gyirit integritastartomanynak nevezziik.

Megjegyzések.

(1) A ,legalabb kételemi” megkotés az egyetlen zéroelembdsl allo gyti-

riit zarja ki az integritastartomanyok korébdal.

(2) Amennyiben nem okoz félreértést, a gytirtk, és a tovabbi algebrak
esetén a miveleti jelek foltiintetésétsl eltekintiink, azokat tarto(alap)halmazuk
jelével adjuk meg,

3.5. Definicié. Legyen R integritdastartomdny és a,b € R. Azt mond-
juk, hogy a osztdja b-nek (b oszthatd a-val)— jeldlése alb —, ha van
olyan ¢ € R, hogy ac = b. Az egységelem osztoit egységeknek ne-
vezziik. Az egységek a gyird invertdlhato elemei. Ha a|l akkor azon
c € R elemet, amelyre ac = 1 a inverzének nevezzik, és haszndljuk a
c=a"! jelolést.

3.2. Allitas. Az integritdstartomdnyokban az elébb bevezetett oszthato-
sdg rendelkezik mindazon tulajdonsdagokkal, amelyekkel az egész szamok
gyirijében megismert oszthatosdg bir, kivéve, hogy most barmely a,b
elemre

alb és bla = ac = b valamely c|1 -re.
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Bizonyitas. Csak az egész szamokétol (latszolag) eltérs tulajdonsagot
részletezziik. Legyen R integritastartomany és a,b € R. Ha alb és b|a,
akkor ac = b és bd = a valamely ¢, d € R elemekre. A két egyenl&ségbdl
cd = 1 adodik, azaz c, d invertalhato elemek, egységek.

Vegyiik észre, hogy ha R = 7Z, akkor a c¢d = 1 egyenl&séghdl ¢ = d =
1, vagy ¢ = d = —1 kovetkezik, azaz |a| = |b| ebben az esetben.

3.3. Tétel. Tetszileges R integritastartomdny tnvertdalhato elemeinek
R* halmaza (Abel)csoportot alkot a szorzdssal.

Bizonyitas. Ismét folhasznalva az inverz egyértelmiiségét, csak azt
kell igazolni, hogy invertalhato elemek szorzata is invertalhaté. Ez nem
kommutativ mtivelet esetén is igaz: tetszéleges a,b € R invertalhato
elemekre

(ab)(bta™) =ab N a !t =aat =1,
azaz ab is invertalhat6, mert a (b~'a=1)(ab) = 1 egyenléség ugyanigy
kaphato.

3.6. Definicid. Az R integritdstartomdny egységeinek R* multiplikativ
csoportjat R egységcsoportjanak nevezziik.

3.4. Tétel. Integritastartomdnyban bdrmely nemzéro elemmel lehet
egyszerisiteni, azaz ha ¢ az R integritdstartomdny egy nemzéro eleme,
akkor tetszdleges a,b € R elemekre

ac = be = a=nb.

Bizonyitas. Legyen R integritastartomany, a,b,c € R, ¢ # 0. Ha
ac = be, akkor 0 = ac — be = (a — b)c, amibdl a zérusosztomentesség
miatt a — b = 0, azaz a = b kovetkezik.

3.7. Definicid. Legyen R integritdstartomdny. Azt mondjuk, hogy az
a,b € R elemek asszocialtak, jeldlése: a ~ b, ha alb és b|a.

3.5. Allitas. Legyen R integritdstartomdny. Az a,b € R elemek pon-
tosan akkor asszocidltak, ha valamely c eqységre ac = b.

3.6. Allitas. Az egész szdmok gyirijében két egység van: +1, mig a
Gauss-egészek gyiridjének eqységer a negyedik eqyséqgqyokok: +£1, +i.

3.7. Allitas. Tetszbleges n > 1 természetes szimra a 7, maradékosz-
talygydrd egységei azon @ maradékosztalyok, amelyekre In.k.o.(a,n) =

1.

Bizonyitas. Allitasunk abbol a ténybdl kivetkezik, hogy ha egy ma-
radékosztaly valamely eleme relativ prim a modulushoz, akkor az adott
osztaly minden eleme relativ prim a modulushoz. Legyen In.k.o.(a,n) =
1 és b ea. Mivel b = a + kn valamely k € Z-re,

In.k.0.(b,n) =In.k.o.(a + kn) = In.k.o.(a,n) = 1,

a legnagyobb koz0s osztonak az elemi szamelméletben megismert tu-
lajdonsagai alapjan
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Megjegyzés. Az egységek az invertdalhato elemek, igy e fogalom tet-
sz6leges egységelemes gytriiben is bevezethets. Példaul, az M, (R)
méatrixgylri egységei a nemzérd determinédnsi métrixok.

3.8. Definicid. Legyen R integritdstartomany, a,b € R. Azt mondjuk,
hogy ¢ € R az a,b elemek egy legnagyobb ko6z0s osztdja, ha cla és
c|b, tovdbbd valahdnyszor eqy d € R-re d|a és d|b, mindannyiszor d|c.
Masképpen mondva: a legnagyobb kizds oszto eqy olyan kozds oszto,
amelynek mindegyik kézos 0szto osztdja. Jelolése: ¢ ~ In.k.o.(a,b).

3.9. Definicié. Legyen R integritdstartomdny, a,b € R. Azt mond-
Juk, hogy d € R az a,b elemek egy legkisebb kozos tobbszorose, ha
ald és bld, tovdbbd valahdnyszor egy ¢ € R-re alc és blc, mindannyi-
szor d|c. Madsképpen mondva: a legkisebb kozds tobbszoros olyan ko-
208 tobbszords, amely mindegyik kozos tobbszérosnek osztdja. Jeldlése:

d ~ lk.k.t.(a,b).
Az oszthatosag tulajdonségaibol azonnal adodik a kovetkezd allitas.

3.8. Allitas. Integritdstartomdnyban a legnagyobb kézis osztd, ill. a
legkisebb kozds tobbszords — ha léteznek — csak asszocidltsdg erejéig
meghatdrozottak.

Megjegyzés. Az altalaban nem igaz, hogy egy integritastartoméany
barmely két elemének létezik legnagyobb kozos osztéja a Z[iv/5] =
{a+ biv/5: a,b € Z} integritastartomanyban a 9, 3(2 + iv/5) elempar
ilyen. (Igazoljal)

3.10. Definicié. Legyen R integritastartomdny. Azt mondjuk, hogy az
a,b € R elemek relativ primek, ha In.k.o.(a,b) ~ 1.

3.11. Definicio. Az (A;+,-) legaldbb kételem gyirit testnek nevez-
ziik, ha az (A\{0};-) algebra Abel-csoport, amelyet a test multiplikativ
csoportjainak nevezink.

Megjegyzések.

1. Az elébbi példak koziil (Z;+,-), Z[i] integritastartomanyok. Az
Osszes paros szamok halmaza a szokasos miiveletekkel kommutativ zé-
rusosztdé mentes gytird, DE nem integritdstartomény, mert nincs egy-
ségeleme.

2. Az elobbi példak koziil (Q;+,), (C;+,-), Q(a) = {a+ba: a,b €
Q, o® =1,a # 1}, tovabba tetsz6leges p primre (Z,; +, ) testek.

3. Vegyiik észre, hogy a testek integritastartomanyok.

3.9. Tétel. Legyen F test, n > 1 egész. Az F-folotti n X n-es matrizok
M, (F) gyiridje egységelemes, de se nem kommutativ, se nem zérus-
osztomentes. E gyird eqységei (mint specidlis esetben mdr emlitettiik)
a nemzéro determindnsi mdtrizok.

Megjegyzés. Korabban emlitettiik, hogy integritdstartoményokban,
s6t egységelemes gytrtikben is, az invertalhatd elemek csoportot al-
kotnak. Az M, (F) test folotti teljes matrixgytirtk esetént az ilyen
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csoportokat altalanos linearis csoportnak nevezziik, és hasznéljuk
rajuk a GL,(F) jelolést.

3.10. Tétel. Tetszdleges m > 2 egészre a modulo m maradékosztdlyok
Loy, halmaza az ismert dsszeaddssal és szorzdssal eqységelemes kommu-
tativ gyirit alkot. Ezen gqyird egységei éppen a redukdlt maradékosz-
talyok (halmazukat 7., jeloli). Ha m prim, akkor Z., test, mig ha m
oszetett szam, akkor a Z,, gyiri tartalmaz zérusosztot, igy nem integ-
ritastartomadny.

Bizonyitas. Az el6zmények alapjan csak az szorul igazolésra, hogy
tetszbleges p primre a Z, gytrtk testek. Ez pedig abbol kovetkezik,
hogy tetszéleges 1 < a < p-re az ax = 1 (mod p) kongruencia meg-
oldhato, tehat a gylrd minden nemzérd elemének van multiplikativ
inverze.

3.12. Definicié. A Z,, gyirit modulo m maradékosztalygyiri-
nek, mig ha p primszdm, akkor a Z, testet maradékosztaly-testnek
nevezzik.

3.11. Allitas. A Gauss-egészek Z[i] = {a + bi: a,b € Z, i> = —1}
halmaza a komplex szamok ismert osszeaddsdval és szorzdsdval integ-
ritdstartomdny, amelynek egységei a negyedik egységqyiokok: Z[i]* =
{£1, £i}.
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4. A KLASSZIKUS SZAMELMELET NEHANY KERDESE,

Kezdetként emlékeztetiink néhany olyan — més kurzusban mar meg-
ismert — fogalomra és tételre, amelyek alapvets fontossaguak lesznek
az elkovetkezkben. A fejezet egyes tételei megfogalmazéasaban és/vagy
bizonyitasaban fol fogunk hasznélni — az el6z6 fejezetben ismertetett
— gytrielméleti fogalmakat, Gsszefliggéseket.

4.1. Kongruenciidk, néhany klasszikus kongruenciatétel.

4.1. Definicié. Legyen a,b,m € Z, m > 1. Azt mondjuk, hogy a
kongruens b-vel modulo m, ha m|a — b. Ezen reldciét modulo m
kongruencia relacidonak nevezzik. Jelolése: a = b (mod m).

4.1. Allitas. Az imént definidalt modulo m kongruencia reldcio ekviva-
lenciareldcio az egész szamok 7 halmazdn.

4.2. Tétel. Legyenek ay,as, by, by, m tetszdleges egészek, és m > 1,
tovabbd a; = b; (mod m), i =1,2. Ekkor

a; +as = by + by (mod m), és ajas = biby  (mod m).
4.3. Tétel. Legyenek a,b,c,m € Z, m > 1. Ekkor ca = cb (mod m)
maga utdn vonja, hogy a = b (mod m)

4.4. Allitas. Legyen a,b,m € Z, m > 1. Pontosan akkor létezik
olyan ¢ € Z, hogy ac = b (mod m), mdsképpen mondva pontosan
akkor oldhaté meg az ax = b (mod m) wn. linedris kongruencia, ha
In. k.0.(a,m)|b. E linedris kongruenciinak modulo m kongruencidtol
eltekintve In. k. o.(a, m) szdmi modulo m inkongruens megolddsa van.

4.5. Allitas. Legyen a,b,c € Z. Az ax + by = ¢ diophantoszi egyen-
letnek ponosan akkor van egész megolddsa, ha In.k.o.(a,b)|c. Ha xo,yo
megolddsok, akkor egyenletiink odsszes megolddsa

b a

—t -1 tel.
In.k.o0.(a,b) "’ P k.o.(a,b) ’ <

l’g+

4.2. Definici6é. Az N — C leképezéseket szamelméleti fiiggvények-
nek nevezzik.

Megjegyzés. E kurzusban csak olyan szamelméleti fiiggvényekkel fog-
lalkozunk, amelyek értékkészlete az egész szamok halmazanak egy rész-
halmaza.

Példak.

(1) o(n) = n pozitiv osztoi szama,

(2) 7(n) = n pozitiv osztoi Gsszege.

4.3. Definicio. Jelolje ¢(n) tetszdleges n € N-re az n-nél nem na-

gyobb n-hez relativ prim természetes szamok szamdt. E (szamelméleti)
fiigguényt Euler-féle ¢ fiiggvénynek nevezziik.
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4.6. Allitas. Legyen m > 1 egész. A Z,, maradékosztdlygyiri egysé-
geinek (invertdlhatd elemeinek) szama éppen o(m).

4.4. Definicié. Azt mondjuk, hogy az [ szamelméleti fiigguény gyen-
gén multiplikativ, ha tetszdleges a,b € N-re f(ab) = f(a)f(b), vala-
hanyszor In.k.o.(a,b) = 1.

4.7. Tétel. Az Fuler-féle ¢ fiigguény gyengén multiplikativ.

Megjegyzés. E tételnek egy elemi bizonyitasa olvashaté Megyesi,
Bevezetés a szamelméletbe c. Polygon jegyzetében.

Folhasznalva az Euler-fiiggvény gyengén multiplikativ voltat egysze-
rien kiszamithatjuk e fiiggvény értékeit. Ugyanis, ha a = p™ ... p."™*,
ahol a p;-k kiilonb6z6 primek, akkor

ola) =o@") .. ePp*)

4.5. Definicié. Legyen m > 1 egész. Azt mondjuk, hogy az aq,. .., an
egészek modulo m teljes maradékrendszert alkotnak, ha pdron-
ként inkongruensek modulo m. Az ai,...,apm) egészek modulo m
redukalt maradékrendszert alkotnak, ha pdronként inkongruensek
modulo m, és mindeqyikiik relativ prim m-hez.

4.8. Tétel. Legyen m > 1 egész. Ha aq, ..., a,, teljes maradékrendszer
modulo m, akkor

(1) a1 + b, ... ,am + b is teljes maradékrendszer modulo m tetszéleges
b € Z-re,

(2) cay, ..., cay szintén teljes maradékrendszer modulo m minden olyan
c egészre, amelyre In. k. o0.(¢c,m) = 1.

4.9. Tétel. Legyen m > 1 egész, €s 11,...,Tym) egy redukdlt ma-
radékrendszer modulo m. Ha az a egész relativ prim m-hez, akkor
ary,...,arqm) szintén egy redukdlt maradékrendszer modulo m.

Megjegyzés. E két utobbi tétel onallo bizonyitasat melegen ajanljuk.

4.10. Tétel. (Euler-Fermat) Legyen a,m € Z, m > 1. Haln.k.o0.(a,m) =
1, akkor

a?™ =1 (mod m).

Bizonyitas. Legyen ry,...,7,um) egy redukalt maradékrendszer mo-
dulo m, és a € Z olyan, hogy In.k.o.(a,m) = 1. Az el6z6 tétel szerint
ary,...,arqm) szintén egy redukalt maradékrendszer modulo m, igy
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tetszéleges 1 < i < (m)-hez van olyan 1 < j < ¢(m), hogy r; = ar;
(mod m). Ez maga utan vonja, hogy

T1c o Tpm) = AT1 - ... Ay (mod m).
Ezt rendezve kapjuk, hogy
TL e T(m) = a?™py Tomm) (mod m).

Lévén, hogy a bal oldalon all6 szorzat relativ prim a modulushoz, azzal
lehet egyszertisiteni, és kapjuk is a bizonyitand6 kongruenciat:

a?™ =1 (mod m).

4.11. Kovetkezmény. (Fermat) Legyen p primszim. Ha az a € 7
nem oszthato p-vel. akkor

a?'=1 (mod p).

Megjegyzés. Ez utobbi kovetkezményre tgy is szokas hivatkozni,
mint a ,kis Fermat tétel”.

4.12. Kovetkezmény. Legyen p primszdm. Tetszdleges a € Z-re
a’? =a (mod p).

4.13. Tétel. (Wilson tétele) Ha p primszdm, akkor (p —1)! = —1
(mod p).

Bizonyitas. Ha p = 2,3, akkor az allitas nyilvanvalo, igy foltehetd,
hogy p > 3. Az {1,2,...,p — 1} szdmok redukalt maradékrendszert
alkotnak modulo p, igy barmely ¢ € {1,2,...,p — 1} esetén pontosan
egy olyan 1 < j < p — 1 van, amelyre ij = 1 (mod p). Ez alapjan
az {1,2,...,p — 1} halmazbeli szamok péarokba rendezhetsk. Kérdeés,
hogy minden egyes parban kiilonb6z6 szamon vanak. Ha valamely
péarja 6nmaga, akkor teljesiil t4 az > = 1 (mod p) kongruencia, azaz
pli? — 1, azaz p|(i — 1)(i + 1). Mivel p primszam, ez csak akkor teljesiil,
ha i € {1,p — 1}. Kaptuk hogy a 2,3,...,p — 2 szamok mindegyike
kiilonbozik parjatol. Ez azt jelenti, hogy (p —2)! =1 (mod p), amibdl
— mindkét oldalt p— 1-gyel szorozva — a bizonyitandé allitast kapjuk.
Igaz e tétel megforditasa is.

4.14. Tétel. Ha valamely m > 1 egészre (m — 1)l +1 =0 (mod m),
akkor m primszdam.

Bizonyitas. Ha az m Osszetett szdm nem egy primszam négyzete,
akkor léteznek olyan 1 < k < I < m egészek, hogy m = kl. Ekkor
(m —1)!'=0 (mod m), ami ellentmond a tétel foltételének.

Marad az m = p? eset, ahol p primszam. A p = 2 eset egyszerd
szamolassal elintézhetd, igy foltehets, hogy p > 3. Ekkor azonban az
(m —1)! szozatban szerepelnek a p és 2p tényezdk, igy p?|(m —1)!, ami
a bizonyitast teljessé teszi.



19

Megjegyzés. A Wilson tétel elvileg primtesztnek is alkalmas, de te-
kintettel arra, hogy a faktoridlisok igen gyorsan nének, csak kis sza-
mokra hatékony.

4.2. Hatvanyozas modulo m.

4.6. Definicio. Legyen a,m € Z, m > 1, In.k.o.(a,m) = 1. Azt
mondjuk, hogy az a egész szam multiplikativ rendje modulo m
k € N, ha k a legkisebb olyan pozitiv (egész) kitevd, amelyre a* = 1
(mod m). Jeldlése: o,,(a) = k.

4.15. Tétel. Legyen a,m € Z, m > 1, In.k.o.(a,m) = 1, tovdbbd
om(a) = k. Ha valamely n € N-re a™ =1 (mod m), akkor k|n.

Bizonyitas. Végezziink euklideszi (maradékos) osztast n és k-n: n =
kqg+r, 0<r < k. Ekkor

a" =a""" = (") -a"=1-a"=1 (mod m),
amibdl r = 0 kovetkezik.

4.16. Allitas. Legyen a,m € Z, m > 1, és ky, ky € N. Ekkor

k1 — ko

a=a™ (modm) < ki =ky (mod oy(a)).

Bizonyitas. Foltehets, hogy ko < kq, és igy
a™ % =0 (mod m) & om(a)|ky — k.

4.7. Definicié. Legyen m egynél nagyobb egész szam. Azt mondjuk,
hogy a g € 7 primitiv gyok modulo m, ha a g,¢>, ..., g?"™ egészek
redukdlt maradékrendszert alkotnak modulo m.

A definici6 alapjan egyszertien igazolhato a kovetkezd tétel, amelynek
allitasa a primitiv gyok egy alternativ definicidja is lehet.

4.17. Tétel. Legyen m > 1 egész. A g € Z egész pontosan akkor
primitiv gyok modulo m, ha o, (g) = ¢(g).

Nem minden m > 1 egészhez létezik primitiv gyok modulo m. Ne-
vezetesen, igazolhato a kovetkezd tétel (nem bizonyitjuk).

4.18. Tétel. Valamely m € Z-hez pontosan akkor létezik primitiv gyok
modulo m, ha m = 2,4, p™,2p™, ahol p pdratlan prim, m pedig termé-
szetes szdam.

4.8. Definicio. Tegyiik fil, hogy g primitiv gyék az m modulushoz. Az
a € Z indexén (az m modulusra és a g primitiv gyokre nézve) olyan i
kitevét értiink, amelyre g = a (mod a),

Jelblés. A modulust az egyszertiség kedvéért altaldban nem irjuk ki (ez
a legtobb esetben vilagos a szovegkornyezetbdl), igy az ind, a jelolést
alkalmazzuk.
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Megjegyzések.

(1) Vilagos, hogy ha In.k.o.(a,m) # 1, akkor ind, @ nem értelmezett,
ugyanis g' mindig relativ prim m-hez. Ha viszont In.k.o.(a,m) = 1,
akkor a primitiv gyok definiciojabol kévetkezéen a kongruens g vala-
mely hatvanyaval, igy az indexe értelmezett.

(2) Vegyiik észre, hogy az index nem més, mint a logaritmus mod m
analogonja (ezért szokas ,,diszkrét logaritmusnak” is nevezni). Nem
meglepd tehat, hogy hasonl6 tulajdonsagokkal rendelkezik.

4.19. Tétel. Legyen g primitiv gyok modulom, a,b € N, In.k.o.(a,m) =
In. k. 0.(b,m) = 1, tovdbbad k tetszdleges egész szam. Ekkor érvényesek
a kovetkezd azonossdagok.

(1) indg 1 =0 (mod ¢(m)),

(2) indy (ab) = ind, a +ind, b (mod p(m)),

(3) ind, a* =k - ind, a (mod ¢(m)),

(4) ind, (ab™') = indya —ind, b (mod p(m)).

A kovetkezSkben a modulo m gyokvonassal foglalkozunk. Részletez-
ni azonban csak a négyzetgyokvonas kérdést targyaljuk.

4.9. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a egész szam n-edik hatvany-
maradék modulo m, ha az 2" = a (mod m) kongruencidnak van meg-
olddsa.

4.20. Tétel. Legyen g primitiv gyok modulo m, és legyenIn.k.o.(m,a) =
1. a pontosan akkor n-edik hatvanymaradék, haln. k. o.(n, p(m))|ind, a.

4.10. Definicio. Azt mondjuk, hogy az a egész szdm négyzetes ma-
radék modulo m, ha az 2> = a (mod m) kongruencia megoldhatd.
Ellenkezd esetben azt mondjuk, hogy a négyzetes nemmaradék mo-
dulo m.

4.21. Tétel. Legyen p pdratlan primszdm, g pedig primitiv gyék modulo
p. Ekkor valamely a € Z pontosan akkor négyzetes maradék modulo p,
ha pla, vagy ind, a pdros.

4.11. Definicid. Tetszdlges p pdaratlan primszdm, és a € Z p-vel nem

oszthato egész szdm esetén bevezetjik az (%) Legendre szimbodlu-

mot:

(a) B { 1, ha a négyzetes maradék modulo p;
p

—1, ha a négyzetes nemmaradék modulo p.
4.22. Tétel. (Euler-kritérium) Ha p pdratlan primszim, és p/fa,

akkor
a p—1
— | =a? (mod p).
(5) =" ot

4.23. Tétel. Legyen a,b € Z és p paratlan primszim. Hap| a,b, akkor
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(1) a=b (mod p) = () _ (2)
@ (2)=() ()
(3) (%) ~1.

4.24. Tétel. Tetszdleges p pdratlan primszdm esetén

(—_1> _ ()% - {_1, hap=1 (mod 4),

P 1, hap=3 (mod4).

4.25. Tétel. (négyzetes reciprocitas tétel) Tetszdleges p, q kiilon-
bozd pdratlan primekre

(£

4.26. Tétel. Tetszdleges p pdaratlan primre

(2)—<_1)p21_ I, hap=17 (mods8)
r) -1, hap=3,5 (mod8).

Az elgbbi 4.18. - 4.25. Tételek bizonyitasa megtaladlhatd pl. a Me-
gyesi, Bevezetés a szamelméletbe c. Polygon jegyzetben.
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5. TEST FOLOTTI EGYHATAROZATLANOS POLINOMOK.

A tovabbiakban R mindig egy tetszéleges integritastartomanyt, mig
F egy tetszbleges testet jelol.

5.1. Definicié. R folitti polinomnak nevezzik az olyan, R-beli ele-
mekbdl képezett, (ag, ay, . ..) végtelen sorozatot, amelynek csak véges sok
nemzérd tagja van. Az dsszes R folotti polinomok halmazat R[z| fogja
jelolna.

5.2. Definicié. Legyen f = (ag,ai,...) € R[x] tetszdleges polinom,
ésn € N. Az f polinom n edik tagja e sorozat n indexd tagja:

(f)n = Qn.

5.3. Definicié. Az f € R[x] polinom fokszama a legnagyobb olyan
n € Ny, amelyre a, # 0. Ha ilyen n nincs, azaz f = (0,0,...), ak-
kor f fokszama —oo. Az f polinom fokszdmadt deg f fogja jeldlni. Ha
deg f = 1, —00, akkor azt mondjuk, hogy f konstans polinom. Ha
deg f = n > 0, akkor az a, elemet f f6egyiitthatdjanak nevezziik,
az 1 féegyiitthatoju polinomokat pedig f6polinomoknak.

5.4. Definici6. Az f,g € R|x] polinomok &sszege ill. szorzata «
kovetkezd két polinom:

(f+ 9= ln+(9)n

n

(f 9= Z(f)z(g)n—z

i=0
5.1. Allitas. Tetszdleges f,g € R[z] polinomokra

deg(f + g) < max{deg f,deg g} és deg(f - g) = deg f + degy.
5.2. Tétel. A 7.4. Definiciobeli miveletekkel R[x] integritdstartomdny.

5.5. Definicié. A R[x] gyirit az R f6l6tti egyhatarozatlanos po-
linomgytrtnek nevezzik. haszndlni fogjuk a rovidebb: R foldtti poli-
nomgytird elnevezést is.

5.3. Allitas. Minden a,b € R esetén
(a,0,0,...) 4+ (b,0,0,...) = (a+b,0,0,...)
(a,0,0,...)-(b,0,0,...) = (a-0,0,0,...)

Jelblés. Az elkovetkezGkben az (a, 0,0, .. .) polinom helyett egyszertien
a-t irunk, és nem kiilénboztetjik meg az a gytrtelemtsl, azaz ugy
tekintjiik, hogy R C R[z|. A (0,1,0,0,...) polinomot pedig = jeldli a
jovében.

n

5.4. Tétel. Minden polinom elddll > a,x™ (a, # 0) alakban, és ez az
i=0
eldallitas egyértelmd. Ha f = (ag,aq,...) eqy n-edfoki polinom, akkor

f=(ag,a1,...,a,,0,...) =ap+ a1+ ...+ ax".
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Jelolés. A polinomokat az elkdvetkezékben a,xz™ + a,_12™ t + ... +

ar1r + ag, vagy > a;x" alakban irjuk, és hallgatélagosan mindig fol-

0
tessziik, hogy a, # 0, valamint azt, hogy e polinom n-edfoku, azaz
Upi1 = Apyo = ... = 0. Az x szimb6lum neve hatarozatlan (és nyilvan
x ¢ R). A hatarozatlant természetesen mas bett is jelolheti, leggyak-
rabban y, vagy pl. z. Ez esetekben a polinomgytirit Rly|, R[z],...
jeloli.

Jelolés. A tovabbiakban, mint mar emlitettiik, F' mindig egy testet
jelol, és F* = F'\ {0}.

5.5. Allitas. Legyen F test. Az Flx] polinomgyiri egységei épp a
nemzéro konstans polinomok.

5.1. A polinomok szamelmélete.

E részben test f0lotti egyhatarozatlanos polinomokkal foglalkozunk,
bar tobb eredmény/dsszefiiggés integritastartomanyok folétti polino-
mokra is érvényes.

5.6. Definicid. Legyenek f,g € Fx]. Azt mondjuk, hogy az f polinom
osztdja a g polinomnak, ha létezik olyan h € Fx] polinom, hogy g =
fh. Jelolése: flg.

5.7. Definicio. Azt mondjuk, hogy az f,g € R[z]| polinomok asszoci-
altak, ha flg és g|f.

5.6. Tétel. Legyen F test. Az asszocidltsig ekvivalenciareldcio F[x]-
en. A nulla osztdlyt kivéve minden asszocidltsdgi osztdly tartalmaz fo-
polinomot, mégpedig pontosan egyet.

5.7. Tétel. Barmely F[x] polinomgytriben az oszthatdsdg reflexiv és
tranzitiv reldcid, tovdbbd tetszdleges f,g € F[x] polinomokra

(1) f~g & JeeF:g=cf, (2) (flg ésg #0) = deg f < degyg.
5.8. Tétel. Legyen F' test. tetszdleges f, g, h € Flx] polinomokra
(1) f1f; (6) fl1 < feF
(2) (flg és glh) = flh; (M olf & f=0;
(3) (flg és glf) & FeeFrg=cf; (8) (flg és flh) = flg+h
(4) 11f; 9) flg = floh;
(5) f10; (10) flg < fhlgh, ha h # 0;
(11) flg = degf < degg, ha g #0.

5.9. Tétel. (a maradékos osztas tétele) Legyenek f,g € F[z], és
g # 0 polinomok. Léteznek olyan egyértelmilen meghatdrozott q,r €
F[z] polinomok, hogy f = gq+r, aholr =0, vagy degr < degg.
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Bizonyitas. Legyen f = a,2"+...+ag, g = bpx™+...+by, ayb, # 0.
A

-1, .n—m
m L

q1 = f — apb g
polinom fokszama kisebb n-nél. Ha deg ¢; > m, akkor ismételjiik meg
ezt az eljarast most az f helyett a ¢; polinomra, kapjuk a ¢, polinomot.
Ezt addig ismételjiik, amig olyan ¢; polinomhoz nem jutunk, amelyre
degq; < m. Ekkor a ¢4 + ...+ ¢; = ¢ polinom, valamint az r =
f — qg polinom eleget tesz a tétel foltételeinek, csak az unicitést kell
még igazolni.

Ha f = qg +r = ¢'g + 7', ahol degr,degr’ < m, akkor a a két
egyenlGségbdl

(¢=q)g+(r—r)=0,
amibdl glr — r’. Ez pedig csak ugy lehetséges, ha r — r’ = 0.

5.8. Definicid. Legyenek f,g,h,k € Flx] polinomok. Azt mondjuk,
hogy h az f,g polinomok egy legnagyobb ko6zos osztdja, ha

hlf és hlg
Vh' € Flz]-re W'|f és h'|g = W|h.

Tovdbbd, azt mondjuk, hogy a k € F|x] polinom az f és g polinomok
eqy legkisebb ko6z6s tobbszorose, ha

[k és gk,
VE' € Flz]: fIK, g|k = K|k

Jelolés. Az f, g polinomok legnagyobb k6zos osztojat, ill. legkisebb
kozos tobbszorosét In. k. o.(f, g), ill. 1k.k.t.(f, g) fogja jeldlni.
Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a legnagyobb kozos osztd olyan ko-
70s 0szt6, amelynek mindegyik 6sszes kozos 0szt6 osztoja. Hasonloan, a
legkisebb kozos tobbszoros egy olyan kézos tobbszoros, amely az Gsszes
kozos tobbszorosnek osztoja.

5.10. Allitas. A legnagyobb kézos osztd, ill. a legkisebb kézo tobbszoris
— foltéve, hogy léteznek — csak asszocidltsdg erejéig meghatdrozottak.

5.11. Tétel. Bdrmely két f,g € Flx] nemzérd polinomnak létezik leg-
nagyobb kiozos osztoja és legkisebb kozos tobbszordse. Ezek asszocidltsdg
erejéig egyértelmien meghatdrozottak. A legnagyobb kézds oszto elddl-
lithato az f és a g polinomok linedris kombindcidjaként, azaz léteznek
olyan F folotti u,v polinomok, hogy In.k.o.(f,g) = fu+ gv.
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Bizonyitas. Legyen deg f > degg, és végezziink maradékos osztéso-
kat a kovetkezSképp.

f=9q +m
g="r1q2 + 12
1 =T2Q3 + 73

Tudjuk, hogy
degg > degry > degre > degrs > ... > 0,

ezért az osztas sorozatunk véges, azaz van egy utols6 nemzérd maradék.
Errél egyszeri szamolassal megkaphato, hogy az éppen egy legnagyobb
koz0os 0szto.

A legkisebb kozos tobbszoros létezésének igazolasa ezek utan egy
rutin feladat, aminek végiggondolasat melegen ajanljuk, mig a legna-
gyobb kozos osztd linearis kombinacioként valo elGallitdsa az osztas-
sorozatbol kaphato, a végétsl az elejére haladd behelyettesitésekkel.
Ezt az eljarast kés6bb megmutatjuk.

Megjegyzés. A tétel bizonyitasaban szereplS osztés-sorozatot — ha-
sonléan mint az elemi szamelméletbeli analog eljardst — Euklideszi-
algoritmusnak nevezziik.

5.9. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f, g polinomok relativ primek,
ha In.k.o.(f,g) ~ 1.
5.12. Tétel. Tetszdleges f, g, h € F[z] polinomok esetén,

(1) ha fg # 0, akkor

f g
. k-o. (ln.k. o.(f,9) In.k.o.(f, g)) ~1

azaz a két hanyados relativ prim;
(2) ha f és g relativ prim, akkor

flgh < flk;
(3) haln.k.o.(f,g) # 0, akkor

f
In. k.o.(f, g)|h‘

5.13. Tétel. Tetszdleges f, g, h € F[z]| polinomok esetén,
(1) ha fg # 0, akkor

f g
.k o. <ln.k. o.(f,9)" In.k.o.(f, g)) ~ 1

azaz a két hanyados relativ prim;
(2) ha f és g relativ prim, akkor

flgh < flh;

flgh &
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(3) ha In.k.o.(f,g) # 0, akkor

A
In. k. o.(f, g)’h'

5.14. Tétel. Legyenek f,g,h € F[x] nemzérd polinomok. Pontosan
akkor léteznek olyan F folotti w,v polinomok, hogy fu + gv = h,
mdsképpen mondva, megoldhato Fx]-ben u,v-re az eldbbi egyenlet, ha
In.k.o.(f,g)|h. Ha (ug,vo) egy megoldds, akkor tetszéleges t € Fx]-re

S — v =" —415
In.k.o.(f,g) 0 In.k.o.(f, g)

1s megoldds, és minden megoldds ilyen alakban irhato.

flgh &

U = Uy +

Bizonyitas. Tegyiik fol, hogy egyrészt In. k. o.(f, g)|h, masrészt deg f >
deg g, és végezziink Euklideszi algoritmust az f, g polinomokon

f=9n +m
g ="T1q2 + 72
Ty =172q3 + 73

Tn—3 = Tn—2(qn—1 + T'n—1
'n—2 = Tn—14n + 7

ahol 7, az utols6 nemzér6 maradék, s igy r, = In. k. o.(f, g).

Az utolso6 egyenlGségbdl: 7, _1¢, = r,_o — 1. Az utolso eltti egyen-
16séget szorozzuk meg q,-nel és az el6bbi egyenldség folhasznalaséval
az

The3 =Tn—2Qn-1+ Th_2o — Th = rn—2(Qn—1 + 1) —Tn
egyenlGséget kapjuk, azaz ,megszabadultunk” r, -t6l. Az eljaréast
folytatva megszabadulunk az 6sszes r,-tol, kivéve az r,-et. Igy meg-
kapjuk az

fu' +gv' =r, =In.k.o.(f, g)
egyenldséget. Ezt megszorozva a h/ln.k.o.(f, g) polinommal kapjuk
az u, v megoldasokat.

Ha egyenletiinknek van megoldasa, akkor trividlisan teljesiil, hogy
In. k. o.(f,g)|h. Mivel a tétel tovabbi allitasai ezek utéan nyilvanvalok,
a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzés. Az imént alkalmazott eljaras az, amelyet a 7.11. Tétel
bizonyitasa végén megigértiink,.

5.2. Polinomgytrik faktorgytrdi.

5.10. Definicié. Legyenek f,g,m € Flx|, m # 0 tetszéleges polino-
mok. Azt mondjuk, hogy f kongruens g-vel modulo m, jeldlése
f=g (modm), hamlf — g
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5.15. Allitas. Az imént bevezetett mod m konruenciareldcio ekviva-
lenciareldcio Flx]-en. Két polinom pontosan akkor kongruens modulo
m, ha m-mel osztva ugyazazt a maradékot adja.

Megjegyzés. Az el6bbi lemma és a kivetkezs tétel 6nallo bizonyitasa
jo gyakorlo feladat, elvégzését melegen ajanljuk.

5.16. Tétel. Tetszdleges F test és f, g, f1, 91, f2, g2, m € Flx| polino-
mok esetén

(1) fi =¢; (mod m), i € {1,2} maga utdn vonja, hogy

fixtfo=g+g (modm)
fi-fa=g1-92 (modm).

(2) Hah # 0, akkor hf = gh (mod m) < f =g (mod m)
(3) Ha In.k.o.(m,h) ~ 1, akkor hf = hg (modm) < f =g

(mod m).

5.17. Tétel. Tetszdleges f,g,m € Flx] polinomok esetén az fu
(mod m) linedris kongruencia pontosan akkor oldhaté meg, ha
In.k.o.(f,m)|g. Ha ez teljesiil, akkor a modulo m inkongruens megol-
ddsok szama In. k.o.(f,m).

9

Bizonyitas. A tétel allitdsa azonnal adodik abbol az észrevételbdl
hogy az fu =g (mod m) linearis kongruencia pontosan akkor oldhato
meg, ha megoldhato az fu+muv = g egyenlet az F'[z| polinomgytirtben.

5.11. Definicié. A mod m kongruencidhoz tartozo ekvivalenciaosztd-
lyokat modulo m maradékosztalyoknak nevezzik. Az f € F|x]
polinomot tartalmazé modulo m maradékosztdlyt f jeldli, mig a mara-
dékosztalyok halmazdt (mdsképpen mondva, a modulo m kongruencid-
hoz tartozo faktorhalmazt, pedig Flx]/(m). Tehdt Flx]/(m) = {f: f €

5.12. Definicié. Az Fx]/(m) faktorhalmazon bevezetink két mivele-
tet: dsszeaddst és szorzdst: tetszdleges f,g € Flx]-re legyen

5.18. Allitas. Az el6bbi miveletel joldefinidltak, azaz az eredmény nem
fiigg attol, hogy az adott maradékosztaly mely elemét vdlasztottuk repre-

zentdnsnak, és e miveletekkel az Fx]/(m) faktorhalmaz egységelemes
kommutativ gyirit alkot.

Bizonyitas. Az éllitads lényegében ugyanigy igazolhatd, mint a mar
ismert szamelméleti tétel.

5.13. Definici6. Az eldbbi gyirit modulo m maradékosztaly-gytrinek
nevezzuk.
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5.19. Allitas. Tekintsiik az F[z]/(m) maradékosztdlygyirdt. Ha va-
lamely f € Flx] polinomra In.k.o.(f,m) ~ 1, akkor birmely g € f
polinomra In. k.o.(g,m) ~ 1.

Megjegyzés. Az elébbi allitas ugy is fogalmazhato, hogy egy ma-
radékosztalynak vagy minden eleme relativ prim a modulushor, vagy
egyetlen eleme sem ilyen. Ezért beszélhetiink relativ prim maradék-
osztalyokrol is.

5.20. Tétel. Az f € F[x]/(m) maradékosztdlynak pontosan akkor van
multiplikativ inverze (pontosan akkor invertdlhaté elem, azaz eqység),
ha In.k.o.(f,m) ~ 1. A multiplikativ inverz, ha létezik, egyértelmiien
meghatdrozott.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy e tételiink pontos analogonja a ko-
rabbi elemi szamelméleti tételnek, miszerint egy maradékosztalygytri
invertalhato elemei éppen a relativ prim maradékosztalyok.

Gondolkozzunk tovabb az el¢bbi analdgia mentén. Ha m € Z, m >
1, akkor egy @ € Z,, maradékosztaly elemei a + km alaki egészek,
ahol k € Z (nyilvan foltehetd, hogy 0 < a < m). Ha most (m) jeloli
az m Osszes egész tObbszoroset, azaz (m) = {km: k € Z}, akkor az
a=a+ (m)={a+km: k€ Z} irasmdd is hasznalhato.

Most vigylik at eljarasunkat test folotti polinomgytirtk faktorgytiri-
ire. Ezt minden tovabbi nélkiil megtehetjiik, hiszen az iménti szamel-
méleti meggondolasaink mélyén a maradékos osztas rejlett, és az most
is rendelkezésiinkre 4ll majd. Legyen F' test és m € F'[x| nemkonstans
polinom. Az F[z]/(m) maradékosztalygytiri egy f eleme

f=Af+gm:geFlzl} = f+(m)
alakban irhato, ahol (m) = {gm: g € F|x]}. Vilagos, hogy csak azokat
az f osztalyokat kell tekinteniink, amelyekre deg f < degm, hiszen
tetszdleges f € Flx]| polinomhoz pontosan egy olyan f polinom létezik
F {616tt, amelyre f" = f 4 gm, ahol f,g € F[z] és deg f < degm.
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6. POLINOMFUGGVENYEK, GYOKOK, INTERPOLACIO.

6.1. Definici6. Az f = a,a™ + ...+ a1z + ap € F[z] polinom ¢ € F
helyen vett helyettesitési értéke az f(c) = a,c*+ ...+ ajc+ag € F
elem. Az

f:F—=F c~ f(c)
leképezést az f € F[x] polinomhoz tartozé polinomfiiggvénynek ne-
vezzik.

Jelolés. A polinomot és a hozza tartozo polinomfiiggvényt ugyanazzal
a betiivel jeloljiik. Az, hogy polinomrol, vagy polinomfiiggvényrdsl van
sz0, mindig a szovegkornyezetbdl deriil ki. Polinomfiiggvény esetén
az x-et altaldban valtozénak nevezziik (nem pedig hatarozatlannak,
mint a polinomoknal).

Megjegyzés. Nagyon fontos a polinom és a polinomfiiggvény fogal-
manak elkiilonitése, megkiilonboztetése. Erre a kovetkezs példak is
ramutatnak.

Példak.

1. Ha F véges test, mondjuk |F| = ¢, akkor az F' — F' leképezések
szama ¢¢, mig az F' folotti polinomok szama végtelen.

2. Tekintsiik az f = 23 és a g = v Zs test f6l6tti polinomokat. Ekkor

fr008=0,1-18B=1 2—2=2
azaz ugyanugy az identikus fiiggvény, mint a g polinomhoz tartozé. Ez

azt (is) mutatja, hogy kiilénb6z6 polinomok ugyanazt a polinomfiigg-
vényt hatarozhatjak meg.

6.2. Definici6. Azt mondjuk, hogy az a € F elem gyoke (zérohelye)

az f € F[z] polinomnak, ha f(a) = 0.

6.1. Tétel. (Bezout tétele) Barmely f € F[x] és a € F esetén
fla)=0 & x —alf.

6.2. Kovetkezmény. Tetszdleges f,g € Flx| esetén e két polinom
kozis gyokei éppen a legnagyobb kizos osztojuk, In.k.o.(f, g) gydkei.

6.3. Kovetkezmény. Ha aq,...,a; € F pdronkint kiilonbozd elemek,
akkor

fla)=...= f(ar) =0 =3 (x—ay)...(x —ap)|f

6.3. Definici6. Azt mondjuk, hogy az f € F|x| polinomnak az o € F
elem k-szoros gyoke, ha (v —a)*|f, de (x — )1} f. Ak szdamot az
a gyok multiplicitasanak nevezziik.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy nem zartuk ki a k = 0 esetet. Vala-
mely a pontosan akkor 0-szoros gydk, ha nem gyok.

6.4. Kovetkezmény. Ha az f € Flx]| (nemzérd) polinom fokszdma n,
akkor legfoljebb n kiilonbozd gyoke van F'-ben.
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Megjegyzés. A polinom és a zérohely fogalmét egységelemes gytrt
folott is bevezethetjiik, de akkor nem érvényes mar az el6bbi kovetkez-
mény. Példaul, a Z, gytri f616tti 22 — 1 polinomnak 4 gyoke is van
az alapgytriiben.

6.5. Kévetkezmény. Ha az f, g € Fx] polinomok legfoljebb n-edfokiak,
és n+ 1 helyen ugyanaz a helyettesitési értékiik, akkor f = g.

6.6. Kovetkezmény. Ha az F test végtelen, akkor két F' folotti poli-
nom akkor és csak akkor eqyenld, ha a hozzdjuk tartozo polinomfiigg-
vények megegyeznek.

Megjegyzés. Ha az I test véges, akkor kénnyen talalhatok olyan
kiilonb6z6 polinomok F' f6lott, amelyek ugyanazt a polinomfiiggvényt
hatarozzék meg. Példaul, ha |F| = p prim, akkor ilyenek az zP és az x
polinomok.

6.7. Tétel. (Lagrange-interpoldcid) Tetszdleges, pdronként kilonbozd
Cly- -y Cay1 €5 tetszdleges dy, ..., dny1 (nem foltétlendl kiilonbozd) F -
beli elemekhez pontosan egy olyan f € F[x] legfiljebb n-edfoki polinom
létezik, amelyre f(c;) = d; minden i € {1,2,... ,n+ 1}-re.

6.4. Definicié. Az eldbbi tételbeli f polinomot Lagrange-féle inter-
polaciés polinomnak nevezziik.

Megjegyzés. ElGfordulhat, hogy az n+ 1 pontra illeszkeds Lagrange-
polinom fokszédma kisebbnek addédik n-nél. Pontosan n-edfoku poli-
nom létezése nem garantalhaté. Ha azonban semmit sem kotiink ki
a fokszamra, akkor elvész az unicitds. Ugyanis tetszéleges g € F[z]
polinomra az

f+@—c)...(x—cu1)g
polinomra is teljesiil a helyettesitési értékre vonatkozo foltétel.
Példa. Meghatéarozzuk azt a legalacsonyabb fokszami valos egyiittha-
tos f polinomot, amelyre f(0) =1, f(1) =2, f(2) =4, f(3) =8. A
szamolas menete a kdvetkezd.
(1) Meghatarozunk 4 polinomot a kévetkez6képp:

O =(x—1)(z—2)(x—3) ®,(0) =—6

Oy = z(z — 2)(x — 3) Dy(1)

O3 =x(z —1)(z — 3) D3(2) = -2

Oy =z(x—1)(z—2) (3)

D, D, O Dy

=1 - — +2. 24 4. = 2

/ —6+ 2+ —2+8 6
:1X3+§X—|—1

6 6
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6.1. Irreducibilis polinomok, gyoktényezss alak.

6.5. Definicié. A p € Fz] polinom irreducibilis (az F|z] polinom-
gytriiben, ill. irreducibilis F' f6l6tt), ha legalabb elsdéfoki és csak
trividlis modon bonthato fol F' folotti polinomok szorzatdra, azaz ha va-
lamely f,g € F[z] polinomokra p = fg, akkor f ~ p, vagy g ~ p.
(Ekkor nyilvin g ~ 1, vagy f ~ 1.) Formdlisan:

Vf,g€ Flz]:p=fg = (f ~pvagy g~ p).

6.8. Allitas. Egy legaldbb elséfoki p € Flx] polinom akkor és csak
akkor irreducibilis F' félott, hs nem bonthato fél deg p-nél alacsonyabb
foki, Fx]-beli polinomok szorzatdra.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az irreducibilitas fogalmanal 1énye-
ges, hogy mely test folott tekintjiik a polinomot. Hiszen az 2% — 2
polinom @Q f6l6tt irreducibilis, de pl. R f6l6tt mar nem.

6.6. Definicio. A p € Flx] polinom prim, ha legaldbb elséfoku, és
valahanyszor osztoja eqy szorzatnak, mindannyiszor osztdja a szorzat
valamelyik tényezdjének.

Megjegyzés. Az el6bb definialt fogalomra gyakran tgy hivatkozunk,
mint primtulajdonsag.

6.9. Tétel. Test folotti polinomgyiirikben az irreducibilitds és a prim-
tulajdonsdg ekvivalens, azaz eqy test folétti polinom pontosan akkor
prim, ha irreducibilis.

Bizonyitas. Legyen ap € Fz| polinom prim. Ha léteznek olyan f, g €
F[z] polinomok, hogy p = fg, akkor valamely tényezének osztoja a p.
Ha p|f, akkor egyrészt degp < deg f, méasrészt a degp = deg f + degyg
egyenlGséghdl deg f < degp. A két egyenlGtlenség maga utan vonja,
hogy deg g = 0, azaz g € F, vagyis f,p asszocialtak.

Megforditva, ha legyen most p irreducibilis és p|fg valamely f,g €
F[z] polinomra. Ha p osztdja valamelyik tényezonek, akkor készen va-
gunk, igy foltehetd, hogy pJ f. Ekkor In.k.o.(p, f) ~ 1, ezért léteznek
olyan u,v € F[z] polinomok, hogy pu + fv = 1. Ezt g-vel szorozva

kapjuk, hogy p|g.

6.10. Tétel. Minden legalabb elsdfoku F folotti polinom félbonthato
irreducibilis polinomok szorzatdra. A folbontds a tényezdk sorrendjétdl,
és asszocidltsagtol eltekintve egyértelmiien meghatdrozott.

Megjegyzés. Az el6bbi tételben szerepld egyértelmiiségi kovetelmény
azt jelenti, hogy ha valamely f € F[z] polinomnak f =p;-...- p,, és
f=aq-... qmn egyarant irreducibilis folbontasa, akkor egyrészt n = m,
masrészt minden 1 < ¢ < n-hez van olyan 1 < j <m, hogy p; ~ g¢;.

Bizonyitas. Legyen f € F|x] legalabb els6fokt polinom. Ha deg f =
1, akkor készen vagyunk, és ugyanez a helyzet, ha f irreducibilis. Igy



32

foltehets egyrészt, hogy deg f > 2, és léteznek olyan gy, go € F[x] nem-
konstans polinomok, hogy f = ¢g1g9, és degg; < deg f. Ha valamelyik
tényezé nem irreducibilis, akkor azzal ugyanugy jarunk el, mint tet-
tikk az f polinommal. Az eljaras nem folytathaté6 minden hataron tul,
mert deg f € N. Az eljaras pontosan akkor all le, ha mindegyik tényezd
irreducibilis.

A folbontas egyértelmiisége abbol adodik, hogy az irreducibilis poli-
nomok primek.

6.11. Allitas. Az elséfoki polinomok barmely test folott irreducibilisek.

6.12. Tétel. Ha a legalabb mdsodfoki f € Flx| polinom irreducibilis,
akkor mincs gyoke F'-ben.

Megjegyzés. Az el6bbi tétel megforditasa nem igaz. Egy ellenpélda
az 2* + 1 € R[z] polinom.

6.13. Tétel. Legyen f € Flz| és 2 < deg f < 3. F pontosan akkor
wrreducibilis, ha nincs gyoke.

6.14. Tétel. Az Flx]/(f) maradékosztdaly-gyird pontosan akkor test,
ha az f polinom irreducibilis F félott.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy az F[z]/(f) maradékosztaly-gytri kom-
mutativ és egységelemes. Azt kell igazolni, hogy az Osszes nemzérd
elemeknek pontosan akkor van multiplikativ inverze, ha az f polinom
irreducibilis F'[z]-ben.

Vilagos, hogy F[z]/(f) elemei § = ¢ + (f) alakban irhatok, ahol
g € Flz] és g # 0 esetén deg g < deg f.

Ha az F[x]/(f) maradékosztaly-gytri test, akkor barmely g-hez, ha
g # 0, van olyan h € F[x]/(f), amelyre g-h = 1, azaz gh = 1 (mod f).
Ez utobbi maga utan vonja, hogy alkalmas b’ € F[z| polinomra gh +
fh' =1, amibdl In. k. o.(g, f)|1 kovetkezik. Ez pedig csak akkor allhat
fonn minden deg f-nél alacsonyabb fokt g polinomra, ha f irreducibilis.

Ha f irreducibilis polinom, akkor az elébbi gondolatmeneten vissza-
felé haladva: barmely deg f-nél alacsonyabb foku g € Flz| polinom-
ra megoldhatd a gu + fv = 1 egyenlet. Ha u egy egymegoldas, ak-
kor gu = 1 (mod f), azaz u a g inverze az F[z]/(f) gytriiben, azaz
barmely § # 0 elemnek van multiplikativ inverze, s igy az Fz]/(f)
maradékosztaly-gytiri test.

6.2. Irreducibilis polinomok a R és C testek folott. Gyokté-
nyezé6s alak, Viéte formulak.

6.15. Tétel. (a klasszikus algebra alaptétele) Minden legaldbb el-
séfoku komplex eqgyiitthatds polinomnak van gyoke a komplex szdamok
testében.
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6.16. Kovetkezmény. A komplex szamok teste folott pontosan az el-
sdfoku polinomok irreducibilisek, igy minden komplex egyiitthatos leg-
aldabb elsdfoki polinom elséfoki polinomok szorzatdra bonthato. Ha
f=a"+ ...+ ax+a € Clz], a, # 0, akkor léteznek olyan
(nem foltétleniil kilonbozd) a, ..., a, € C komplex szamok, hogy f =
an(x —aq)...(x —ay).

Megjegyzés. Az utobbi alakot az f polinom gyoktényezds alakja-

nak nevezziik.

6.17. Kévetkezmény. Bdarmely f,g € Clz| esetén f|g pontosan akkor
teljestil, ha f minden gydke egyittal gydke g-nek is, mégpedig legaldbb
akkora multiplicitdssal, mint f-nek.

6.18. Tétel. Legyenek az f = 2™ + ap_ 12" ' + ... + a17 + ag € Clz]
n-edfoki fépolinom komplex gydkei (mindegyiket annyiszor foltintetve,
ahdnyszoros gyik) oy, ..., . Ekkor érvényesek az aldbbi eqyenldségek.

—Qp_1 =01+ ...+ a,
Ap—o = 010y + g+ ...+ ap_10,

—Up_3 = QX103 + 10y + ... + Qp_oQy 100,

n—1
(=1)" gy =g 0y Qi - a0t
R 716 7 I ¢ Y o Y
n
(—1) apg = 1 ... Qp_104.

Megjegyzés. A fonti egyenldségeket Viete-formulaknak /képleteknek
nevezziik. A k-adik sor bal oldaldn (—1)*a,_; 4ll, mig a jobb oldalén

az au, ..., q, betikbdl allo Osszes k-tényezls szorzat Osszege, azaz egy
(Z) -tagu Osszeg. Formaélisan:

k _
(=) *an_ = E Qip - Qg oo QG
1<i1 <ig<...<ixg<n

6.19. Tétel. Legyen f € Rlz]|. Valamely a € C pontosan akkor gydke
f-nek, ha konjugdltja is gyok. o és & multiplicitdsa megegyezik.

6.20. Kovetkezmény. Fqgy valos egyiitthatos polinom pontosan akkor
irreducibilis a valds szamok teste folott, ha elsdfoki, vagy olyan mdsod-
foku polinom, amelynek nincs valos gyoke. Tehdt az R félott irreduci-
bilis polinomok a kovetkezdk:

ear+b(a,beR, a#0);

e ar? +br+c (a,b,ceR, a#0, V> —ac<0).
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6.3. Irreducibilis polinomok Q folott.

6.7. Definici6. Az a,a™ + ... 4+ a1z + ag € Z[x] polinomot primitiv
polinomnak nevezzik, ha In.k.o.(ayg,...,a,) = 1.

6.21. Allitas. Minden raciondlis eqyiitthatds polinom félbonthatd eqy
raciondlis szdm €s eqy primitiv polinom szorzatdra, formdlisan:

VfeQz] Ire Q 3f* € Zlz): f =rf" ahol f* primitiv polinom.

Megjegyzés. Mivel az elébbi allitasban szerepld polinomokra f ~
1%, a Q[z] polinomgytirtiben mindig lehet — asszocialtsag erejéig —
primitiv polinomokkal szdmolni.

6.22. Tétel. (Gauss lemma) Primitiv polinomok szorzata primitiv
polinom.

6.23. Tétel. Ha egy legaldbb elsdfoki egész egyiitthatos polinom nem
bonthato fol ndla alacsonyabb fokszami egész egyiitthatos polinomok
szorzatdra, akkor Q folétt sem, és megforditva. Formdlisan megfogal-
mazva: ha f € Zlz|, degf = n > 1, akkor a kovetkezd két dllitds
ekvivalens.

(1) 3g,h € Z[x]: f = gh és 0 < degg,degh < n;

(2) 3g,h € Q[x]: f = gh és0 < degg,degh < n.

6.8. Definicié. Azt mondjuk, hogy a p primszam pontos osztdja az
a egész szamnak, ha pla, de p* | a. Jeldlése: plla.

6.24. Tétel. (Schonemann-Eisenstein-féle irreducibilitasi kri-
térium) Legyen [ = ap,2™ +ap_ 12" ' + ...+ ayx +ag € Z[zx]. Ha léte-
zik olyanp primszdm, hogy p| a,, pla; minden 1 <i #mn — 1, és p||ao,
akkor f irreducibilis a raciondlis szamok teste folott.

Bizonyitas. A tegyiik fol, hogy a tételbeli p primszam létezik, de
az f polinom reducibilis, azaz léteznek olyan nemkonstans g, h € Z[z]
polinomok, hogy f = gh.

Tekintsiik az egész problémét a Z, test folott, f = gh. Mivel p/a,,
de az f tobbi egyiitthatdjanak osztoja a p prim, ovf = @,z". Vilagos,
hogy f minden osztoja sz™ alaku, ahol s € Ly €s 0 < m < n egész.
Ezért

g=uz® é h=uva, valamely w,v € Z,-re.
Mivel Z, test, igy zérusosztomentes, tehat degg + degh =k+1=n.
Azonban
k=degg <degg, [=degh <degh.

A foltételezett folbontés miatt 0 < k, 1 < n. Mindebbdl az adodik, hogy
7, h konstans tagja 0, ami maga utan vonja, hogy ¢, h konstans tagja
is 0. Igy mindketts oszthato a p primszammal, tehtat az f konstans
tagja, amely az iménti polinomok konstans tagjainak szorzata, oszthato
p?-tel, ami ellentmond a tétel foltételeinek, nevezetesen, hogy p? | ao.
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Megjegyzés. Az el6bbi tétel megforditasa nem igaz! Abbodl, hogy
nem létezik a tételbeli foltételnek megfelels primszéam, nem kévetkezik
a polinom reducibilitasa.

6.25. Kovetkezmény. Minden n > 1-re létezik Q folott irreducibilis
n-edfoki polinom.

6.26. Tétel. (Rolle-tétele) Legyen f = a,a"+a, 12" '+. . .+a1z+ag
eqy tetszdleges egész egyiitthatds polinom. Ha létezik olyan § raciondlis
szam, amelyre p,q € Z, In.k.o.(p,q) =0, akkor

f (Z—j) =0 = qlan és plao.
q

Specidlisan, az egész egyiitthatds fopolinomok minden raciondlis gyoke
€gész szam.

Bizonyitas. Legyen p,q € Z, In.k.o.(p,q) ~ 1 és f <§> =0. Az

utobbi egyenlGséget ¢"-nel szorozva adodik az allitas.

6.27. Kovetkezmény. Az elébbi tétel foltételei mellett, ha f(%) =0,
akkor tetszdleges m € Z-re p — mq|f(m). Specidlisan: p — q|f(1) és
p+alf(=1).

Bizonyitas. Legyen m € Z, p,q mint az elébb, és irjuk {6l az f
polinomot x — m hatvéanyai szerint. Ekkor

f=ap(x—m)"+co1(x—m)" 4+ .. +c(z—m)+ e,

ahol Cn—-1y-..,C1,Co = f(m) e 7.
Helyettesitsiink be x = g—t, majd a kapott egyenlGséget szorozzuk
meg ¢"-nel:

0—f<]—?> —an(]—?—m)n—l—cn_l (E—m>+...+01 (]—)—m)—i-co
q q q q

0=an(p—qm)" +co1(p—qm)" qg+...+ci(p— qm)g" " + coq™.

A maésodik egyenlgségbdl kovetkezik, hogy p — mgq|c,q", de
In. k. 0.(p — mq,q") ~In.k.o.(p — mq,q) ~In.k.o.(p,q) ~ 1, igy
p — mq|co = f(m). Az allitas tobbi része ezek utan nyilvanvalo.

6.4. Derivalt, tobbszoros gyokok

6.9. Definici6. Az f = a,2"+a, 12" ' +.. . +a1x+ag € C[x] polinom
derivaltjan az na,z" ' + (n — 1)a, 12" % + ... + 2a2x + a; € Clz]
polinomot értjiik.

Jelblés. Az f polinom derivaltjat f’, mig a masodik,..., k-adik deri-
valtjat 7, ... f®) jelsli.
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6.28. Tétel. Tetszileges f,g € Clx] polinomokra és k € N egészre
érvényesek az aldbbi egyenldségek:

(1) (f+9) = f"+gs @) (f9) = [9+fd.  B) (" =k/*T
6.29. Tétel. Ha k > 1 egész, és az o € C k-szoros gyoke az f poli-

nomnak, akkor o f'-nek k — 1-szeres gyoke. (Ha k = 1, akkor a nem
gyoke f'-nek.)

Bizonyitas. Ha o k-szoros gydke f-nek, akkor f = (z — a)*g, ahol
g(a) # 0. Ekkor f' = k(z — a)* g+ (x — a)*¢/, ami mar maga utan
vonja az allitast.

Megjegyzés. E tétel megforditdsa nem igaz. Abbol, hogy f'(8) = 0,
altalaban nem kovetkezik, hogy f(5) = 0.

6.30. Kovetkezmény. Legyen f € Clz], a € C, és f(a) = 0. Az
a legkisebb k € N kitevs, amelyre f*)(a) # 0, éppen az o gyok mul-
tiplicitasa. Mdsképpen mondva, o pontosan akkor k-szoros gydke az f

polinomnak, ha f(a) = f'(a) = ... = f&V(a) =0, de f®(a) #£ 0.

6.31. Kovetkezmény. Az o komplex szam ponosan akkor tébbszoris
gyoke az f polinmnak, ha gydke az In.k.o.(f, f') polinomnak.

6.32. Kovetkezmény. Bdrmely legaldbb elséfoki f polinomnak és az
m polinomnak ugyanazok a gydkei, csak az utobbi polinom min-

den gyoke egyszeres.

6.10. Definicié. Legyen F' tetszdleges test. Az olyan K C F rész-
halmazokat, amelyek szintén testet alkotnak az F' test miveleteivel —
mdsképpen mondva K zdrt az F-beli miveletekre — F' résztesteinek
nevezziik. A komplex szdmok testének résztesteit szamtesteknek ne-
vezzik.

6.33. Kovetkezmény. Ha T egy szdmtest és az f € T|x] polinom
wrreducibilis T'-folott, akkor f minden komplex gyoke egyszeres.

Horner modszer

Ha egy f = ap2™ + ap_ 12" ' + ... + @12 + ag € F[z] n-edfoki poli-
nom helyettesitési értékét akarjuk kiszamitani valamely ¢ € F' helyen
és mechanikusan elvégezziik a helyettesitéseket, akkor 2n — 1 szorzést
és n Osszeadast kell elvégezniink. Ez nagy n-re elég hosszadalmas. Van
azonban gyorsabb, kevesebb mitveletet igényls eljaras is, amely egysze-
riien a szorzas Osszeadasra vonatkozo disztributivitdsan alapul. Ehhez
irjuk fel f(c)-t a kovetkezs alakban:

fle)=((-(((an-ct+an_1) ct+an2) ct+ay3)...+az)-c+a)-c+ayp.

Ezt az alakot Horner-elrendezésnek nevezziik. Ebben balrol jobb-
ra haladva elvégezve a miiveleteket a kovetkezs részeredmény (egy zaro-
jelben levs kifejezés) mindig ugy adodik, hogy az el6z6t megszorozzuk
c-vel, és hozzdadjuk az f soronkévetkezs egytitthatojat.

A szamolast kényelmesebb a kévetkezs tablazat segitségével végezni:
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a, An—1 [ ) | ag

clay | ay-C+ap_q|--- & &-C—G—Q f(c)

Alkalmazzuk most az el6bbi Horner-moédszert az f = a,z2" + -+ +
a1z + a9 € Flz] polinomra és a ¢ € F elemre, majd egészitsiik ki a
tablazatot egy tjabb, az el6z6nél eggyel rovidebb sorral a fentebb leirt
szamolasi szabalyt

kovetve. Folytassuk tjabb, egyre révidebb sorokkal, mig végiil egy
héromszog alaku tablazatot kapunk.

tn | Gy [+ a1 | ag |
c do
c L d
C dn—l
cl|l d,

A tablazat jobb szélén atlosan elhelyezkedd elemek — dy, dq, ..., d,
— megadjak annak a polinomnak az egyiitthatoit, amelyet f-bdl az
x — ¢ hatarozatlanra valoé attéréssel kapunk:

"+ ...+ +ag=d,(x—c)" +...+d (x — )+ dp.

Kiolvashato a tablazatbol az is, hogy ¢ hanyszoros gyoke f-nek: a
¢ gyok multiplicitdsa nem mas, mint a legkisebb k, amelyre dj # 0
(megengedve a k = 0 esetet is).

Az iménti eljarast iteralt Horner-modszernek nevezziik.
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7. BEVEZETES AZ ABSZTRAKT ALGEBRABA 2. CSOPORTOK.

Megjegyzés. E fejezetben — a téma fontossiga és nehézsége miatt
— néhany olyan definiciét és tételt megismétliink, amelyek mar szere-
peltek a Diszkrét matematika kurzuson.

7.1. Definicio.

(1) Az egyetlen kétvdltozds mivelettel rendelkezd algebrdt grupoid-
nak nevezziik. Tehdt az (A,x) algebra grupoid, ha A nemdres
halmaz, * pedig eqy kétvdltozos mivelet A-n, azaz x: A% — A.

(2) Ha egy grupoid mivelete asszociativ, akkor félcsoportnak ne-

vezzik.
(3) Ha egy (A,x) félcsoportban van egységelem — azaz van olyan
e € A elem, hogy minden a € A-ra exa = a*xe = a — akkor

monoidnak nevezzik.

(4) Ha egy monoidban minden elemnek van inverze, akkor csoport-
nak nevezzik. tehdt, az (A,*) monoid — egységelemét e jeloli
— pontosan akkor csoport, ha

Vaoc Adbe A: axb=bx*xa=c.

(5) Ha egy csoport mivelete kommutativ, akkor Abel-csoportnak
nevezzik.

Jel6lés. Grupoidok miiveletét altalaban - (multiplikativ irasmod),
vagy + (additiv irasmod) fogja jeldlni (az el6bbit gyakran ki sem irjuk),
kivéve ha a koriilmények mast indokolnak (pl. halmazok egyesitése,
stb). Az egységelemet multiplikativ irasmod esetén 1, additiv irasmod
esetén 0 fogja jelolni. Valamely a elem inverzére az a™*, ill —a jelolést
alkalmazzuk.

7.1. Allitas. Egy grupoidban legfoljebb eqy eqységelem lehet, és eqy
monoidban eqy elemnek legfoljebb eqy inverze van.

Bizonyitas. Legyen A grupoid és e,/ € A egységelemek. FEkkor
e = e¢/ = €. Tekintsiik az M monoidot, és tegyiik fol, hogy az a € M
elemnek o', a” € M egyarant inverze. Ekkor

a =dl1=d(ad") = (da)d" =1d" = d".

Megjegyzés. Ha egy grupoid miivelete nem asszociativ, akkor egy
elemnek tobb inverze is lehet.

7.2. Definicid. Legyen A = (A, x*) grupoid, és B C A. Azt mondjuk,
hogy a B halmaz zart a * miveletre, ha barmely b;,bo € B elemre
byxby € B. Ha B # 0, és zdrt a x miveletre, akkor B grupoidot alkot a
x mduvelettel (pontosabban annak megszoritdsdval). Az ilyen B = (B, x)
grupoidot A grupoid részgrupoidjanak nevezzik. Jelolése B < A.

7.3. Definicio. Ha (G, ") csoport és 0 # H C G, és (H,-) részgrupoid
maga is csoport, akkor azt mondjuk, hogy (H,-) részcsoportja a (G, -)
csoportnak.
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7.4. Definicié. Legyen x egy mivelet a nemiires A halmazon. Azt
mondjuk, hogy a *x mivelet

e invertalhato, ha barmely a,b € A-ra azaxx =0 és azxxa =
b egyenletek megoldhatdk, azaz léteznek olyan (esetleg tobb is)
olyan c¢,d € A elemek, hogy axc =0, ill. dxa =b;

e kancellativ (vagy egyszertsitéses), ha birmely a,b € A-ra
az axx = b és az v x a = b egyenleteknek legfoljebb eqy-eqy
megolddasuk van.

Megjegyzés. A kancellativitas kritériuma a kovetkezképp is megfo-
galmazhato (ez indokolja az egyszertisitéses elnevezést):

Va,u,v € A: (axu=axv = u=0)¢é (uxa=v*xa = u="0).

7.2. Tétel. Csoport miwvelete mindig invertalhato és kancellativ, és
megforditava, minden invertdlhato és kancellativ miveletid félcsoport
csoport.

Megjegyzés. E tétel 6nalldo bizonyitasa révén az olvasé ellenérizheti,
hogy megértette-e az el6bb definialt fogalmakat. Ezért annak elvégzé-
sét javasoljuk.

Bizonyitas. Kizarolag kényelmi okokbdl irjuk ide a bizonyitast. Ja-
vasoljuk, hogy az olvaso vegye komolyan az el6bbi megjegyzésiinket.

Az allitas els6 fele nyilvanvald. A masodik allitdsnal azonban vala-
mivel tobb is igaz, nevezetesen az invertalhato és asszociativ miiveletek
kancellativok is.

Legyen S invertalhatoé mtveleti félcsoport. ElGszor az egységelem
létét igazoljuk. Legyen a,b € S tetszGleges elem, és az axr = a egyen-
let egy megoldésat jelolje e,. A b = ya egyenlet is megoldhato, egy
megoldasat jelolje ¢ € S. Ekkor

be, = (ca)e, = c(ae,) = ca = b,

azaz e, jobboldali egységelem S-ben, jelolje e. Hasonléan mutathato
meg, hogy van S-ben baloldali egységelem is: f. Lévén e = fe = f,
kapjuk, hogy S egységelemes félcsoport.

Az ax = e, ya = e egyenletek megoldasait jelolje rendre o', a”. Ekkor

a//:a//e:a//(aa/) _ (a"a)a':ea':a’,

ami az a elem inverzésnek létét igazolja.
Osszegezve: ha a félcsoportunk miivelete invertalhato, akkor az cso-
port. Ebbd&l mér trividlisan adodik, hogy a mtvelete kancellativ is.

7.3. Allitas. Véges alaphalmaz esetén az invertdlhatésdg és a kancel-
lativitds ekvivalens tulajdonsdgok.

7.5. Definicid. Legyen (A, x*) és (B, o) két csoport (akdr csak grupoid).
Azt mondjuk, hogy a p: A — B leképezés izomorfizmusa A-nak B-
be, ha bijektiv és folcserélhetd a miveletekkel (megdrzi a miveleteket),
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azaz
Vai,as € A: (ag * az)p = a1 o asep.

Ha létezik A — B izomorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy A és B
izomorfak, jelolése A = B.

Példak.

(1) Tetszoleges gytirt Abel-csoportot alkot az az dsszeadas miiveletével.
tetszGleges egységelemes gytiri egységei csoportot alkotnak a szorzas-
sal.

(2) Tetszoleges F' test f6lotti n x n-es méatrixok gytrijének egység-
csoportja az F' folotti n dimenzidés altalanos linearis csoport,
jelolese: GL,(F'). E csoportban az 1 determinanst méatrixok részcso-

portot alkotnak, ezt specialis linearis csoportnak nevezziik, jeldlése:
SL,(F):

GL,(F) = {A € F™™; det(A) # 0},
SL.(F) = {A € F"™": det(A) = 1}.

(3) Az dsszes komplex egységgyokok csoportot alkotnak a szorzéas miive-
letével, ezen beliil az n-edik egységgyokok barmely rogzitett n-re rész-
csoportot alkotnak. Ha U, jeloli az n-edik egységgyokok csoportjat,
akkor (U, -) = (Zn, +).

(4) Tetszoleges A # () halmaz sszes transzformacioi T4 halmaza mono-
idot alkot a leképezésszorzassal, amelyben a bijektiv transzformaciok,
a permutaciok, csoportot alkotnak. Ez utébbit az A halmaz folotti
szimmetrikus csoportnak nevezziik. Jelolése: Sy4. Ha |A| = n, ak-
kor hasznéljuk az S,, jelolést is.

(5) Az Sy csoportban a V' = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} rész
csoportot Klein-féle csoportnak nevezziik.

(6) A sik Osszes egybevagosagi transzformécioi csoportot alkotnak a
leképezésszorzassal, egy adott stkidomot onmagaba vivs egybevagosagi
transzforméaciok alkotta részcsoportot az adott alakzat szimmetria-
csoportjanak nevezziik.

7.6. Definicid. A szabdlyos n-szog szimmetriacsoportjdat n-edfokua di-
édercsoportnak nevezziik. Jelolése D,,.

7.4. Tétel. A D,, csoportnak 2n szimi eleme van:
D, ={id,a,a? ...,a" ' 1, a7, o?r,... " 1),

ahol o a szabdlyos sokszdg kozéppontja korili 27” szoggel valo elforgatdst
geloli, mi T valamely szimmetria-tengelyére valo tikrozést.

Megjegyzés. Vilagos, hogy az of-k a kozéppont koriili 2’“7” szogld

forgatésok (0 < k < n—1), mig az o transzformaciok pedig tengelyes
tiikrézések (két ,szomszédos” szimmetriatengely ugyanis © szoget zar

be egymassal. Tovabba fonnall a 7o = o~ 17 dsszefiiggeés is.
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7.1. Permutaciécsoportok

7.7. Definicio. Legyen A # () tetszéleges halmaz. Az Sa szimmetrikus
csoport részesoportjait A folotti permutaciécsoportoknak nevez-
ziik.

7.8. Definicio. Az A = {1,2,...,n} halmaz dsszes permutdcioi alkotta
csoportok n-edfokt szimmetrikus csoportnak nevezzik, és S, -nel
jeldolyiik.

7.9. Definicié. Azt mondjuk, hogy a m € S, permutdcio mozgatja

az a € A elemet, ha at # a. A 7 permutdcio dltal mozgatott elemek
halmazdat M, fogja jelélna.

7.10. Definicid. Legyenek ay,...,ax € {1,2,...,n} pdronként kilon-
bozd elemek, valamint © € S, az a permutdcio, amelyre

a1m = ag, AT = Aasg,...,q_ 1T = A, AT = a7,
és br=bVb¢ {a,...,ax}.

Ezen m permutdcidt réviden m = (aias . . . ay)-val jeloljik, és ciklikus
permutacionak, vagy roviden ciklusnak nevezzik. E ciklus hossza
k.

7.11. Definicié. Két permutdcio — o, € S,, — idegen, ha mozga-
tott elemeik halmaza diszjunkt, azaz My N Mg = 0.

A kovetkezo négy tétel és allitas bizonyitasa megtalalhatd Klasszikus
és lineéris algebra c. jegyzetemben (Polygon Jegyzettar, 1999.).

7.5. Tétel. Ha a m,p € S permutdciok idegenek, akkor a szorzdsndl
folcserélhetdk, azaz wo = or.

7.6. Tétel. Minden S,-beli permutdcio elddll pdaronként idegen cikl-
kusok szorzataként. Ezen elddllitds a ciklusok sorrendjétdl eltekintve
eqyértelm.

7.12. Definicio. Az (ij) alaki, azaz a 2 hosszisdgu ciklusokat transz-
pozicidknak nevezzik.

7.7. Tétel. Minden permutdcio elddllithato transzpoziciok szorzata-
ként, azaz az S, csoportot generdljdk a transzpoziciok.

7.8. Tétel. Eqgy S, -beli permutdcio tobbféleképp is elddllithato transz-
poziciok szorzataként, de a tényezdk szdmdnak paritisa egyértelmien
meghatdrozott.

7.13. Definici6. Azt mondjuk, hogy a ™ € S,, permutdcio paros per-
mutacid, ha pdros sok transzpozicio szorzatdra bonthato. Ellenkezd
esetetben m paratlan permutacio.

7.9. Allitas. A pdros hosszisdgi ciklusok pdratlan-, mig a pdratlan
hosszisdgu ciklusok pdros permutdciok.
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7.14. Definicié. Az S, csoport imént definidlt részcsoportjat n-edfoka
alternal6 csoportnak nevezziik, és A, -nel jeloljiik.

7.10. Tétel. Az alterndlocsoportot generdljik a 3 hosszusdgu ciklusok,
azaz minden pdros permutdcio eldall 3 hosszisagi ciklusok szorzata-
ként.

7.2. Hatvanyozas, elemrend, ciklikus csoportok

Jelolés. Az elkovetkez6kben G mindig egy tetszéleges multiplikativ
csoportot jeldl, amelynek mtveletét a legtobbszor nem irjuk ki. A
korabban emlitettekkel 6sszhangban, a csoportok egységelemét 1, mig
valamely a elem inverzét a=! fogja jelolni.

7.15. Definici6. (egész kitevds hatvanyozds csoportban) Legyen a € G
ésn € N. Az a elem n-edig hatvinya az a™ = a - ...-a n tényezds
szorzat.  Tovdbbd legyen a™™ = a1 - ...-a"t, amely szintén eqy n

tényezds szorzat. Végiil, a® = 1.

7.11. Tétel. Legyen G csoport, a,b € G ésm,n € Z. Ekkor érvényesek
az alabbi egyenldségek.

(1) a™-a™ = a™™",

2) (@) =a™,

(3) ha ab = ba, akkor (ab)™ = a™ - b™.

7.16. Definicié. Az a € G elem rendje az a legkisebb n € N, amelyre
a™ = 1. Ha ilyen kitevd nem létezik, azaz az a elem eqyetlen termeé-
szetes szdm kitevds hatvdnya sem 1, akkor azt mondjuk, hogy a rendje
végtelen. Az a elem rendjét o(a) jeloli. A G csoport rendjén pedig
elemei szamadt értjik.

7.12. Allitas. Ha a € G véges rendi elem, mondjuk o(a) = n, akkor
barmely r,s € Z-re

(1) a"=1 <& nlrn

(2) a"=a* & r=s (modn),

(3) ola") = ey

Megjegyzés. A C* csoport (a nemzéré komplex szamok multiplikativ
csoportja) véges rendi elemei épp az egységgyokok. Ha valamely e €
C*-ra o(e) = n, akkor ¢ primitiv n-edik egységgyok.

Jelolés. Tetszoleges a € G-re legyen [a] = {a*: k € Z}, azaz [a] az a
elem Osszes egész kitevds hatvanyanak halmaza.

7.17. Definicié. Azt mondjuk, hogy G ciklikus csoport, ha G = [d]
valamely a € G-re.

7.13. Tétel. Legyen G eqy tetszdleges csoport és a € G. Ha o(a) = n,
akkor ([a],-) = (Z,,+), mig ha a rendje végtelen, akkor ([a], ) = (Z,+).
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7.14. Kovetkezmény. Egy csoport akkor és csak akkor ciklikus, ha
izomorf a 7, Zg, L3, Ly, . . . additiv csoportok valamelyikével.

7.15. Tétel. Ciklikus csoport minden részcsoportja ciklikus.

Bizonyitas. Egy csoport ciklikus volta legegyszertibben tgy bizonyit-
hato, hogy megadjuk generatorelemét. Ha G = [a] ciklikus csoport, és
H C G egy részesoport, akkor H nyilvan tartalmazza a-nak legalabb
egy pozitiv kitevss hatvanyat is (kivéve, ha H egyelemti, de akkor az
allitas trividlis). E hatvanykitevék kozott van legkisebb, moondjuk
k > 0. Ekkor H = [a"].

7.16. Allitas. Tetszileges n € N természetes szaimra az dszes n-edik
eqyséqqyokok a C* csoport eqy ciklikus részcsoportjat alkotjdk.

7.3. Részcsoport, generilas

7.17. Allitas. Legyen G csoport és H C G. H részcsoportja G-nek,
ha

(1) 1e H,

(2) Ya,be H = abe H;

38)YVae H = a'€H

7.18. Tétel. Részcsoportok metszete részcsoport: azaz ha (H;)ier a
G csoport részcsoportjai tetszéleges rendszere (azaz H;y < G: Vi € 1),
akkor (,e; Hi < G.

7.18. Definicid. Legyen G csoport, és B C G. A B halmaz dltal ge-
neralt részcsoport a legszikebb olyan részcsoport, amely tartalmazza
B részhalmazt. Jelélése: [B].

7.19. Allitas. Az elébbi definicid jeldléseivel:
Bl= () H
BCH<G
Megjegyzés. Az iires halmaz generatuma a csak az egységelemet

tartalmazo (igy a legsziikebb) részesoport: [(] = {1}

7.19. Definicié. Ha [B] = G a G csoport valamely B részhalmazdra,
akkor azt mondjuk, hogy B a G csoport (egy) generatorrendszere.

7.20. Allitas. Legyen G csoport. A B C G részhalmaz dltal generdlt
részcsoport azokbol az elemekbdl dll, amelyek megkaphatok B elemeibdl
a szorzds €s az inverzképzés véges szamu alkalmazdsdval:

[B] :{bil bik ke Ny, by,....,bp € B, €1,...,6 € {:l:l}}
7.21. Tétel. Legyen G csoport és H < G Tetszdleges a,b € G-re a

a~b < albe H relicio ekvivalenciareldcic G-n. Eqy a € G elem
ekvivalencia-osztilya aH = {ah: h € H}.
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7.20. Definicio. Az aH halmazt az a elem H szerinti bal oldali mel-
lékosztalyanak nevezziik.

7.22. Kovetkezmény. Fgy H < G részcsoport szerinti dsszes bal ol-
dali mellékosztalyai G-nek eqy osztalyozdsdt alkotjdk.

7.21. Definicié. A véges G csoport H részcsoportja szerinti bal oldali

mellékosztalyai szamdt H (bal oldali) indexének nevezzik. jelolése:
|G: H|

Megjegyzés. Ugyanugy, ahogy a bal oldali mellékosztalyokat defini-
altuk definialhatjuk a jobb oldali mellékosztalyokat, és természetesen
az indext is. Az allitasok is érvényesek a jobb oldali mellékosztalyokra
is. Ezért az elovetkez6kben egyszertien mellékoszalyokrol és indexrdél
beszéliink.

7.23. Tétel. (Lagrange-tétele) Tetszdleges G véges csoport és H <
G részcoportra |G| = |H| - |G: H|. Mdsképpen mondva, véges csoport
részcsoportjanak rendje osztoja a csoport rendjének.

Megjegyzés. Javasoljuk, hogy az olvas6 a megadott bizonyitas el-
olvaséasa el6tt kisérelje meg a tétel 6nélld igazolasat, figyelembe véve
a kovetkezoket: a tétel allitasa abbol adodik, hogy |H| = |aH| bar-
mely a € G-re, ugyanis a h — ah megfeleltetéssel definidlt H — aH
leképezés bijektiv.

Bizonyitas. Legyen G véges csoport és H < (G. Az 0Osszes kiillonbo-
z6, H szerinti baloldali mellékosztalyok G egy osztalyozasat alkotjak.
Mivel barmely a € G-re a € aH, ezen allitas igazolasara elegendd azt
megmutatni, hogy tetszéleges két mellékosztaly vagy diszjunkt, vagy
egybeesik.

Legyen a,b € G olyan, hogy aH NbH # (). Ha g € aH N bH, akkor
valamely hi, he € H-ra g = ahy = bhy. Ebb6l b = ahlhz_l kovetkezik,
azaz b € aH. Ez pedig maga utan vonja, hogy bH C aH. Mivel a
forditott iranyn tartalmazéas ugyanigy kaphato, allitasunkat igazoltuk.

Mivel G = |J(aH: a € GG), mar csak azt kell igaolni, hogy barmely
két H szerinti mellékosztalyban ugyanannyi elem van. Ez pedig ab-
bol adodik, hogy az ah — bh hozzarendelés egy aH — bH bijektiv
leképezést definiél.

7.24. Kovetkezmény. Legyen G egy n elemi csoport.
(1) Minden a € G-re o(a)|n.
(2) Minden a € G-re a™ = 1.

(3) Minden a € G-re a™' = a"!.

(4) Ha n primszam, akkor a G csoport ciklikus.

7.25. Tétel. A legfiljebb 7 elemt csoportok izomorfia erejéig a kdvet-
kezok:
{1}, Zy, 2<k<T7),V, Ss.
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8. TESTBOVITESEK.

A masodik fejezetben — az egyenletek megoldhatosagaval (gyokkép-
let létezésével) kapcesolatban — utaltunk arra, hogy a tobb évszazados
sikertelen probalkozasok utan a XIX. szazad elsé harmadaban a francia
E. Galois egy teljesen j megkozelitést vezetett be. A korabbi eréfeszi-
tések ,,gyokképlet” keresésére fokuszaltak, amelyek csak akkor lehettek
(volna) sikeresek, ha léteznek, de semmit sem adtak arra az esetre, ha
nem is léteznek e keresett képletek/eljarasok.

Galois 1j megkozelitése abbol allt, hogy kiindulva az egyenlet /polinom
egyiitthatoit tartalmazo legsziikebb testbdl, azt ,,gyokmennyiségek”; az
elemekre alkalmazott egész kitevis gyokvonasok eredményeivel bévitve
olyan testet konstruéljon, amely mar tartalmazza a gyokoket, méaskép-
pen mondva olyan testet kivant konstrualni ilymodon, amely folott a
polinom linearis tényezdk szorzatéra bonthato.

Ezen az uton az elsé 1épés bizonyos testbévitések konstrualasa. Most
csak egy ilyennel foglalkozunk, a toviabbhaladas egy masik kurzus fel-
adata.

8.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az L test a K test bévitése, ha
K C L. Ez esetben haszndlni fogjuk a L: K jeldlést.

8.1. Allitas. Ha L: K, akkor L vektortér K folitt.

8.2. Allitas. Ha (K;)ic; az L test résztestei, akkor () K; test.

iel
8.2. Definicié. Legyen L: K testbovités, és o € L. Az L test KU{a}-t
tartalmazo legszikebb résztestét (e halmaz dltal generdlt résztestét) a K
test a-val vald egyszerid bovitésének nevezzik, és K(«a)-val jeloljik.

Koénnyen igazolhato, hogy e test az L test 6sszes K U{«a}-t tartalmazo
résztestének metszete, azaz

K(@)=({L'CL:KCL, acl, L test}.
Egyszert szamolassal igazolhaté a kovetkezd tétel.
8.3. Tétel. Legyen L: K testbovités és o € L. Ekkor
K(a) ={f(a)/g(a): f,g € K[z], g(a) # 0}

Bizonyitas. Jelolje a tételbeli egyenlGség jobb oldalan all6 halmazt
T. Rutin szamolassal kapjuk, hogy T test, és o € T. Ebbsl K(«a)
minimaélis volta alapjan azonnal adodik, hogy K(a) C T

A forditott iranyu tartalmazas igazolasahoz tekintsiink egy f € K|z]
polinomot. Az f(a) elem a-bol és a K test elemeibdl Gsszeadassal,
kivonassal és szorzassal kaphato, igy f(a) € K(a). Lévén K(a) test,
barmely tovabbi g K f6l6tti polinomra, ha g(«) # 0, akkor f(«a)/g(a) €
K(a), azaz K(a) D T.
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8.3. Definicid. Legyen L: K egy testbovités. Azt mondjuk, hogy az
a € L elem algebrai K folott, ha van olyan f € K[x] nemkons-
tans polinom, hogy f(«) = 0. Ellenkezd esetnem « transzcendens K
folott.

8.4. Definici6. Azt mondjuk, hogy o € C algebrai szam, ha algebrai
elem a Q test folott. A tobbi komplex szamot transzcendens szam-
nak nevezziik.

Megjegyzések.

(1) Elészor Euler fogalmazta meg azt a sejtést, hogy ,bizonyos sza-
mok meghaladjak sz algebrai modszerek erejét”. Ezekre vezette be a
transzcendens szam fogalmat. Ugy vélte, hogy az e, 7 konstansok, to-
vabbé az exponencidlis és a trigonometrikus fiiggvények legtobb értéke
transzcendens. Bizonyitani azonban csak azt tudta, hogy az e irracio-
nalis szam. Egyik tanitvanya, Lambert, ugyanezt mutatta meg a mw-rél
még a XVIII. szazadban.

(2) Az els6 transzcendens szamot Liouville konstrualta meg, és 1844-
ben publikilta:

8.4. Tétel. Az

1
a = § o7 = 0, 110001000000000000000001 . . .
k=1

szdm transzcendens.

(3) Az 5. fejezetben még néhény tényt ismertettiink a transzcendens
szamokkal kapcsolatban.

Példak.

(1) A m, az e és a 2V2 szamok transzcendensek.

(2) Nem ismeretes, hogy 7 + e milyen szam, de a 7 + ie komplex szam
transzcendens volta egyszertien kaphato.

(3) Egy K test minden elemei algebrai K folott.

8.5. Tétel. Legyen L: K testbovités és a € L algebrai K folott. Pon-
tosan eqy olyan f € K|x| fépolinom létezik, amelyre f(a) = 0 és ha
valamely nemzéré g € K|x] polinomra g(a) = 0, akkor fl|g. Ezen f
polinom irreducibilis K folott.

Bizonyitas. Azon K folotti legalabb elsgfokt polinomok J halmaza,
amelyeknek o gyoke nem iires, igy van kozottiilk minimaélis fokszamu
f6polinom. Jeloljon egy ilyet f. Rutin szamolassal (maradékos osz-
tas) kaphato, hogy tetszéleges g € J-re f|g, valamint az is hogy f
irreducibilis.

8.5. Definicié. Az eldbbi tételbeli f polinomot az o elem minimalpo-
linomjanak nevezziik. Azt mondjuk, hogy L: K egyszerti algebrai
bévités, ha van olyan o € L elem, hogy K(a) = L.
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8.6. Allitas. Legyen L: K testbovités, o € L algebrai elem K folitt,
minimdlpolinomjdt jelolje m, degm = n. Tetszdleges f € Klz| poli-
nomra f(a) folirhatd, mint « legfoljebb n — 1-edfoki polinomja.

Bizonyitas. Ha r jeloli az f és m-en végzett euklideszi osztas mara-
dékat, akkor az f(«a) = r(«) egyenlgségbdl adodik allitasunk.

Megvizsgaljuk, hogy K(«) minden eleme folirhato-e az e az elgbbi
modon. Ehhez azt nézziikk meg, hogy egy g(«) # 0 elem inverze irhato-
e, mint « legféljebb n — 1-edfokt polinomja. Ha igen akkor van olyan
q € Klz] polinom, hogy 1/g(a) = ¢q(«), azaz g(a)q(a)—1 = 0. Ez pedig
azt jelenti, hogy a gyoke a gg—1 K f6lotti polinomnak. Mivel az o elem
minimalpolinomja m, ezért alkalmas p € K[z] polinomra teljesiilnie
kellene a gg — 1 = pm egyenlGségnek, vagyis K[z]-ben megoldhato a

99 —mp =1
egyenlet.

Tudjuk, hogy ez akkor teljesiil, ha In. k. 0.(g, m) ~ 1. Ha h jeldli a két
polinom legnagyobb kozos oszto6i koziil a f6polinomot (ilyen pontosan
egy van!), akkor hlm Mivel m irreducibilis f6polinom, ezért h = m,
vagy h = 1. Az els§ eset lehetetlen, mert abbol m|g, azaz g(a) = 0
kovetkezne, ami lehetetlen. Kaptuk tehat hogy g, m relativ prmek, az
egyenlet megoldhato, ezért g(«) inverze is irhaté az « legfoljebb n — 1-
edfokd polinomja.

Igy részben igazoltuk a kovetkezd tételt (a benne levé egyértelmiiségi

kritériummal nam foglalkozunk, az érdekl6dé olvasok konnyen igazol-
hatjak).

8.7. Tétel. Legyen L: K testbovités és o € L eqy algebrai elem, amely-
nek minimdlpolinomja n-edfoki. Ekkor a K(«) test elemei folirhatdk

B=ag+aa+...+a,_1a""

alakban, ahol aq, ... ,a,_1 € K. Ezen elemeket a [ elem egyértelmien
meghatdrozza.

8.8. Kovetkezmény. Legyen L: K testbovités és a € L eqy algebrai
elem, amelynek minimdlpolinomja n-edfoki. Ekkor a K(«) n dimenzids
vektortér a K test folott.

8.9. Tétel. Legyen L: K testbovités és a € L eqy algebrai elem, amely-
nek f minimdlpolinomja n-edfoki. Ekkor

K(a) = K[z]/(f).

Bizonyitas. Legyen § € K(«) egy tetszSleges elem. Léteznek olyan
egyértelmtien meghatérozott ay,...,a,_1 € K elemek, hogy [/ = a¢ +
a1’ +. . .+a, 10"t Jelolje g a kovetkezs K folotti polinomot: g(x) =
Ap 12"+ ..+ a7 + ag. Egyszertien igazolhaté a korabbiak alapjan,
hogy a

p: K(a) = K[2]/(f), B—=g=9+(f)
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leképezés a kivant izomorfizmus.

8.10. Tétel. Legyen F test és f € F|x] n-edfoki irreducibilis polnom.
Ekkor a K = Flx]/(f) faktorgydrd olyan test, amelyben az f polinom-

nak van zérohelye. A K test minden eleme félirhato a,_1x" '+ ...+ a1z + ag
alakban, ahol ap_1,...,a1,a90 € F. E folirds egyértelmd. Ha F = Z,,

akkor |K| = p".

8.11. Kovetkezmény. Tetszdleges F' test és f € Flz]| irreducibilis
polinom estén létezik olyan K test, hogy
(1) K O F, azaz K bévitése F-nek;
(2) létezik olyan a € K elem, amely gyoke f-nek;
(3) K minden eleme eqyértelmiien elddll a,_1a™ ' + ... +aja+ag
alakban, ahol n = deg f és ag,ay,...,a,_1 € F.

8.6. Definici6. Azt mondjuk, hogy az eldbbi Kovetkezményben leirt
K test az F testbdl az o elem adjungdldasdval keletkezik — jelolése
K = F(a) —, és az ilyen mddon elddllo testeket F egyszert algebrai
bévitéseinek nevezziik.

8.12. Kovetkezmény. Az el6bbi jelolésekkel, K[x]/(f) = K(T), ahol
T—a+(f).

Megjegyzés. Ha F = R ¢s f = 2% + 1, akkor az R[z]/(2? + 1)
faktortest megfeleltethet a komplex szamok testének.

8.13. Tétel. Minden véges test elemszama primhatvdny, és tetszdleges
p primszdm és n € N esetén létezik p™ elem test.
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9. NEHANY NEVEZETES — RESZBEN MEGOLDATLAN —
SZAMELMELETI PROBLEMA

9.1. Mersenne-primek, tokéletes szamok

9.1. Definicié. Egy n € N szdm tokéletes szam, ha megegyezik ndla
kisebb pozitiv osztoi Gsszegével.

9.1. Tétel. (Euklidesz, Elemek, IX. 36. Tétel) (mai megfogal-
mazds) A P, = 2" 12" — 1) alaki szdmok mindannyiszor tokéletes
szamok, valahdnyszor 2" — 1 primszam.

9.2. Tétel. (Euler) Minden pdros tikéletes szim P, = 2"~1(2" — 1)
alaki, ahol 2" — 1 primszdm.

Az els6 négy tokéletes szam — a 6, 28, 496, 8128 — mar az 6korban
ismert volt.

9.2. Definici6é. (Mersenne 1644) Az My = 2% — 1 alaki szdmokat
Mersenne-szamoknak, kozilik a primeket Mersenne-primeknek ne-
vezzik.

Megjegyzés. Vilagos, hogy M) csak akkor lehet prim, ha k prim.
9.3. Allitas. (Mersenne 1644) M, prim, ha

p=2,3,5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127, 257,
de minden tovdbbi p < 257 primre dsszetett szam.

A XIX. szazadban kideriilt, hogy Mersenne listaja 6t hibat tartal-
maz: p = 61, 89, 107-re M, prim (ezek hidnyozna a listarol), mig Mgz
és Moys, Osszetett szam.

Természetes kérdés, hogy van-e végtelen sok Mersenne-prim. A va-
lasz nem ismert. Azt sejtik, hogy végtelen sok van. Jelenleg explicite
49 ilyen szam ismert. A legnagyobbat, a 49-ediket 2016-ban tették
kozzé. A 10 legnagyobb ismert Mersenne-prim a kdvetkezd

a prim jegyek szdma | évszam | megj.
1| 27207281 11 22.338.618 | 2016 |49.7 Mersenne
9. [T Il _ 1| 17.425.170 | 2013 | 48.7 Mersenne
3. [ 283112609 11 12.978.189 2008 | 47.7 Mersenne
4. 212683801 11 12.837.064 | 2009 |[46.? Mersenne
5. | 257156667 11 11.185.272 | 2008 |45.7 Mersenne
6. [ 2575207 1| 0.808.358 | 2006 |44. Mersenne
7| 2T T 0.152.052 | 2005 | 43. Mersenne
8. | 225964391 _ 11 7816.230 2005 | 42. Mersenne
9. 224036383 11 7235.733 2004 | 41. Mersenne
10. | 220996011 11 6.320.430 2003 | 40. Mersenne
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A sorszamot kiovets kérdgjelek arra utalnak, hogy nem bizonyitott hogy
kozottiik nincs, eddig még nem ismert, Mersenne-prim.
Megjegyzések.

(1) A fonti 10 Mersenne-prim egyben a jelenleg ismert 10 legnagyobb
primszam. Csak a 12. legnagyobb primszam nem Mersenne-szam, ez
a 19.249 - 213018586 11 “amelynek 3.918.990 decimalis jegye van.

(2) Az a mai napig sem ismert, hogy létezik-e egyéltalan paratlan t6-
kéletes szam.

(3) A legnagyobb olyan Mersenne prim, amelyet ,kézi erével” szamol-
tak ki a 2!%7 — 1. Ezt 1876-ban taldlta Lucas. Decimélis jegyei szdma,
39.

(4) Utoljara 1914-ben talaltak nem szamitogép segitségével Mersenne
primet, ez a 2'%7 — 1 volt.

(5) Az els szamitogéppel talalt Mersenne prim R. Robinson nevéhez
fiiz6dik 1952-bél, ez a 157 decimalis jegyt 2°1% — 1.

A paros tokéletes szamok keresése elvileg egyszeri a kovetkezs tétel
alapjan.

9.4. Tétel. (Lucas-Lehmer teszt) Legyen p prim, és alkossuk meg
aza; =4 €s agy1 = ai — 2 (mod M,) (k > 1) sozozatot. M, pontosan
akkor prim, ha a,—y =0 (mod M,).

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az el6bbi sorozat nagyon gyorsan
ng, igy hamar oda jutunk, hogy a szamolasainkat olyan szamokkal
kellene végezni, amelynek jegyei szama millids, s6t olykor tizmillids
nagysagrend

9.2. Ikerprimek

Az {3,5}, {5,7}, {11,13}, {17,19}, {29,31},... parok (egymast
kévetd paratlan szamok) mindkét tagja primszam. Elsfordul-e végte-
len sokszor, hogy két egymast kovets paratlan szam mindegyike prim-
szam? Masképpen mondva, létezik-e végtelen sok ikerprim. A kérdés
nyitott, megvalaszolasa nagyon nehéznek tinik. Egy egyszertibbnek
latszo kérdés az, hogy van-e végtelen sok olyan primszam péar, amelyek
kiilonbsége elegendden kicsi, azaz egy adott korlatnal kisebb. Ha tala-
lunk egy ilyen korlatot, akkor ,mér csak” azt kell csokkenteni egészen
2-ig.

2013. elején jelentette be a Nature-ben Jilang Csang azon ered-
ményét, miszerint végtelen sok olyan primszam pér létezik, amelyek
kiilénbsége kisebb 70 millional. Ez az els6 igazolt korlat, de meglehe-
tésen nagy. Minden esetre ez az els§ eredmény az ikerprim-probléma
megoldasa felé vezets uton. Varhato, hogy a 70 milliés korlatot révide-
sen jelentdsen csokkenteni tudjak, de a 2 elérése, azaz annak igazolasa,
hogy végtelen sok ikerprim létezik, még mindig messze van.
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Itt is vannak empirikus eredmények, allandoéan keresik az egyre na-
gyobb ikerprimeket. A 2009-es rekorder par a 100.355 decimalis jegyii

65.516.468.355 - 2333333 + 1

volt. A jelenlegi cstuicstarté a 2016. szeptemberében talalt 388.342
jegyt
2.996.683.034.895 - 21290000 4 1.
mig a 2017. juliusaban talalt — tehét a ,legfrissebb” — ikerprim par
a ,minddssze” 66.907 jegyd 12.770.275.971 - 2222225 4 1,
Néhany elméleti eredményt is emlitiink.

(1) Az n és n + 2 egészek primszam volta fiiggetlen események.
(2) 1948-ban Clement igazolta, hogy n és n + 2 pontosan akkor
pimek, ha

4((n—1)!+1)=-n (mod n(n+2)).

(3) Tudjuk (Euler bizonyitotta), hogy a primszamok reciprokaibol
allo sor divergens. Annak ellenére, hogy nem ismert az ikerprim
parok szama (végtelen sokan vannak-e) tudjuk, hogy az alabbi
parok Osszege véges, azaz létezik olyan B valos szam, amely az

SR Y (I I (LR Iy (S
35 57 11 13 17 19) "

Osszeg hatarértéke. Ez azt is jelenti, hogy e sor, az ikerprimek
reciprokai altal ilymodon alkotta sor, konvergens. Ezt Brun
igazolta 1918-ban, természetesen foltételezte, hogy végtelen sok
ilyen par létezik. A B konstansra a jelenleg ismert legjobb becs-
lést 2002-ben adta Sebah, foltételezve Hardy és Littlewood azon
sejtését, miszerint m(z+y)—n(y) < 7(z), valahényszor xz,y > 2.
(m(x) az © € R-nél nem nagyobb primszamok szdma.) Eredmé-
nye:
B ~1,902160583104.

(4) Végtelen sok olyan p primszam létezik, amelyre p+ 2 primszam,
vagy két primszam szorzata. Innen méar csak egyetlen , kis” 1épés
az ikerprim-probléma megoldasa.

9.3. Fermat-primek.

Az el6bb emlitett Mersenne-primek mellett egy mésik tipust primek-
nek is fontos — talan még fontosabb — alkalmazasai vannak. Fermat
a 2% + 1 alaka szamokat vizsgalva az vette észre, hogy egyrészt ha
egy ilyen alaki szam prim, akkor k = 2", masrészt az F, = 22" + 1
alakt szamok n = 0, 1, 2, 3, 4-re primek. Azt sejtette, hogy ezek mindig
primek. Ezt a sejtést Euler cafolta meg azzal, hogy 641|F.

Ezen, un. Fermat-szamok (Fermat-primek) vizsgalata akkor keriilt
a matematikusok fokuszaba, amikor Gauss igazolta a kovetkezd tételt.
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9.5. Tétel. A szabdlyos n-szog pontosan akkor szerkeszthetd meg kor-
z0vel és eqyéld vonalzoval (véges sok lépésben), ha

n=2pips...px

alakid, ahol pi,ps,...,pr kilonbozd Fermat-primek, t € Ny, de k = 0
esetén t > 1.

Sajnos jelenleg csak 5 Fermat-prim ismert (amelyeket méar Fermat is
ismert), ezek a kovetkezok:

Fo=3, Fy =5, Fo =17, F3 =257, F; = 65.537

Ma (2003. 6ta) azt tudjuk, hogy, ha 5 < n < 32, akkor F, Osszetett
szam, és ugyanezt tudjuk néhany tovabbi n-re is. A rekorder explicite
vizsgalt Fermat-szam az Fh3471, amelynek tobb mint 107 decimélis
jegye van, és oszthato 5 - 22347 1 1-gyel.

Néhény egyszert allitas a Fermat-szamokkal kapcsolatban.

9.6. Allitas. A kiilonbozd Fermat-szamok relativ primek.

9.7. Kovetkezmény. Végtelen sok primszdm van.
9.4. Hatvanyosszegekre bontas

Mar az 6korban ismert volt, hogy bizonyos négyetszamok félbont-
hatok két négyzetszam Osszegére. Masképpen mondva megoldhato a
pozitiv egész szamok korében az z? 4+ y? = 2% egyenlet. P. Fermat
a XVII. szdzad kozepén bizonyitani vélte, hogy egyetlen mésodiknal
magasabb kitevGji hatvany sem bonthato fol két ugyanolyan kitevsji
hatvany Osszegére, azaz n > 2 esetén nincs pozitiv egész megoldasa az
" 4+ y" = 2" egyenletnek. Ezen allitast kezdetben a ,nagy Fermat-
tétel-ként emlitették, de kés6bb — mivel mintegy hédrom évszazadon
at hidba probaltdk rekonstrualni a bizonyitdst — inkabb Fermat-
sejtésnek nevezték.

9.3. Definicid. Legyen a,b € Z, « pedig harmadik primitiv eqységgyok.
Az a + ba alakiu komplex szamokat Euler-egészeknek nevezziik.

9.8. Tétel. Az Euler-egészek olyan integritdstartomdnyt alkotnak, amely-
ben érvényes a szamelmélet alaptételének dltaldnositdsa.

9.9. Tétel. (Euler) Az 2 + > = 23 egyenletnek nincs nemzéré meg-
olddsa az Fuler egészek gyirijében.

9.10. K6vetkezmény. Az 23+ 1y® = 23 egyenletnek nincs megolddsa a
természetes szamok halmazdban. Madsképpen mondva, egyetlen kobszdm
sem bonthato fol két kobszdm dsszegére.

9.11. Tétel. (Fermat) Az z* + y* = 2* egyenletnek nincs megolddsa
a természetes szamok halmazdban, azaz egyetlen negyedik hatvdny sem
bonthato fol két negyedik hatvany dsszegére.
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9.12. Tétel. (Andrew Wiles 1993) Han > 2, akkor az a"+y™ = 2"
egyenletnek nincs megolddsa a természetes szamok kérében, azaz n >
2 esetén egyetlen n-edik hatvany sem bonthatd fol két n-edik hatvdny
0sszegére.

Tobb 6sszeadandoé esete.

9.13. Tétel. (Gauss) Egyn € N természetes szam akkor és csak akkor
bonthatd fil legfoljebb hdrom négyzetszim dsszegére, ha n # 4%(8t + 7).

9.14. Tétel. (Lagrange) Minden természetes szam folbonthato legfol-
jebb négy négyzetszdm osszegére.

Megjegyzés. Az el6bbi két tételben a ,legfoljebb” kitétel arra utal,
hogy az altalanossag kedvéért a folbontasokban valamely tag zérd is
lehet.

Edward Waring 1770-ben megjelent Meditationes Algebraicae c. kony-
vében — tobbek kozt — azt allitotta, hogy

(1) barmely természetes szam el6all legfoljebb 9 kdbszam Gsszege-

ként,

(2) barmely természetes szam elgall legfoljebb 19 negyedik hatvany
Osszegeként,

(3) s6t, hasonlo allitasok kaphatok a negyediknél magasabb hatva-
nyokra is.

Utolso allitéasa lényegében azt kérdezi: Létezik-e olyan g: N — N fiigg-
vény, hogy minden természetes szam el6all legfoljebb g(k) szamu k-adik
hatvany Osszegeként, ahol g(k) csak k-tol fligg (azaz fiiggetlen a repre-
zentalando szamoktol)? Ha 0 Gsszeadandokat is megengediink (ahogy
eddig is tettiik), akkor a ,legf6ljebb” kitétel elhagyhato.

Ma mar vilagos, hogy Waring e 3 allitasat nem tudta igazolni. Ez-
zel a kérdéssorral — az tn. Waring-problémakorrel — kapcsolatban a
kovetkezoket tudjuk/allithatjuk.

e Lagrange iménti tétele szerint g(2) = 4.

e Liouville becslése 1859-bél: g(4) < 53.

e David Hilbert 1909-ben igazolta, hogy e g fiiggvény létezik, de
bizonyitasa egy un. ,tiszta egzisztenicia bizonyitas”’, azaz csak
a fliggvény létezését mutatta meg. Eljarasa alapjan egyetlen
k € N-re sem hatarozhato meg a g(k) érték.

e Dickson tétele XX. szazad elejérdl: ¢(3) = 9, és csupéan két
olyan szam van amelyik kobok Osszegeként valo elGallitasahoz
ténylegesen 9 kobszam kell. Nevezetesen

2=+ 4+ P+ P+ +1P+1°+1°+1°

238 =43+ 43+ 3 +33 43 +33 13413+ 13,
és igy minden n > 238 egész elGallithato legfoljebb 8 kobszam
Osszegeként.
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e Linnik 1942-es eredménye szerint: csak véges sok olyan termé-
szetes szam van, amelyik a kobok osszegeként valo elGéllitdsban
ténylegesen igényli a 8 Osszedandot, ezért valahonnan kezdve
minden természetes szam elGall legfoljebb 7 kobszam Osszege-
ként. S6t, csak véges sok olyan van, amelyek nem &allnak el§
legfoljebb 6 kobszam Gsszegeként.

e A k =4,5 esetek igen nehéznek tiinnek. Hosszu ideig csak azt
lehetett tudni, hogy

19<g(4) <35 é  37<g(5) <54

Utobb (1964) igazoltak, hogy ¢g(5) = 37, és a g(4)-re vonatkozo
folsé korlatot sikertilt radidalisan csokkenteni: g(4) < 20. Keé-
s6bb: ha n < 100 vagy n > 1037, akkor 19 6sszeadando is
elég. Ezzel elvileg megoldodott a kérdés, mert ,,csak” véges sok
konkrét esetet kell még megvizsgalni. Ezt 1986-ra befejezték,
kideriilt, hogy ¢(4) = 19.

e A k > 5 eset azonban lényegében még teljesen nyitott, csak
annyit tudunk, hogy a

o) = [(%)

egyenlGség véges sok k kivételével mindig fonnéll. Elég sokan
valljak azonban azt a nézetet, hogy az el6bbi formula minden
k > 1-re korrekt.
Egy mas irdnyu vizsgalat kiindulépontja volt az a folismerés, hogy
k > 3 minden elegenden nagy egész g(k)-nal kevesebb k-adik hatvany
Osszegeként allt els. Ez vezetett a kovetkezd fiiggvény bevezetéséhez.

ok _ 9

9.4. Definicio. Jeldlje G(k) azt a legkisebb r € N természetes szamot,
amelyre minden elegendden nagy egész eldall legfoljebb r szamai k-adik
hatvany dsszegeként.

Megjegyzés. Nyilvanvalo, hogy G(k) < g(k).

Sajnos minddssze 2 konkrét G(k) érték ismeretes: G(2) = 4 és
G(4) = 16. Linnik kobos eredménye azt mutatja, hogy G(3) < 7, de
méar Jacobi sejtette 1851-ben, hogy G(3) < 5. Azt csak a XX. szazad
vége felé igazoltak, hogy G(5) < 21 és G(6) < 31.

9.5. Analitikus jelegii kérdések.

A primszéamok eloszlasa a természetes szamok kozott szintén egy rég-
ota vizsgalt kérdés. Itt alapvetd a kovetkez6 — korabban mér emlitett
— fliggvény.

9.5. Definici6. Tetszdleges a € R-re jelolje w(a) az a-ndl nem nagyobb
primszdmok szdmdt.
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9.15. Tétel. (nagy primszamtétel)

Megjegyzés. Fzen eredményt elGszor Gauss sejtette meg a XIX.
szézad elején, de csak 1896-ban igazolta Hadamard és de la Valée Po-
ussin.

Kozbiilsé eredményként 1850-ben Csebisev igazolta a kovetkezs té-
telt.

9.16. Tétel. (Csebisev) Léteznek olyan a < 1 < b konstansok, hogy

T

a <m(z)<b

log x log x

teljesiil minden elegendden nagy r € R szdamra.

Megjegyzés. Vilagos, hogy Csebisev tétele konnyen adodik a nagy
primszamtételbdl.

Euler sejtette, hogy ,vannak olyan szamok, amelyek meghaladjak
az algebrai modszerek erejét”. Véleménye szerint ilyenek e és 7, de a
trigonometrikus, az exponencialis és a logaritmus fiiggvények értékei is
sok helyen. E (valos) szamokat transzcendens szdmoknak nevezte.

9.6. Definicid. Azt mondjuk, hogy az o € C komplex szam algebrai
szam, ha van olyan nemkonstans f € Q[z] polinom, hogy f(a) = 0.
A nem algebrai komplex szamokat transzcendens szamoknak nevez-

Az els6 transzcendens szamot 1844-ben adta meg Liouville.

9.17. Tétel. Az

— 1
=) 7o = 0,110001000000000000000001 ...
k=1

szam transzcendens.

Megjegyzés. Egyszerti halmazelméleti eszkozokkel ugyan belathato,
hogy kontinuum sok transzcendens valés szdm van, azaz ,majdnem
minden” komplex/valos szam transzcendens, de ez egy tn. tiszta eg-
zisztencia bizonyitas, ami semmit sem mond e szamok mibenlétérsl.

9.18. Tétel. (Hermite 1876 és Lindemann 1882) Az e és a
transzcendens szamok.

David Hilbert a 2. Matematikai Vilagkongresszuson (1900. Parizs)
tette fol a kovetkezs kérdést.
Legyen av # 0, +1 algebrai szam és (3 irracionalis algebrai szam. Igazo-
lando, hogy ekkor az o alakt szamok, példaul 2V2, e™ = ;=2 mindig
transzcendens szam, vagy legalabb irracionalis.
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9.19. Tétel. (Gelfond-Schneider tétel 1934) Ha «, 5 algebrai szd-
mok, o # 0,£1 és B irraciondlis, akkor o transzcendens szdm.

Megjegyzés. A mai napig sem ismert, hogy e + 7 algebrai, vagy
transzcendens, mig e 4 ¢7 nyilvidnvaléan transzcendens.
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10. NYILVANOS KODU TITKOSIRASOK.

Titkos tizenetvaltashoz gyakran alkalmazzak a digitalizalast, azaz a
folyo szoveget (nemnegativ egészekbdl allo) szamsorozatokkal helyet-
tesitik. Az elv egyszertd, hiszen ha az A = {0,1,..., N} halmazbeli
szamokat hasznaljuk, akkor a ,,kédolas” nem més, mint egy ¢ € Sy
permutacio. A kodolt szoveg visszafejtéséhez (dekodolasahoz) pedig
ismerni kell ezen permutacio (bijektiv leképezés) inverzét. ¢ ismere-
tében csak latszolag egyszerd inverzének meghatarozéasa. Ha N elég
nagy, akkor ez komoly probatétel. Gondoljuk végig, hogy tudnank-
e hatékonyan hasznalni a magyar-angol szotarunkat egy angol széveg
magyarra forditasaban.

Egy olyan digitalis alapi sokszereplds titkos tizenetvaltés elveit tette
kozzé 1977-ben R. Rivest, A. Shamir és L. Adleman, amely alkalmaza-
sakor a titkos levelezés minden egyes résztvevgje nyilvanossagra hozza,
hogy a neki szént (digitalizalt) tizenetet hogyan kell kodolni. A kodolt
iizenet nyilvanosan kiildhet6 el, de csak a cimzett képes azt dekodolni,
azaz visszafejteni. A rendszert megalkotoirol RSA rendszernek nevez-
ték el.

A rendszer miikodése.

(1) A titkos levelezés minden egyes résztvevije valasz magénak egy
p,q p # q primszam part. Ezek nagysiga olyan legyen, hogy
az n = pq szorzat, az un. kodolé modulus, faktorizaldsa
meghaladja a szamitogépek lehetségeit. Ez jelenleg azt igényli,
hogy a primek legalabb 200 (decimaélis) jegytek legyenek.

(2) Ezek utan mindenki véletlenszertien valaszt magénak egy k € N
kodold kitevét ugy, hogy In.k.o.(k,p(n)) = 1. Ezt gyakran
ugy érik el, hogy a k-t a ¢(n) + 1 valamelyik primosztojanak
valasztjak. A (n,k) parjat mindenki nyilvanossagra hozza. A
sajat p,q primparjat azonban szigortian titokban kell tartania
minden egyes résztveviének.

(3) Az abécé betti, az irasjelek (a szokoz is), valamint a szamje-
gyek mindegyike egy-egy kétjegyd szammal jelolhetd nyilvano-
san egyeztetett médon. Ezt alkalmazva a titkositani kivant szo-
veg egy nagy M természetes szamkeént jelenik meg. Ez a szdm
altalaban igen nagy, ezért folbontjak adott egyenlé hosszisagu
My, My, ..., M, szamokra. A kozos hossz nyilvanos.

(4) A kodolas menete a kovetkezs. A tovabbiakban legyen M €
{My, ..., M,}. M kodolt valtozata legyen

MF =7 (mod n),

ahol 7 a legkisebb nemnegativ maradéka az M*-nak modulo n.
Ha M legfoljebb 200 jegyt, akkor ez egyszertien meghatérozhato
a mai szamitogépekkel. Ezen r kiildendd el (nyilvanosan).
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(5) A cimzett eldszor az 6 j titkos dekddolo kitevsjét hatarozza

meg;:
kj=1 (mod p(n)).

A k-ra kir6tt foltétel miatt e kongruencianak pontosan egy meg-
oldasa van. Emlékeztetiink: a ¢(n) = (p—1)(¢—1) értéket csak
a cimzett tudja meghatarozni, mert mas nem ismeri a p, ¢ prim-
part.

(6) A cimzett az r kodolt tizenetbdl a kovetkezSképp kapja meg az
eredeti M tizenetet. Mivel kj = 1 + ¢(n)t valamely ¢ € Z-re,

rl = (MR = M0 = M(MEMY =M1 = M (mod n),

valahanyszor In.k.o.(M,n) = 1. (Ez utébbi nem perdéntd,
mert csak a Fermat-tétel helyett az Euler-Fermat tételt kell al-
kalmazni.)

Megjegyzés. A javasolt nagysagu primek kivalasztésa, s6t a kb. 250
jegyteké is, nem nehéz probléma. Az 500 koriili decimélis jegyii szamok
faktorizalasa azonban ma még lehetetlen véllalkozasnak tekinthetd.

10.1. Primtesztek.

10.1. Allitas. Egy n > 1 egész pontosan akkor dsszetett szim, ha
valamely p < \/n primszdmra p|n.

Mivel szamos oszthatosagi szabalyt ismeriink, s6t Fermat tétele alap-
jan barmely primre alkothatoé ilyen e tesztelési modszer egyszertinek
latszik. Sajnos az igy nyert teszt csak viszonylag kis szamokra haté-
kony.

Ha azonban n kb. 100 jegyd, azaz n ~ 10'%" (ennél joval nagyobb
nagysagrendd primeket gyakran alkalmaznak a kriptografidban), akkor
mintegy 8 - 1047 primet kellene megvizsgalnunk. Ez azonban gyakorla-
tilag lehetetlen, hiszen egy olyan szamitogépnek is, amely mésodper-
cenként 10% szamu miiveletet végez el (az elektron 1072% masodperc
alatt ugrik az egyik palyarol egy masikral), akkor ez a feladat nagysag-
rendileg 10'° évig tartana (e szam a Naprendszer életkora kozelitsleg).

Léteznek ,,gyors primtesztek”, ezek azonban nem osztokat keresnek,
hanem olyan gyorsan ellenérizhets tulajdonsagokat vizsgalnak, ame-
lyekkel a primszamok rendelkeznek, de az Osszetettek gyakorlatilag
nem. Ez utobbi kitétel azt jelenti, hogy csak ritka kivételek vannak,
tehat a tévedés esélye kicsi.

10.2. Tétel. (Solovay-Strassen primteszt)
(A) Legyen n > 1 pdratlan egész, és tekintsik az

0T = (ﬂ) (mod n) (1)

n

kongruencidt, ahol
Ha n prim, akkor (

) Jacobi-szimbolum.
minden a #Z 0 (mod n) esetén teljestil.

(5
1)
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Ha n osszetett, akkor (1) egy modulo n teljes maradékrendszer elemei-
nek kevesebb, mint felére teljesiil.

(B) Az (A) kritérium alapjin a kovetkezéképp donthetd el egy nagy pd-
ratlan n-rél, hogy prim-e vagy dsszetett. Vilasszunk (mondjuk) 1000
véletlen a Z 0 (mod n) szdmot, és mindegyikre vizsgdljuk meg, hogy a
(1) foltétel teljesiil-e. Ha legaldbb egy esetben nem teljesiil, akkor az n
biztosan dsszetett. Ha mind az 1000 esetben teljesiil, akkor 271990-nél
kisebb annak a valdsziniisége, hogy n osszetett.

Megjegyzés. A (B) pontban emlitett valoszintiség olyan kicsi, hogy
a teszt gyakorlatilag biztosnak tekinthetd.

10.3. Tétel. (Miller-Lenstra-Rabin primteszt) Legyen n > 1 pd-
ratlan egész, n — 1 = 2%r, ahol r pdratlan. Az

k—2 n—1 k—1 n—1
a’, a®, a',...a* T=a1,4d> "=a: (2)

szamokat jo sorozatnak” nevezziik, ha ezek modulo n vett legkisebb
abszolit értékd maradékai kozott eldfordul a —1, vagy pedig a” maradéka
1.

Ha n prim, akkor (2) minden a Z 0 (mod n) esetén jo sorozat.

Han dsszetett akkor (2) eqgy modulo n teljes maradékrendszer elemeinek
kevesebb, mint felére alkot j6 sorozatot.



