El6zmények Direkt szorzat. Ismert tételek kozos altalanositasa Azonossagokkal definidlhato osztilyok Kisérs struktirak. Varietdsok egy jellemz  El6zmények Direkt szorzat. Ismert tételek kozos altalanositdsa Azonossagokkal definidlhaté osztalyok Kisérd struktirdk. Varietasok egy

Néhany hasonlé tétel.

; p p A csoportelméleti homorfiatétel.
A7z ALTALANOS (UNIVERZALIS) ALGEBRA porteime et homort

KIALAKULASA,
NEHANY EREDMENYE.

Legyen G, H két csoport, ¢: G — H pedig sziirjektiv
homomorfizmus. Van olyan N < G normaloszté, hogy

H= G/H.

Klukovits Lajos ]
A gytirlielméleti homorfiatétel.

TTIK Bolyai Intézet Legyen R, S két gyiirii, p: R — S pedig sziirjektiv

homomorfizmus. Van olyan | < R idedl, hogy
2013. majus 8.

S=R/I
Elézmények Direkt szorzat. Ismert tételek kozos altaldnositdsa Azonossigokkal definidlhaté osztdlyok Kiséré struktirak. Varietdsok egy jellemz  El8zmények Direkt szorzat. Ismert tételek kozos altaldnositdsa Azonossigokkal definidlhaté osztalyok Kisérd struktirdk. Varietdsok egy
Néhany hasonlé tétel. Néhany hasonlé tétel.
A csoportelméleti 1. izomorfiatétel. A csoportelméleti 2. izomorfiatétel.
Legyen G csoport, B részcsoportja G-nek, N <« G. Ekkor BN Legyen G csoport, H C G részcsoport és N < G olyan normalosztd,
részcsoport G-ben, BN N < B, tovabbd hogy N C H. H/N < G/N pontosan akkor teljesiil, ha H< G, és
ekkor
BN/N = B/BnNN, (G/N)/(H/N) = G/H.
A gytirlielméleti 1. izomorfiatétel. A gylriielméleti 2. izomorfiatétel.
Legyen R gyiirii, S részgyiiriije R-nek, | < R. Ekkor R + | Legyen R gyiirii, S C R részgyiirii és | < R olyan idedl, hogy | C S.
részgylirii R-ben, SN 1S, tovdbbd S/1 <R/l pontosan akkor teljesiil, ha S < R, és ekkor

(S+N/125/(5N1), (R/1)/(S/1) = R/S.



El6zmények Direkt szorza Ismert tételek kozos altalanositisa Azonossagokkal definidlhaté osztalyok Kisérd struktirdk. Varietasok egy jellemz — Elézmények Direkt szorzat. Ismert tételek kozos dltalanositasa Azonossagokkal definialhato osztalyok Kisérd struktirak. Varietasok egy

Egy természetes folvetés. Keressiink kozos tulajdonsagokat.
e Minden osztalyozas egyértelmiien meghataroz egy ekvivalencia
reldcioét.
MI LEHET AZ A KOZOS TULAJDONSAGA A e Mit jelent az osztdlyozas kompatibilis volta a hozza tartozé
CSOPORT NORMALOSZTOJANAK ES A GYURU reldciéra?
IDEALJANAK? e Ha te a G csoport N < G normiélosztdjdhoz, vagy az R gylirli
) L I < R idedljdhoz tartozé ekvivalenvcia-relacid, akkor az
Mit vehetiink észre? osztalyozdsok kompatibilitdsa azt jelenti, hogy
1. Mindketté specidlis tulajdonsagti részcsoport, ill. részgyiirii, és L. tetszBleges ar, a2, by, by € G elemekre
2. mindkettd segitségével osztalyozds definidlhatd a struktdrdk a9by és adby = (a1a,)9(b1bo)

alaphalmazain.

2 ‘ p L " . 2. ill 6l s R el ki
3. S6t, ezen osztalyozdsok kompatibilisek a miiveletekkel, ami a illetve tetszSleges a1, a, by, by € R elemekre

faktorcsoport, ill. a faktorgyiirii fogalmanak bevezetéséhez a10by és ayiby = (a1 0 ap)d(by o by)
vezetett.
ahol o € {+,-}.

o Emlékezziink a szdmelméleti kongruenciara.

Elézmények Dirckt szorza Ismert tételek kozos altaldnositdsa Azonossidgokkal definidlhaté osztalyok Kisérd struktirdk. Varietdsok egy jellemz  El6zmények Direkt szorzat. Ismert tételek kozos dltaldnositdsa Azonossdgokkal definidlhaté osztdlyok Kisérd struktirdk. Varietdsok egy
Kozos altaldnositas 1. Kozos altalanositas 2.

Definicié.
Legyen g csoport (R gylirii) és ¥ ekvivalencia-rel4cié a G (az R)

halmazon. Azt mondjuk, hogy ¥} kongruencia-relacidja a G Néhany egyszeril tétel.

csoportnak (az R gyliriinek), ha kompatibilis a G csoport, ill. az R 1. Csoportok, gyiiriik esetén a homorfizmusok magja

gylrd miveletével, ill. miiveleteivel. kongruencia-relacié.

Megjegyzés. 2. Csoportok, gytiriik esetén a kongruencia-relacidkhoz tartozé

Vegyiik észre, hogy az ismert modulo n kongruencidk kongruencia osztélyozasok kompatibilis osztélyozasok.

reldci6i az egész szamok Z gyfiriijének. 3. Ha ¥ valamely G csoport (R gyiirii) kongruencia-relacidja,
. akkor a ¥-hoz tartozé osztalyozdsnak pontosan egy olyan

Még egy definicio. osztélya van, amely részcsoport (részgyiirii).

4. Az elébbi részcsoport (részgylirli) norméloszté (ideal), és a ¥

o Definicido. Legyen A, B két halmaz, n: A — B tetszdleges
osztalyok ezen normaloszté (idedl) szerinti mellékosztalyok.

leképezés. A kern = {(a,a’) € A x A: an = a'n} reliciét a az
1 leképezés magjdnak nevezziik.

e Egyszeriien |athatd, hogy a kern ekvivelencia-relacié A-n.



El8zmények Direkt szorzat. Ismert tételek kozos ltalanositasa

Kozos altalanositas 3: a klasszikus tételek atfogalmazasa.
A kiindulé 1épés.
A homorfia- és az izomorfia-tételekben a normaloszté (idedl)
helyett kongruencia-reldciét, a részcsoport (részgylir(i) helyett

ekvivalencia-relaciét tekintiink. Con(G), ill. Con(R) jeldlia G
csoport, ill. az R gylirli 6sszes kongruencia-relaciéi halmazat.

Homorfiatételek.

e Legyen G, H két csoport, ¢: G — H pedig sziirjektiv
homomorfizmus. Van olyan ¢ € Con(G), hogy

H=G/9.

e Legyen R,S két gyiiri, ¢: R — S pedig sziirjektiv
homomorfizmus. Van olyan ¥ € Con(R), hogy

S = R/d.

El8zmények Direkt szorzat. Ismert tételek kozos 3ltaldnositdsa Azonossigokkal definidlhaté osztélyok

Kozos altalanositas 3: a klasszikus tételek atfogalmazasa.

2. izomorfiatétel.
Legyen G csoport, a € Con(G), B D « ekvivalencia-relicié a G
halmazon. Jelélje 3/c a kévetkezé reldciot a G/« faktorhalmazon

(3,b) € B/a < (a,b) € B

B/« pontosan akkor kongruencidja az G/« faktorcsoportnak, ha
B € Con(G). Valahdnyszor ez teljesiil, mindannyiszor

(G/a)/(B/a)=G/B

Azonossagokkal definidlhaté osztalyok Kisérd struktirdk. Varietdsok egy

Kisér8 struktdrak. Varietasok egy

El8zmények Direkt szorzat. Ismert tételek kozos dltalanositdsa Azonossdgokkal definidlhaté osztdlyok Kisérd struktirdk. Varietdsok egy

Kozos altalanositas 3: a klasszikus tételek atfogalmazasa.

1. izomorfiatétel.
o Legyen G csoport, B C G részcsoport, ¥ € Con(G), tovabbd
(B) ={a € G|3b € B,adb}

Ekkor
(B)/(9 1(B))=B/(] B).
o Legyen R gyiirli, S C R részgyiir(i, 9 € Con(R), tovdbbd
(S) ={a€ R|3be S, avb}

Ekkor
(S)/(W1(5)=S/(W1S).

El6zmények Direkt szorzat. Ismert tételek kozos altaldnositdsa Azonossigokkal definidlhaté osztdlyok Kisérd struktirak. Varietdsok egy

Kozos altalanositas 3: a klasszikus tételek atfogalmazasa.

2. izomorfiatétel.
Legyen R gyiirl, o € Con(R), 8 2 « ekvivalencia-reldcié az R
halmazon. Jelslje 3/« a kbvetkezd reldcidt az R/« faktorhalmazon

(3,b) € B/a < (a,b) €3

B/« pontosan akkor kongruencidja az R/« faktorgyiiriinek, ha
B € Con(R). Valahdnyszor ez teljesiil, mindannyiszor

(R/a)/(B/a) =R/
Megjegyzés.

Vegyiik észre, hogy mindhdarom tételpar Iényegében ugyanazon
egyetlen tétel, csak...



El6zmények Direkt szorzat. Ismert tételek kozos altalanositasa Azonossagokkal definidlhato osztilyok Kisérs struktirak. Varietdsok egy jellemz  Elézmények Direkt szorzat. Ismert tételek kozos altalanositdsa Azonossagokkal definidlhaté osztalyok Kisérd struktirdk. Varietasok egy

Egy tovabbi kozos gyokerl fogalom. Egy tovabbi kozos gyokerl fogalom.

Csoportok direkt szorzata kongruenciakkal.

Csoportok direkt szorzata klasszikusan. Legyen G csoport, ay, ..., a, € Con(G).

Legyen G csoport, Ny, ..., N <G. G=GJarx...x Glak
G=G/Nix...xG/Ng pontosan akkor teljesiil, ha minden 1 < i,j < k-ra
pontosan akkor teljesiil, ha o [O al} — \k/ =1,
o [MU...UN,] =G, . i=1 =1
e minden 1 < i< k-ra aiNferU...Uaji—1UajpiU... U] = w,
NN [N U UN—3 UNia UL U N = {1} ahol v,w a teljes- ill. az egyenléség-relacict jeloli.

A véges Abel-csoportok alaptétele.

Minden véges Abel-csoport primhatvanyrendii ciklikus csoportok
(direkt folbonthatatlan csoportok) direkt szorzatdra bonthatd.

El6zmények Direkt szorzat. Ismert tételek kozos altaldnositdsa Azonossigokkal definidlhaté osztdlyok Kiséré struktirak. Varietdsok egy jellemz  Elézmények Direkt szorzat. Ismert tételek kozos altaldnositdsa Azonossigokkal definidlhaté osztdlyok Kisérd struktirdk. Varietdsok egy
Egy tovabbi kozos gyokerl fogalom. Egy tovabbi kozos gyokerl fogalom.
Gydiriik direkt szorzata.
Gydriik direkt szorzata. 1. Két lehet8ség van:
L 3 L 3 1.1 Altaldnositjuk a direkt szorzat fogalmit (erre a csoportok

o Kérdés: lehet-e a véges Abel-csoportok alaptételéhez hasonlé esetén is sziikség van).
tételt igazolni gylirlikre? Esetleg valamilyen ,,jé tulajdonsagi” 1.2 Specislis gyliriiosztalyokat tekintiink, és tovabbi foltételeket
gylirliosztalyra? tamasztunk.

o |gaz-e, hogy minden gyiirii direkt folbonthatatlan gyiiriik 2. Az 1. esettel kés6bb foglalkozunk.
direkt szorzatdra bonthatd. 3. A 2. esetben a kovetkezOt tessziik.

o A vilasz tobb oknal fogva NEM (csoportokra is ez a valasz), 3.1 Osszegyiijtjiik egy adott osztdlyban a , rossz” gyiiriiket,
nem teljesiil a szamelmélet alaptételéhez hasonld allitas. pontosabban a , rossz” gyiiriirészeket, amelyekre nem igaz a

kivant struktidratétel, amelyek azt , elrontandk”.
3.2 Ezek — ha bizonyos tovabbi foltételek teljesiilnek — az dn.
radikalosztalyok.



Elézmények Direkt szorzat. Ismert tételek kozos dltalanositisa Azonossidgokkal definidlhaté osztalyok Kisérd struktirak. Varietdsok egy jellemz  El6zmények Direkt szorzat. Ismert tételek kozos dltalanositdsa Azonossagokkal definidlhaté osztdlyok Kisérd struktirdk. Varietdsok egy

Egy tovabbi kozos gyokerii fogalom. Gyiiriik.

Gytirlik direkt szorzata.
o Definicié. Legyen R gyiirii, és | idedlja. Az
k —
{re RISk eN, hogy r* €1} = VI Egy struktdratétel.

idedl az I idedl radikalja, vagy nil-radikélja. Wedderburn-Artin tétel. Legyen R gységelemes Artin-gyiirii. Az
R/J(R) faktorgyiirii véges sok ferdetest folétti teljes matrixgydirii

o Definicié. Legyen R egységelemes gyiirii. A
&Y 8ysee 8y direkt szorzatdra bonthatd.

J(R){a € R|1— ainvertilhaté}

idedlt R Jacobson-radikéljanak nevezziik.

e Definicié. Azt mondjuk, hogy R Artin-gylir(i, ha balideéljai
barmely nemiires halmazaban van minimalis elem.

El6zmények Direkt szorzat. Ismert tételek kozos altaldnositdsa Azonossigokkal definidlhatd osztdlyok Kiséré struktirak. Varietdsok egy jellemz  Elézmények Direkt szorzat. Ismert tételek kdzos ltaldnositisa Azonossigokkal definidlhaté osztlyok Kisérd struktirdk. Varietdsok egy
Koz6s dltalanositds: Garett BIRKHOFF (1911-96) Kozos altaldnositas: Garett BIRKHOFF (1911-96)
., univerzélis algebra” »univerzalis algebra”

1. Definicio.

Legyen A nemiires halmaz és n € No. Az f: A" — A leképezéseket

A-n értelmezett n-ér miiveletnek nevezzitk. Az A = (A, F) part, 3. Definicié.
ahol F az A-n értelmezett miiveletek egy halmaz, pedig
algebranak. Az imént definidlt algebrak részalgebrait ugyanigy
definidljuk, mint vektorterek esetén az altér, csoportok esetén a
részcsoport,gylirlik részgyiiriii fogalmat.

2. Definicié. (a1, an))p = (FA) (a1, -, anA).
Azt mondjuk, hogy az (A, F) és a (B, G) algebrék hasonldk, ha
van olyan \: F — G bijektiv leképezés, amely megérzi az aritést,
azaz n véltozés miiveletet n valtozdsba visz.

Legyenek (A, F) és (B, G) hasonlé algebrdk. Azt mondjuk, hogy a
¢: A — B leképezés homomorfizmus, ha tetszbleges f € F és
ai,...,ap € Ara

Megjegyzés. A tovabbiakban az f és az f\ miiveleteket
ugyanazzal a jellel jeloljiik. Lényegében nem miiveletnek, hanem
,mivelet szimbdlumnak™ tekintjiik, hasonléan pl.a ,, 4" jelhez.
Megjegyzés.

Korabban, megkiilonboztet6 jelz6ként haszndltak az univerzélis

algebra kifejezést is.



Elézmények Direkt szorza Ismert tételek kozos altaldnositasa Azonossagokkal definialhato osztalyok Kisérd struktirdk. Varietdsok egy jellemz  Elézmények  Direkt szorzat.  Ismert tételek kozos altaldnositasa Azonossagokkal definidlhato osztalyok  Kisérd struktirdk. Varietdsok egy
Univerzalis algebra. Univerzalis algebra.
4. Definicié 5. Definicidé.
Legyenek A, ..., Ag hasonlé algebrak, mivelethalmazukat jelélje Legyen A = (A, F) al§ebra. Az A—nl definialt ¥ ekvivalenciarelacié
F. Tetsz8leges n-ér f € F és (ajt, ..., a) € AL X ... X Ag-ra kongruencia, ha tetszéleges f € F és ai,...,ap, b1,..., b, € A-re
(1<i<n), legyen aj¥b;, 1 <i < n maga utdn vonja, hogy
(@11 1), (31, 2mk)) = Fla, - an)0f(br -, bn).
(fawy, -+ am), -5 Flawks - -5 ank))- Az A algebra sszes kongruencidinak halmazat Con(A) fogja
jelolni.
A kapott A = (A, F) algebrat az Aq,. .., Ay algebrék direkt !
szorzatdnak nevezziik, és hasznaljuk az Megjegyzés.
A~ Al x < A Megmutathatd, hogy az egész szamok gyliriijének, a (Z; +, )
IR AR k algebrdnak, kongruencidi a jél ismert szimelméleti — modulo n —
jelélést kongruencidk. Ez szolgdl modellil a kovetkez6 éltaldnos
' fogalomhoz is.
El6zmények Direkt szorza Ismert tételek kozos &ltaldnositdsa Azonossigokkal definidlhatd osztalyok Kisérd struktirak. Varietdasok cgy jellemz  Elézmények Direkt szorzat.  Ismert tételek kozos dltaldnositdsa Azonossigokkal definidlhato osztalyok Kisérd struktirdk. Varietasok egy
Univerzélis algebra. Univerzalis algebra.

Algebrdk 1. izomorfiatétele.
6. Definicié. Legyen A csoport, B C A részalgebra, ¥ € Con(A), tovabbd

Legyen A = (A, F) algebra és ¥ € Con(A). Az A/Y

faktorhalmazon definidlhatjuk az F-beli miiveleteket: ha f € F, és (B) = {ac A|3b € B, aib}
EI T an € A/Y, akkor legyen
b / & Ekkor
f(31,....3,) = (a1, .., an). (B)/(¥1(B)) = B/(JB).

A kapott A/ algebra hasonlé A-hoz. Algebrak 2. izomorfiatétele.

Algebrak homorfiatétele. Legyen A algebra, o € Con(A), 3 2 « ekvivalencia-reldcié az A
Legyenek (A, F), (B, F) hasonld algebrak, Ha B az A homomorf halmazon. Jelclje ? fex a kbvetkez6 relicict az A /o L
Képe. akkor van olvan 1) koneruencidia A-nak. ho. faktorhalmazon: (a3, b) € B/a < (a,b) € B. Az B/« reldcio
pe: 4 & J » ogy pontosan akkor kongruencidja az A/« faktoralgebranak, ha
A/0 = B. 3 € Con(A). Valahdnyszor ez teljesiil:

(A/a)/(B]a) = A/



Elézmények Direkt szorzat. Ismert tételek koz6s dltaldnositisa Azonossigokkal definidlhaté osztalyok Kisérd struktirak. Varietdsok egy jellemz  El6zmények Direkt szorzat. Ismert tételek k6z6s 3ltaldnositdsa Azonossigokkal definidlhaté osztdlyok Kisérd struktirdk. Varietdsok egy

Univerzalis algebra. Univerzalis algebra.

Algebrak direkt folbontdsa 2.
Ha az A algebranak léteznek olyan 11,1, ..., Tx kongruenciai

Algebrak direkt folbontasa 1. amelyekre teljesiil, hogy
Ha egy A algebrdra A = A1 X Ay X --- Ay, akkor léteznek olyan K
> e V=4
T1,72,- .., 7k € Con(A) kongruencidk, hogy im1
o A/Ti A, 1<i<Kk, e TiN(V 1) =w 1<i<Kk
k i#j
o \/1i=u4, o 7 és\/ T; a szorzdsndl folcserélheték minden 1 < i < k-ra,
i=1 i#
e i AN(V7)=w, 1<i<k, akkor
i#j A%A/T1><H~><A/Tk.
o 7 és \/ 7; a szorzasndl folcserélheték minden 1 < i < k-ra.
i
1. Tétel.

Minden véges algebra izomorf direkt félbonthatatlan algebrak
direkt szorzatdval.

El6zmények Direkt szorzat. Ismert tételek kozos altaldnositdsa Azonossigokkal definidlhatd osztdlyok Kiséré struktirak. Varietdsok egy jellemz  Elézmények Direkt szorzat. Ismert tételek kdzos ltaldnositisa Azonossigokkal definidlhaté osztlyok Kisérd struktirdk. Varietdsok egy
Univerzdlis algebra: algebrak szorzatra bontdsa. Univerzalis algebra: algebrak szorzatra bontdsa.
Megjegyzés.

Létezik olyan végtelen algebra, amely nem bonthaté direkt
folbonthatatlan algebrdk direkt szorzatéra.

Kérdés.

Lehet-e a direkt szorzat fogalmat lgy altaldnositani, hogy minden
algebra folbonthaté ezen szorzatra nézve irreducibilis algebrdk
(ilyen) szorzatara?

G. Birkhoff 1933.
Definicié. Az A algebra az (A;|i € /) hasonlé algebrak egy
szubdirekt szorzata, ha

1. A részalgebrija [[(Ai]i € I)-nek,
2. mi(A) = A; minden i € I-re, ahol 7; az i—edik projekcid.

G. Birkhoff tétele, 1944
Minden algebra szubdirekt irreducibilis algebrak szubdirekt
szorzatdra bonthatd.



El6zmér

El6zmé

ek Direkt szorz Ismert tétele
Az algebra és a logika kapcsolata.

Hasonldsagi osztalyok.

Definicié. Az olyan algebra-osztalyokat, amelyek hasonlé
algebrakbdl dllnak hasonldsédgi osztalyoknak nevezziik.

Hozzéarendelt elsérendii nyelv.

Minden hasonldsagi osztdlyhoz hozzarendelhetd egy olyan
elsérendii nyelv, amelynek fliggvényjelei épp az adott hasonldsagi
osztaly miivelet szimbdlumai.

Azonossag
Tekintsiik hasonlé algebrak egy A osztalyat és jeldlje £ a hozza
tartozé elsérendli nyelvet. Az

f=g

jelsorozatot, ahol f, g a L nyelv kifejezései (termek), azonossdgnak
nevezziik.

nyek Direkt szorzat. Ismert téte

Birkhoff tétele 1936.

Hasonlé algebrak egy V osztalya pontosan akkor definidlhato
azonossagok egy halmazdval, azaz alkot varietdst, ha zdrt a
homomorf képek, a részalgebrdk és a direkt szorzatok képzésére.

Megjegyzés.
Ezen eredmény kiindulépontja az in. megérzési tételek
kutatasanak..

k kozos altalanositasa  Azonossagokkal definidlhaté osztalyok Kisérd struktirak.  Varietdsok egy

ek kozos altalanositisa  Azonossagokkal definidlhaté osztalyok Kisérd struktirak. Varietdsok egy

Elézmények Direkt szorzat. Ismert tételek kozos altalanositasa Azonossdgokkal definidlhaté osztilyok Kiséré s

Elézmények Direkt szorzat. Ismert tételek kozos

Az algebra és a logika kapcsolata.

Azt mondjuk, hogy az f = g azonossag teljesiil az A € A algebrén,
jeldlése A = {f = g}, ha barmely aj, ap, ... € A elemekre

f(a1, az,...) = g(a1, az,...).

Definicié.

Hasonlé algebrak egy V osztdlyat varietdsnak neveziink, ha
azonossagok egy halmazaval definialhaté. Mésképpen mondva:
Legyen A hasonlé algebrdk egy osztalya. Valamely V C A osztalyt
varietdsnak neveziink, ha létezik azonossidgok egy olyan ¥
halmaza, hogy V pontosan azon algebrakbdl all, amelyeken teljesiil
valamennyi ¥-beli azonossag.

Egy ujabb, klasszikus struktira”.

Haldk.
o Definicié. Azt mondjuk, hogy az L = (L; v, A\) algebra halé,
ha mindkét miivelet asszociativ, kommutativ tovabba
teljesiilnek a kovetkezé azonossagok:
x A x = x V x = x mindkét miivelet idempotens
XA (xVy)=xV(xAy)

x mindkét miivelet abszorptiv

e Az L halé disztributiv hald, ha mindkét miivelet disztributiv a
masikra.

o Megjegyzés. Igazolhatd, hogy a két disztributiv azonossig
mindegyike kovetkezik a mdsikbdl.

ruktirdk. Varie

iltaldnositdsa Azonossagokkal definidlhaté osztalyok Kisérd struktirdk. Varie
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El6zmér

ek Direkt szorz Ismert téte

ek kozos altaldnositasa Azonossagokkal definidlhaté osztalyok

Kisérd strukturak.

Automorfizmusok.

Egyszeriien Iathatd, hogy egy adott A algebra automorfizmusai

csoportot alkotnak, az algebra automorfizmuscsoportja, jelolése:
Aut(A).

El6zmények

Kérdések.

e Milyen kozos tulajdonsagai vannak az
automorfizmuscsoportoknak.

e Mely csoportokhoz létezik olyan algebra, amelynek
automorfizmuscsoportja izomorf az adott csoporttal.

o Adott csoporttulajdonsig esetén tudunk-e mondani valamit
azon algebrakrdl, amelynek automorfizmuscsoportja izomorf
az adott csoporttal.

Direkt szorzat. Ismert tételek kozos ltalanositdsa Azonossd,

Varietasok Malcev-tipust jellemzései 1.

A kezdet.

1. A.l. Malcev tétele. (1954) A V varitdsban pontosan akkor

teljesiil, hogy barmely két algebra barmely két kongruencidja a
szorzasnal f6lcserélhetd, ha létezik e varietds nyelvében olyan
1 kifejezés, hogy a

w(x,y,y) = ply,y,x) = x

azonossag V minden algebrdjan teljesiil.

2. A. F. Pixley (1963). AV varietdsban pontosan akkor teljesiil,

hogy minden algebra kongruenciahaldja disztributiv és barmely
két kongruencia a szorzasnal folcserélhetd, ha létezik a
varietasban olyan v kifejezés, amelyre teljesiil a

V(X7y7X) = V(X7.y7y) = V(.y7.y7x) =X

azonossag.

Kisérd struktirak. Varietaso

k egy

sokkal definialhaté osztalyok Kisérd struktirak. Varietdsok egy jellemz

El6zmények Direkt szc

El6zmények Direkt sz

rzat.  Ismert téte

Kisérd strukturak.

Részalgebrak.

ek kozos altaldnositasa Azonossagokkal definidlhaté osztilyok Kiséré strukturdk. Varietasok egy

Igazolhatd, hogy egy A algebra Gsszes részalgebrai halét alkotnak.

Részalgebrahdlé: Sub(A).

Kongruenciahaldk.
Egy adott A algebra kongruencia-relacidi hélét alkotnak.
Kongruenciah3lé: Con(A)

Kérdések.

Az el6bbivel analdg kérdések tehetdk fol mindkét esetben.

orzat. Ismert tételek kozos altaldnositasa Azonossagokkal definidlhaté osztilyok Kiséré s

Varietasok Malcev-tipusu jellemzései 2.

Halék kongruenciahdléi.
B. Jénsson (1967). AV varietdsban pontosan akkor teljesiil,
minden algebra kongruenciahaldja disztributiv, ha létezik olyan

ruktirdk.  Varietdsok egy

hogy

n €N és pg,p1,-..,pn kifejezések, amelyekre teljesiilnek az alabbi
azonossagok.

pi(x,y,x)=x, ha 0<i<n

po(x,y,z) =x, pp(x,y,2) =2

pi(x;x,y) = pi+1(x,x,y), ha i paros

pi(x,y,¥) = piv1(x,y,y), ha i paratlan
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Varietdsok Malcev-tipust jellemzései 3.

Egy altalanositas.

Tétel. (K.L. 1975.) AV varietdsban pontosan akkor teljesiil, hogy
minden algebra barmely részalgebrdja egy alkalmas kongruencia
osztdlya, ha minden f n-ér kifejezéhez van olyan k¢ hdromvaltozds
kifejezés, hogy

f(xt, .- xn) = ke(x0, x1, f(x0, %25 - - -, Xn))
azonossag minden V-beli algebran.

Megjegyzés.
Malcev és Jénsonn tételében a kifejezésekre egzisztencidlis kvantor
vonatkozott csak, de az utébbi tételben mar univerzalis is.

5zmények  Direkt szorzat. Ismert tételek kozos altaldnositasa Azonossagokkal definidlhaté osztdlyok Kiséré struktirdk. Varietdsok egy

Tovébbi, Szegedhez kothetd jellemzések.

Teljességi kérdések. (A klasszikus Lagrange-tétel
altalanositasai.)

o Definicié. Azt mondjuk, hogy az A = (A, F) véges algebra
primdl (fiiggvény-teljes), ha minden f: A" — A leképezés (A-n
definialt n-véltozds fiiggvény) kifejezésfiiggvény (polinom).

o Csakany B., Szendrei Agnes, Szabé L. eredményei (a 80-as
évek) szerint e kérdéskor szoros kapcsolatban van az algebra
automorfizmusai csoportjaval: annak , erésen” tranzitivnak és
, elég nagynak” kell lennie.
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