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A szerkesztés fogalma szemléletesen.

@ Mindaz, ami korzdvel és egyélii vonalzdval végrehajthaté.

@ Az, hogy e fogalom tartalma pontosan mi, az az id6k folyaman
jelentésen viltozott.

© Az egyik legelsé6 megfogalmazas Euklidesz posztulatumaiban
olvashatd, de a fogalom az Euklideszt megel6z6 id6bdl szarmazik.

A gorok klasszikus kor.

O Kiterjedt vizsgalatok folytak, amelyek koziil tobbet ismeriink.

@ A fonnmaradt anyagokbdl vildgos, hogy a szerkesztés fogalman
valamiféle elvi konstrukcidt értettek.

© Ennek koszonhet6en a hdrom nevezetes és sokak altal targyalt
probléma mindegyikére szdmos megoldds sziiletett.
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XVIII. szazad.

o Ekkor alakult ki a ma hasznélt fogalom.

A szerkesztés modern fogalma.

o Torténetileg téves ezért az , euklideszi szerkesztés" elnevezés.

@ A lényeges véltozdsnak tudhaté be, hogy ebben az (utdbbi)
értelemben a hires Skori problémédk egyike sem oldhaté meg.

@ Hangsilyozni kell, hogy itt , szerkeszthet6ségrol”, tehat egy ,, elvi
kérdésrdl" van sz, azaz NEM szerkesztési algoritmusokrdl.

@ Példaul ismerjiik az Osszes olyan n természetes szamot, amelyekre a
szabalyos n-szog megszerkeszthetd, de igen kevés esetben ismerjik a
konkrét szerkesztési eljarast.

o Elsé pillantasra meglepd, hogy a szerkeszthetdségi problémak algebrai
eszkozokkel eredményesen targyalhaték Galois nyoman.
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A szerkeszthet6ség modern fogalma 1.

. A szerkesztés megengedett Iépései

© két adott vagy mar megszerkesztett ponton at egyenes hizésa,

@ adott vagy mar megszerkesztett pont korul adott vagy mar
megszerkesztett pontok dltal meghatarozott tavolsdggal, mint
sugarral kor rajzolasa,

© mar megrajzolt korok ill. egyenesek metszéspontjainak
meghatarozdsa.

4

1. Megjegyzés.

Az el6bbi foltételeknek megfeleld szerkesztéseket szokds ma euklideszi
szerkesztésnek nevezni.
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A szerkeszthet6ség modern fogalma 2. A szerkeszthet6ség modern fogalma 3.

2. Megjegyzés.

Vildgos, hogy csak pontok, egyenesek és korok szerkeszthetdk, sét elég

csak a pontok szerkesztésével foglalkozni, hiszen Azt mondjuk, hogy a sik egy pontja megszerkesztheté a H halmazbdl, ha
© egy egyenest annak két kiilonb6zé pontja meghatérozza, eleme valamely i € No-ra Hj-nek, ahol
@ minden kort meghataroz legfoljebb hdrom pont: a kozéppont, Q Hy=H,
valamint azon két pont, amelyek tdvolsaga a kor sugara. @ és minden i € N-re H; jeldli a H;_; halmazbél kézvetlenil

megszerkesztheté pontok halmazat.

© Ekkor azt is mondhatjuk, hogy a kérdéses pont i-Iépésben

A sik egy H ponthalmazabdl kozvetlentil megszerkeszthetSk: szerkeszthet8 H-bdl.
@ H pontjai, Q Vildgos, hogy H=Hy C Hi C H, C ...
@ két olyan egyenes (kor) metszéspontja, amelyeket két-két @ Mindig foltessziik, hogy |H| > 2 (egyetlen pontbdl ugyanis nem
(hdrom-hdrom) H-beli pont hatdroz meg, szerkeszthetd Gjabb pont).

@ egy olyan egyenes és kor metszéspontja(i), amelyek eleget tesznek az
elébbi foltételeknek.
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Az algebrai megkozelités 1. Az algebrai megkozelités 2.

Megjegyzés.

Foltesziik, hogy az eléforduld testek szamtestek, azaz a C test résztestei.

ErER. oo

s . Y " Definicié.
@ Koordinatageometriai: a pontokhoz valds szamparokat rendeliink,

Az L|K testbévités négyzetgyokbdvités, ha léteznek olyan

J K=Ky C K; C...C K; =L testek, hogy minden 1 </ < t-re K; a

i . K;_1-nek valamely x> — ¢; € K;_1[x] irreducibilis polinom egy gydkével

val6 bivitése, vagyis

A |H| > 2 foltétel jelentése most az, hogy
© megszerkeszthet6 egy derékszogii koordinata-rendszer, Ki=Kia(va), ¢ €Ki, V& & Kiaa. y

@ két ponthoz a 0, ill.az 1 szdmokat rendelhetjuk.

@ komplex szamokat rendeliink a pontokhoz.

J A négyzetgyokbovitések két tulajdonsaga.

Q@ Ha M|L és L|K négyzetgydkbévitések, akkor M|K is az.

@ Ha L'|K és L"|K négyzetgyokbévitések és L = [L' U L"], akkor L|K is
négyzetgyokbdvités.
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Az algebrai megkozelités 3.

Polinom gyokeinek szerkeszthetGsége 1.
3. Téteel. |

1. Tétel.

Legyen K C C (szdm)test. A z € C pontosan akkor van benne K valamely 3. Tétel.

négyzetgyokbdvitésében, ha megkaphatd K-beli elemekbd| (szamokbdl) az Legyen K(C C) test, tovdbbd f € K|x] irreducibilis polinom.

+,—,+, 7 (a négy alapmiivelet) és a négyzetgyckvonds véges szimii @ Ha f valamely gyoke benne van K egy négyzetgyokbdvitésében, akkor
alkalmazasaval.

2. Tétel.

Legyen H a Gauss-féle szamsik pontjai egy halmaza és 0,1 € H. Jeldlje K
a H-beli pontok (derékszogii) koordinatdi, mig K a H-beli szimok és
konjugdltjaik altal generalt testet. Tetszéleges z € C-re a kévetkezd
dllitasok ekvivalensek.

| \

@ A z pont megszerkesztheté H-bal.

@ A z pont koordinatdi benne vannak K egy valos
négyzetgyokbdvitésében.

@ A z benne van K egy négyzetgyGkbévitésében.
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f Galois-csoportjanak rendje 2-hatvany.

@ Megforditva, ha az f polinom Galois-csoportjanak rendje 2-hatvany,
akkor minden gycke eleme K egy alkalmas négyzetgyokbdvitésének.

v

1. Kévetkezmény.

Legyen H C C, és K a H-beli szimok és konjugaltjaik ltal generalt
résztest C-ben. Egy z € C pontosan akkor szerkesztheté meg H-bdl, ha z
algebrai K folétt, és minimalpolinomjanak K folotti Galois-csoportja
2-hatvany rendd.
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Polinom gyokeinek szerkeszthetGsége 2.

2. Kovetkezmény.

Legyen H C C, és K a H-beli szimok és konjugaltjaik altal generalt
résztest C-ben. Ha a z € C megszerkesztheté H-bdl, akkor z algebrai K
folétt, és minimdlpolinomjanak fokszama 2-hatvany.

V.

Nevezetes Gkori szerkesztési feladatok.

o E feladatokat elészor a gorogok fogalmaztak meg a Kr.e. V.
szazadban. Eredetiik nem ismert pontosan, de szdmos legenda ismert
réluk.

@ Szamos teljes és részleges megoldds sziiletett rajuk e korban, de akkor
mast értettek szerkesztésen. Példaul gond nélkiil , szerkesztettek”
térbeli parabolakat.
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Az Skori szerkesztési feladatok.

Kornégyszogesités.

o Szerkessziink egy adott sugart korrel azonos teriiletii négyzet.
@ Legyen az adott kor sugardnak két végpontja 0 és 1.

o A feladat azt jelenti, hogy a H = {0, 1}-bdl egy olyan a hosszdsagu
szakaszt kell szerkeszteniink, amelyre 22 =, azaz a = V.

Vildgos, hogy most K = Q.

@ Mivel az a = /7 nem algebrai Q folott (ugyanis a 7 transzcendens
szam, amit a XIX. szdzad végén igazoltak), a feladat nem oldhaté
meg.

o Megjegyzés. E problémdra az ékorban kizardlag részmegoldasok
sziilettek, csak bizonyos tn. , holdacskakat”, két koriv altal hatérolt
alakzatokat tudtak ,, négyszogeiteni”, kort nem.
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Az Skori szerkesztési feladatok. Az Skori szerkesztési feladatok.

Szogharmadolas.

Kockakettozés. o Szerkessziink meg egy olyan szdget, amely egyharmada egy adott

@ Ez az (n. (Déloszi probléma) szégnek.

o Megszerkesztend6 egy adott kockanal kétszer nagyobb térfogatu o A vélasz ismételten nem.
kocka (éle). o Az egyszeriiség kedvéért azt mutatjuk meg, hogy a 60°-0os sz6g nem

o Legyen az adott kocka egy oldalanak két végpontja 0 és 1. harmadolhatd, azaz nem szerkeszthet6 20°-os szog.

o A feladat azt tiizi ki, hogy szerkessziik meg H = {0,1}-bdl a v/2-t. o A 20°-os szog szerkeszthetSsége egyenértékii azzal, hogy a

o Az elébbihez hasonléan K = Q. Mivel a /2 Q folstti H = {0, 1}-b8l megszerkeszthetd a cos20° hosszlisagl szakasz.
minimélpolinomja x3 — 2, s ennek fokszdma nem 2-hatvény, e feladat o Mivel cos3p = 4cos® ¢ — 3cos, a cos20° gydke a 4x3 — 3x — %
sem oldhaté meg. polinomnak, vagyis a 8x3 — 6x — 1 (irreducibilis) polinomnak.

o Megjegyzés. Az dkorban szamos szellemes megoldast adtak meg DE @ A harmadfoki irreducibilis polinomok gyokei azonban nem
AKKOR MAS VOLT A SZERKESZTES DEFINICIOJA. ) szerkeszthetdk.

o Megjegyzés. Eliszi Hippiasz Quadratrixe.
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A szabalyos n-szog szerkeszthetGsége. A szabalyos n-szog szerkeszthetGsége.

Mely n € N-re szerkeszthet6 szabalyos n-szog? 2.

Mely n € N-re szerkeszthet6 szabalyos n-szog? 1. @ Tekintsiik a

o Legyen az n > 2 természetes szam primhatvanytényez6s folbontasa xP 1 (ka‘l)p —1
n= p{“ ...pls, ahol py, ..., ps kiilonbozé primek. PR 1 1
o A kiinduldsi halmaz most is a H = {0,1}, fgy K = Q. — PP-) +ka71(p72) NI = 1
o szabdlyos n-szog szerkeszthet6 <= primitiv n-edik egységgyok
szerkesztheté, an. pk—adik kérosztasi polinomot.
o primitiv n-edik egységgyok szerkeszthetd < Vi-re pf”—adik o Vildgos, hogy e polinom gydkei éppen a p*-adik primitiv
egységgyok szerkesztheto. egységgyokok, és irreducibilis Q folott.
° Ilgy azt a kérdést kell megvalaszolni, hogy mikor szerkeszthet pX-adik o Legyen ¢ primitiv pk-adik egységgydk. Mivel Q(e) test tartalmazza az
primitiv egységgyok. dsszes pk-adik egységgyokot, az a &« polinom folbontdsi teste.

|G(®p, Q)| = [Qe) : Q] = pH(p — 1),

e azaz a polinom Galois-csoportjénak rendje p*~1(p — 1).
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A szabalyos n-szog szerkeszthetOsége. Mit tudtunk a Fermat-primekrél a XIX. szazad kozepéig.

Mely n € N-re szerkeszthet6 szabélyos n-szog? 3.

Fermat sejtése.
Kérdés: pk=1(p — 1) mikor (mely p, k-ra) 2-hatvany? Az

Fo=2"+1

Mely n € N-re szerkeszthet6 szabalyos n-szog? 4.

O Ha p =2, vagy n. alakd Fermat-szamok minden n € No-ra primek. |

— 14 _ 1ot L ‘
Q- isap 12 fo 1 e dhatany

oy . _om .
Q Ez utobbllpontosan akkor teljesiil, ha p =2<" + 1, azaz p egy un. M 0 10 £ 4 A (B prffin. Bk el
Fermat-prim.

v

Gauss tétele. /

ahol a p1, ..., pt kiilonb6zé Fermat-primek.
/ Fs=2%2+1

3, 5, 17, 257, 65537.

Amire Gauss nagyon biiszke volt.

Osszetett szam, oszhaté ugyanis 641-gyel.

Eljarast adott a szabdlyos 17-szog szerkesztésére.
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Mit tudunk a Fermat-primekrdl 2000-ben?

Szemelvények.

@ F, osszetett szam minden 5 < n < 24-re és még néhany tovabbi n-re.

@ Egy rekorder Fp3471, amelynek tdbb mint 107°%° decimdlis jegye van,
és oszthaté 2 - 223473 1 1-gyel.

© Nem ismeretes djabb prim az Fj,, (n > 4) szdmok koz6tt.

©Q Fi4-r6l tudjuk, hogy Osszetett, de nem ismerjiik egyetlen primosztéjat
sem.

Q@ Csak n=5, 6, 7, 8, 9, 11-re ismert F, teljes primfolbontasa.

@ Han=25, 6, 7, akkor F,-nek pontosan két primosztdja van.
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