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Bolcsességek Haza Torténeti attekintés.

Az elsd (ma ismert) matematikai értekezés.
Bagdad, mint az dj tudomanyos kozpont. o Abu Abdallah Muhammad ibn Mdsza al-Hvarizmi al-Mandzsdszi
o Az iszldm tudomanyossag kb 1300-ig toretleniil fejlédétt, majd lassd (780-850) algebrai értekezése,
hanyatldsnak indult. o eredeti cime (roviden): Al-kitdb al-muktaszir fi-hisz4b al-dzsabr
@ A tudomanyos centrum ezzel parhuzamosan egyre északabbra keriilt, val-mukabala, azaz Révid kdnyv a dzsabr és a mukabala
a XV. szézadra mar a mai Uzbegisztan teriiletére. szamolasrol.
o A XVI. szazadtél mar Eurépaé a vezetd szerep. o Megtévesztd, mert a konyvnek csak egy kisebb része foglalkozik ezzel.
o A fonnmaradt legteljesebb és leginkabb autentikus arab kéziratat
Oxfordban 8rzik, ez 1362-ben késziilt. )
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Az els6 (ma ismert) matematikai értekezés.

A cimbeli kifejezések jelentése.

o al-dzsabr: egyrészt az egyenlet mindkét oldaldhoz azonos tagok
hozzaadasa, hogy kikiiszoboljik a negativ tagokat, masrészt az
egyenlet mindkét oldaldnak megszorzdsa ugyanazzal a szimmal, hogy
kikiiszoboljiik a torteket.

Egy tovabbi — féként irodalmi — jelentése: oOsszeillesztés.

o al-mukabala: a pozitiv tagok redukcidja (8sszevondsa) az egyenlet
mindkét oldalan azaltal, hogy azonos mennyiségeket vonunk ki az

oldalakbdl. |
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Részletek al-Hvarizmi értekezésébdl.

Legfoljebb masodfoku egyenletek.

Hat tipust tdrgyalt:
@ (1) négyzet egyenld a gyokkel: ax? = bx
@ (2) négyzet egyenld egy szdmmal: ax®> = ¢

3) gyok egyenld egy szdmmal: ax = ¢

5) négyzet és a szam egyenld a gydkkel: ax? + ¢ = bx
2

(
(
(4) négyzet és a gyok egyenlé egy szammal: ax? + bx = ¢
(
(

6) gyok és a szam egyenld a négyzettel: bx + ¢ = ax
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Az els6 (ma ismert) matematikai értekezés.

Megjegyzések.

1. Al-Karadzsi az al-mukdbala kifezejést ,, egyenl6vé tétel” értelemben is
hasznalta.

2. A szé irodalmi jelentése: Osszehasolitas, szembeallitas.

3. Az al-dzsabr kifejezést a nyugati arabban al-gebr-nek irtdk, egyik
irodalmi jelentése csontkovacs.
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al-Hvarizmi értekezése: (4) tipusu egyenlet.

1. feladat.

Egy négyzet és tiz gyoke ugyanazon mennyiségnek harminckilenc dirhem,
azaz mi legyen a négyzet, amelyet sajat gyokének tizszeresével novelve
harminckilencet ad?

Az eredeti szoveges megoldas.
Megfelezed a gyokok szdmat, amely most 6tot ad.
Ezt megszorzod 6nmagdval; a szorzat huszonot.

Add ezt hozza a harminckilenchez; az 6sszeg hatvannégy.

Vedd most ennek gyokét, ami nyolc, vond ki bel6le a gyok felét, ami
most Ot.

o A maradék harom. Ez a gyoke a keresett négyzetnek; a négyzet maga
kilenc.

4
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al-Hvarizmi értekezése: (4) tipusu egyenlet. al-Hvérizmi geometriai indoklasa.

A megoldds modern terminoldgidval. o Rajzoljunk egy négyzetet, és mindegyik oldaldhoz illessziink egy-egy

10 s
o Megoldands az 7 Magassdgl téglalapot,
x2 + 10x = 39 @ majd egészitsiik ki négyzetté, ami négy 14—0 oldald négyzet
hozzavételét jelenti.
egyenlet.
o A leirt 4talakitésok formalizalssa Az gbra.
x? +10x +25 = 39 + 25 dzsabr
(x+5)% =64 mukabala
x+5=v64=28
x=8=b=8 z? 25":1‘
Lényeges (j vonas. 5‘_{
A szoveges megolddst geometriai indoklds koveti.
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al-Hvarizmi geometriai indoklasa. al-Hvarizmi (4) tipust egyenletének formélis megoldésa.
o x>+ px=
2 2 2
A szdmols. o x*+4 (%Zx+4~(§) g+4-(2)°,

o A kapott négyzet teriilete 39 + 4 - (17?)2 = 64,
2
o Ennek oldala 8 hossziisagt, igy a , belsd négyzet” oldala 8 —2- 170 =3 o x+2- % =4\/q+4- (%) )
2
x=ya+(5)" - %
o Emlékezziink: p =10 és g = 39 volt a feladatban.
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al-Hvarizmi (5) tipust egyenlete.

2. probléma.

A 10-et két részre osztod. A részeket 6nmagukkal szorozva az dsszesen 58.

Megjegyzés.

Hvarizmi észrevette, hogy a feladatnak két pozitiv megoldasa van, azaz
bizonyos egyenleteknek két pozitiv gyoke lehet.

Szoveges megoldas.

Felezd meg a gyokoket, ez ot lesz,

és szorozd meg ezt onmagaval, lesz huszonot,

marad négy, vonj ebbdl gyokot, ez kettd lesz,

°
@ és vonj le ebbdl huszonegyet, amennyivel a négyzet ki van bévitve,
°
@ és vond ki ezt a gyok felébdl, azaz 6tbdl,
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al-Hvarizmi (5) tipust egyenlete.

A probléma megoldasa altalanosan.

co P (5)2 _q
2 2
2+ (5)
X == =) —
2 2) —19
)
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al-Hvarizmi (5) tipust egyenlete.

Szoveges megoldas: folytatds.

@ marad hdrom; és ez lesz a négyzet gyoke, amelyet keresel, a négyzet
pedig kilenc.

@ Ha pedig akarod, add ezt a hozza a gyokok feléhez, ez hét lesz,

@ és ez a négyzet gyoke, amelyet keresel, a négyzet pedig negyvenkilenc.

A probléma mai megoldasa.

A megoldandé egyenlet: X2 (10 — x)2 = 58.
@ 2x% 4100 — 20x = 58
@ 2x% +100 = 58 + 20x
o x?+21=10x

0o x=5-52-21=3  x=5++52-21=T.
J
200, i 2r. 1447

al-Hvarizmi (5) tipust egyenlete.

Hvarizmi geometriai indoklasa: elsé eset.

Tekintsiik a GCDE téglalapot (45. dbra), amelynek oldalai
GC = p, CD = x, és az ABCD négyzetbd| (teriilete x?) valamint a vele
hatdros GBAE téglalapbdl (teriilete (p — x)x) &ll.

M L N
7
£ TH 2
g 5 A
45. dbra
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al-Hvarizmi (5) tipust egyenlete.

Hvarizmi geometriai indoklasa: els6 eset.

M LK
7
d TA Z
& I &
45. dbra

o Foltételezve, hogy x < L (ez nem szerepel Hvarizminél!), a GC
szakasz F felezépontjdba merdlegest, ez FH, allitunk, amelyet a
HK = AH = g — x szakasszal meghosszabbitunk.

2013. februér 27. 17 / 47

Algebra torténet

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet)

al-Hvarizmi (5) tipust egyenlete.

Hvarizmi geometriai indoklasa: elsé eset.

“ LK

‘ 7 A 7

£ fid
45. b

@ az ABCD négyzetbd| (teriilete x?) valamint a vele hatdros GBAE
téglalapbdl (teriilete (p — x)x) all.

° fgy az IHKL négyzet teriilete, amely a GFKM négyzetnek és a GFHE,
valamint EILM téglalapok 6sszegének kiilonbsége, egyenlé a GFKM
és GBAE négyszogek teriiletének adott kiilonbségével,
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V.
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al-Hvarizmi (5) tipust egyenlete.

Hvarizmi geometriai indoklasa: els6 eset.

M 4L X
7
d TH 7
g F e é
45. dbra

o Megszerkesztjik a GMFK és IHKL négyzeteket, amelyek terlilete

(5 (5.

o EILM = FBAH, hiszen a szerkesztés szerint oldalaik egyenldk.

»
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al-Hvarizmi (5) tipust egyenlete.
Hvarizmi geometriai indoklasa: elsé eset.
M LK
4 T r Z
g Z ¢
45. dbra
@ azaz ) )
5= o
2 2
@ Hogyan indokolhat6 a masik gyok?
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Két gyok.

Megjegyzés.

Eszrevehettiik, hogy nemcsak a gyokot adja meg, hanem a gyok négyzetét
is. Ez altalanos a korai iszlam algebrdban. A X. szazadi Abu Kamil
példdul geometriai dton igazolt szabélyokat adott meg a (4)-(6) tipust
egyenletek esetére.
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Abu Kamil

Abu Kamil tillépett al-Hvarizmin legalabb két tekintetben:

@ Bonyolultabb egyenletekre vezeté problémakkal is foglalkozott, pl.
gyokmennyiségeket tartalmazdkkal;

@ bar szinte kizardlag geometridn alapulé indoklasokat hasznilt,
hatarozott aritmetizélasi tendencidk is folfedezhetdk nila.

Példak.

Szabdlyokat fogalmazott meg a tortekkel és a gyokmennyiségekkel vald
szamolasokra:
a a a2 a b
Vb= g2 2.2
°<b) b~ ab b a
a b a2+
©btaT

Q@ Vatvb=+Va+b++ab
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Kamil eredménye mai formulakkal.

(4) ax®+bx=c
(5) ax®+c = bx
(6) bx+c=ax?

P’ P2\’

= — 2 [

x="5+q pq+<2), 4)
2 2\ 2

_P Py 2

x="7-q+ (2) p?q, (5)
2 2\ 2

x:%+q+\/p2q+<%). (6)

2013, februér27. 22/ 47
, .

Abu Kamil

Megjegyzés.

Természetesen mindezeket konkrét szampéldakon keresztiil mutatta be:

V18 + /8 = \/18 + 8 + 2v/144 = /50, ill. v/2,
V104 v2 = /10 + 2 + v/20.

Miben dj Kamil?
Koveti Hvarizmi hagyomanyait, de a gorog matematika folhasznaldsaval,
és enyhe tovdbbvitelével til is 1ép rajta.
o Tekintsiik az
x2 +q = px
egyenletet.
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Abu Kamil Abu Kamil

Miben i Kémil? Miben dj Kamil?
iben dj Kamil?

2
R o o . Harom esetet vizsgalt. Mindig foltette, hogy (B) > q.
e O is kiszdmolta az 2
2 2
x=22 (B - @< <q
2 2 2 P2
Q x >(7) > q,
gyokoket, de ) 2
o de geometriai indokldsa részletesebb. Q (g) =q
@ Hvarizmi explicite csak azzal az esettel foglalkozott, amikor negativ ’
el6jelli a négyzetgyok. Euklideszre csak ebben az esetben lehet e dlEE csait,
hivatkozni, amit Kamil meg is tett.

Ekkor x2 < (§)2
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Abu Kamil Abu Kamil
Elemzés.
o ABCD x? teriiletii négyzet,
Abra.
o DCEF gq teriiletli téglalap, DF > DA.
£ £
o ABEF teriilete px, DF = p,
¢ Ly
A - @ ha G az AF szakasz felez6pontja, akkor e szakaszt G két egyenld,
mig D két nem egyenld szakaszra osztja.
/ 77 :
BE G Euklidesz 11.5. Tétele:
< Ha egy egyenesszakaszt egyenlé és nem egyenlé részekre osztunk, akkor a
teljes szakasz nem egyenld részei altal kozrefogott téglalap meg az
osztopontok kozotti szakaszra emelt négyzet egyiitt egyenls a szakasz
felére emelt négyzettel.
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Abu Kamil

A tétel alapjan:
o DF - DA+ GD? = AG?.
o Mivel DF - DA=q, AG = g, és a foltevés szerint GD = g — X, igy

° x=§_,/(g)2_qadédik.

o Réadasként Kémil Euklidesz stilusédban igazolta a CKGAIL sokszdg és

a DCEF téglalap teriiletének egyenl8ségét.
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Abu Kamil

Kamil sajat otlete.

0—x

Lo 1
o Dolognak nevezve azt amit mi

y? + 1 = /5y egyenletet irhatjuk fol,

o [T
@ amibdl y = 11 Eadodlk,

. ey o 10— /(1 1
@ és ezutdn meg kell oldania az els6foku 5 “ = 11 -3 egyenletet.

-szel jeloltiink, igy az

@ Ebbdl x elvileg konnyen kaphatd, de a nevezébe irraciondlis
(gyokmennyiség) keriilne, ami nem tetszik neki.
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Abu Kamil
Egy érdekes feladata.

Osszuk fol a tizet két részre (gy, hogy a részek hanyadosai 6sszege
o6nmagaval szorozva ot.

A megoldds mai szimbolikdval.
o Ha a két rész x és 10 — x, akkor megoldandé az
X I 10=x_ 5 egyenlet
10 — x x 24 ’

o Hwarizmi eljarasat kovetve

(2 + v/5)x? + 100 = (20 + v/500)x
x2 + /50000 — 200 = 10x

x =5 —1/225 — v50000.

o De ez a megoldds nem elégitette ki: Gjabb mddszert keresett.
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Abu Kamil

Kamil sajat otlete.

/.1
o Ezérta 10— % = lix2 egyenlet mindkét oldalanak négyzetét vette,

o igy az x> + 10x = 100 egyenlethez jutott, amit mar konnyii
megoldani,

@ és a szebb

x=v125-5

megoldast kapta.
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Omar Khajjam
OMAR BEN IBRAHIM AL-KHAJJAM GHIJJASU perzsa koltd, csillagasz és
matematikus ~ 1044 — ~ 1123.

@ Rubaiyat (E. Fitzgerald 1859, Szabé Lérinc)

@ 1074: naptarreform, Maliksah, Isfahan.

Harmadfokd egyenletek.

Hosszi ideig céfolatlan sejtése: A masodnal magasabfoki egyenletek nem

oldhaték meg gyokjelekkel, csak geometriai dton.

1. probléma: szam egyenl6 egy kobbel.
@ Megoldandé egy x3 = N alakii egyenlet.

o Kiindulépont: legyen adott két szakasz, és keresiink két olyan

szakaszt, amelyekkel a négy szakasz folytonos aranyban van, azaz ha

a, b a két adott szakaszhossz, akkor a keresett x, y szakaszokra
a:x=x:y=y:b.

V.

2013. februér 27.
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Omar Khajjam
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Vizsgélt egyenlet tipusok 1.
Egyik oldalon kéttagyi, a mésikon egytagti kifejezés 3ll (a teljesség kedvéért
a legegyszeriibb — mar vizsgdlt — egyenletet is foltiintettiik).
2=b (1)
x3+ax=b (2)
x34+b=ax (3)
x3=ax+b (4)
x2+ax®=b (5)
34+ b=ax? (6)
x3 = ax® + bx (7)
A megoldasokat kipszeletek metszéspontjaként kapta.
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Omar Khajjam

1. probléma: szdm egyenl6 egy kobbel.

x,y nyilvn az y?2 = bx és x>

segitségével kaphatdk.

= ay paraboldk metszéspontja

Omar konstrukcidja: egységnégyzet alapi N magasagi hasdbot
konstrualt.

A feladat ezen hasdbbal egyenlé térfogati kocka konstrudldsa.

Ha N = 2, akkor ez nem mas, mint a klasszikus kockaket6zési
probléma.

A chioszi HIPPOKRATESZ megmutatta, hogy e feladat épp az emlitett
folytonos aranyu szakaszok keresésére redukélhaté. Omar is ere
hivatkozott. A paraboldkon alapulé megoldds MENAICHMOSZ-t4I
szarmazik.
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A (2) egyenlet.

o Az egyenlet x3 + c®x = c?h alakra étirva

a két gorbe (parabola és kor) egyenlete x? = yc  és  y? = x(h — x)
lesz.

A (3) egyenlet.

@ Az egyenlet x3 + c2h = c2x alakban frva,

2

a két gorbe egyenlete yc = x> és  y? = x(x — h),

azaz egy parabola és egy hiperbola.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Algebra torténet
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Omar Khajjam

A (2) egyenlet.
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Omar Khajjam
Tovabbi egyenletek.
Staxtbx=c (8)
x3+ax?+c=bx (9)
X34 bx +c = ax? (10)
ax® 4+ bx+c=x> (11)
Stax?=bx+c (12)
Bbx=a+c (13)
x5+ c=ax® + bx (14)
Minden esetben két-két kipszelet metszéspontja adta a megoldést.
Példaiban mindig volt egy pozitiv megoldas.
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Omar Khajjam

A (3) egyenlet.

(33, dibra
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Omar Khajjam egy szép megoldésa.

A probléma

o Egy kob meg egy oldal és valamely szam egyiitt egyenlé egy
négyzettel

o Mai megfogalmazéssal: ha adott egy egységnyi szakasz, tovdbba az

a, b, ¢ szakaszok, akkor konstrudljunk meg egy olyan x szakaszt,

amelyre x3 + b2x + a° = ox?.

Megjegyzések.
Q@ Azért geometriailag fogalmaztunk, mert a megoldas is ilyen.

@ Az egyenlet egyiitthatdinak alakja a gorogok éltal bevezetett din.
homogenitas elvére utal: hosszlsig csak hossziisdggal, teriilet csak
teriilettel, térfogat csak térfogattal adhaté Ossze.
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Omar Khajjam egy szép megoldasa. Omar Khajjam egy szép megoldésa.

Abra.

A szerkesztés elokésziiletei.

A parhuzamos szel6k tételét hasznalta.
@ Keressiink egy olyan z szakaszt, amelyre b: a=a: z.
@ Hatdrozzunk meg egy olyan m szakaszt, amelyre b: z =a: m.
@ Vildgos, hogy m = a3/ b?.
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Omar Khajjam egy szép megoldasa. Omar Khajjam egy szép megoldésa.

A szerkesztés. A szerkesztés

B @ 4. A BC szakaszon szerkessziik meg azt a G pontot, amelyre
ED : BE = AB : BG, majd rajzoljuk meg a DBGH téglalapot.

@ 5. A H ponton &t rajzoljunk egy olyan derékszogii hiperbolat
(egyenlete xy = const.), amelynek aszimptotdi az EF és ED
egyenesek. Messe a hiperbola a félkort J-ben.

o 1. Vegyiik fol az AB = m = a3/b? és a BC = c szakaszokat egymds
utan.

o 2. Rajzoljunk egy félkort az AC szakasz mint d4tméré folé, és allitsunk

. . @ 6. Hazzunk J-n keresztiil parhuzamost DE-vel, s messe ez EF-et
ra merdlegest B-ben. Ez a félkort D-ben metszi. P

— ) ) ’ K-ban, BC-t L-ben. Messe a GH az EF-et M-ben.
@ 3. A BD szakaszra mérjiik fol a BE = b tavolsdgot, s hdzzunk E-n ° 7. AIIl’tjuk, e 51 ) i o | esttedte] ol e

keresztiil egy EF parhuzamost az AC egyenessel. y

y
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Omar Khajjam egy szép megoldésa.

A bizonyitas.

o Mivel J, H a hiperbola pontjai, (EK)(KJ) = (EM)(MH).

e ED : BE = AB : BG maga utén vonja, hogy (BG)(ED) = (BE)(AB).

o Az el6z6 két egyenl6séghdl:
(EK)(KJ) = (EM)(MH) = (BG)(ED) = (BE)(AB).
o Mivel

(BL)(LJ) = (EK)(BE +KJ) = (EK)(BE) + (EK)(KJ) = (EK)(BE)+
(AB)(BE) = (az el8bbi alapjan) = (BE)(EK + AB) = (BE)(AL),
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Omar Khajjam egy szép megoldésa.

Konklizié.

Rendezve az utdébbi egyenletet
(BL)® + b*(BL) + a> = ¢(BL)

adédik, tehat a
BL=x
valéban megolddsa a harmadfoki egyenletnek.
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Omar Khajjam egy szép megoldésa.

A bizonyitas.

o és igy kapjuk, hogy (BL)?(LJ)? = (BE)?(AL)?.
o Az elemi geometridbdl (magassagtétel) tudjuk, hogy
(LJ)? = (AL)(LC).

o Az el6z6 két pont alapjan (BE)?(AL) = (BL)?(LC), vagyis
(BE)?(BL+ AB) = (BL)*(BC — BL).
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