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EVARISTE GALoIs (1811 - 1832)

1826-ban Uj igazgatd: a , valldsos nevelés” nagymérvii erGsitése.

Ez mar nem taldlkozott Galois érdekl6désével és sok problémaja
addédott miatta.

Szerencséjére, de egyben szerencsétlenségére is az (ij matematika
tanara Vernier a korabbi Lacroix konyv helyett Lagrange geometridjat
alkalmazta tankonyvként.

Ez nagyon megtetszett Galoisnak, szinte napok alatt 4tolvasta az
egészet, ami két tanév anyaga lett volna.

Ez volt a donté momentum, ami véglegesen a matematika felé
forditotta.

Csak az elmélet szarnyaldsa érdekelte, a gyakorlé feladatok nem.

legtobb tandranak ez nem tetszett.
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EVARISTE GALOIS (1811 - 1832)

Klukovits Lajos (TTIK Bolyz Eurépa

1811. oktdber 25-én sziiletett egy Parizs kozeli kisvdrosban
Bourg-la-Reine-ben, ahol apja polgarmester volt.

A csalad a forradalom 1789-es kitorésétdl fogva annak Oszinte hive
lett, ami meghatarozta neveltetését.

1823-tél a nagy miltd Louis-le Grand Liceumban tanult,
amelyet eredetileg 1563-ban alapitottak jezsuita iskolaként.

A XVII. szdzadra egy olyan jéhir(i intézmény lett, hogy XIV. Lajos a
nevét adta neki.

Az egyetlen olyan iskola Parizsben, amelyik zavartalanul miikodott a
forradalom alatt is.

J6 otthoni (elsésorban anyai) el8képzettsége révén az iskola egyik
legjobb tanuldja lett, dijakat nyert gorog és latin forditdsaival.
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EVARISTE GALOIS (1811 - 1832)

Egy 1827-es jellemzésébdl: Semmi mds nincs munkdjaban, csak furcsa
fantdzialds és elutasitas; mindig azt csinalja amit nem kellene.
Minden nap valami rosszat cselekszik. Szérakozott ,,dumaldda”.

Egyetlen tdmogatdja, a matematika tandra javaslatara folvételizett az
ECOLE POLYTECHNIQUE-be. A vizsgén azonban megbukott 1828
juniusdban. Visszatért régi iskoldjaba.

Uj matematika tandra: Louis-Paul-Emile-RICHAR, aki rogton
észrevette, tanitvdnya nem mindennapi tehetségét.

Galois élete talan legboldogabb idészaka kovetkezett.

Tanara jellemzése: ...e tanulé messze kimagaslik az osztaly tobbi
tagja koziil.

Galois megismerkedett a korabeli matematikai kutatdsok f6 iranyaival,
Legendre, Gauss, Lagrange és Cauchy fontosabb eredményeivel.
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Els6 matematikai eredményei

EVARISTE GALoIs (1811 - 1832)

@ Az 1818-ban alapitott Annales de Mathématique 1829. aprilis 1-i
szamaban jelent meg elsé dolgozata, a befutott tuddsok dolgozatai
kozott.

o A dolgozat fététele: Ha egy tetszéleges foki racionalis egytitthatds
egyenlet valamely gyoke egy tisztan periddikus lanctort, akkor az
egyenletnek van még egy ilyen alaku gyoke, amelyet gy kapunk, hogy
a —1-et elosztjuk azzal a tisztan periodikus lanctorttel, amelynek
periodusa éppen az el6bbi lanctort periddusa, csak a abban a tagokat
forditott sorrendben kell irni.

@ Részletesebben, ha f(x) € Q[x], és f(«) =0, ahol
o = (ao; a1, -- -, ak), akkor () = 0 is teljesiil, ahol
B =-1/{a0; 3, - a1)-

@ A dolgozaton még erbsen érzédik Lagrange hatdsa, szinte semmit sem
mutat Galois kés6bbi eredeti gondolataibdl.
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EVARISTE GALoIs (1811 - 1832)

Két tovabbi dolgozata.

@ 1829 majusiban kiildte el Galois az Akadémidnak az egyenletek
megoldhatdsagéval foglalkozé elsé dolgozatat,

@ majd majd nyolc nappal késdbb még egyet, amelyben primszamfok
egyenletekkel foglalkozott.

o Mindkettét Cauchy kapta meg referdlasra, aki egyszeriien elvesztette
azokat. A mai napig sem keriiltek eld.
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Els6 matematikai eredményei

EVARISTE GALOIS (1811 - 1832)

Részletesebben:

a=a = (ao; a1, a2, a3, a4, . . .)
ap +
a +
az +

1
ag+

a periédikus, ha van olyan k € Ng és m, t € N, hogy barmely i € N-re
Ak4i = Aktmt+i
Ez esetben az kovetkezd irasmodot hasznaljuk
o= <ao; al, ... 3k, Bkt1, - - - Jktm)
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gyenletek megold

EVARISTE GALOIS (1811 - 1832)

Ujabb félvételi kudarc.
o Nydron ismét folvételizett az Ecole Polytechnique-be, de most sem
jart sikerrel.
o A bizottsag éltal feladott kérdésre a tanarok szerint tdl roviden,
tomoren viélaszolt. Galois nem méltanyolta a professzorok szerinte
., érthetetleniil lasst folfogasat”, és rovid vita utan a tablatorl6t
hozzdjuk dobta.

o Ez végét jelentette egyetemi karrierjének.
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EVARISTE GALoIs (1811 - 1832)

1830. februdrjdban egy tjabb dolgozatot kiildott az Akadémianak
szintén az algebrai egyenletek megoldhatdsdgardl.

Az aktudlis birdlé Fourier volt, aki meghalt azel6tt, hogy érdemben
foglalkozott volna vele. E mii is elveszett.

1830. aprilisdban végre megjelent egy rovid dolgozata nyomtatasban.
Ebben a kordbbi — az Akadémiahoz kiildott — munkai néhany
eredményét kozolte bizonyitds nélkiil.

Az egyik f6 &llitas a kovetkezé volt.

Annak, hogy egy primfokd egyenlet gydkjelekkel megoldhatd legyen
sziikséges és elégséges foltétele az, hogy amennyiben két gyokét
ismerjiik, akkor a tébbi gydk veliik racionalisan kifejezhetd legyen.
Utalt ra, hogy ebbdl mar kovetkezik az 6todfoki egyenletek
gyokjelekkel valé megoldhatatlansiga.

EVARISTE GALoIs (1811 - 1832)

Poisson konkluzidja.

@ Minden téliink telhetét megtettiink, hogy megértsiik Galois
bizonyitdsat. Ervelései azonban nem eléggé vilagosak, nem eléggé
kidolgozottak, igy nem tudjuk megitélni pontossagukat, sét érvelései
egyikét sem tudjuk megfogalmazni e jelentésben.

A szerz8 azt kozli, hogy azon allitdsa, amely specidlis szerepet jatszik
a dolgozatban egy dltalanos elmélet része, amelynek szamos
alkalmazdsa képzelhet6 el.

Gyakran el6fordul, hogy egy elmélet részeit, amelyek egymdsra
éplilnek, egyszer(ibb teljességiikben megérteni mint az egyes
részleteket.

Ezért, hogy megfontolt véleményt tudjunk mondani meg kell varnunk
azt, hogy a szerzé a teljes dolgozatat elénk tarja. Az Akadémidhoz
benyidjtott, jelen formdju részletek alapjan nem tudjuk javasolni a
dolgozat jovahagydsat.
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EVARISTE GALOIS (1811 - 1832)

Harmadik benytjtott dolgozata.

1931. janudrjdban a korabbi két dolgozata javitott, bovitett
valtozatat nyujtotta be.

Az (j birdlék: Poisson és Lacroix, akik nem vesztették el,
Poisson el is olvasta.

DE egyszeriien azt mondta, hogy

NEM ERTI.
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EVARISTE GALOIS (1811 - 1832)

Az 1831-s dolgozat fébb eredményei 1.

Galois kiindulépontja az f(x) = 0 egyenlet, ahol f(x) egy olyan
polinom, amelynek egyiitthatéi ismert mennyiségek,
pl. raciondlis, vagy irraciondlis szamok, esetleg egyszeriien betiik.

Ezen egyiitthatdk raciondlis fliggvényeit egyszeriien raciondlisoknak
nevezte.

Ezekhez tovdbbi mennyiségeket, példaul egységgyokoket, azok
racionalis kifejezéseit adjungélta, s mindezeket tdgabb értelemben
raciondlisoknak tekintette. Tehat

mai terminolégiaval: az egyiitthatok dltal generalt testet
gyokmennyiségekkel bévitette.

Ha az f(x) polinom az alaptest (az egylitthatdk altal generdlt test)
folott faktorizdlhatd volt, akkor reducibilisnek nevezte, ha pedig nem,
akkor irreducibilisnek.
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EVARISTE GALoIs (1811 - 1832)

Az 1831-s dolgozat f6bb eredményei 2.

o Cauchy-t kovetve hasznélta a permutacic és a helyettesités fogalmat,
azaz az el6bbi véges sok elem valamely sorrendjét, rendezését, mig az
utdbbi az egyik sorrendrdl (rendezésrél) egy mésikra valé 4ttérést
jelentette.

o Bevezette a helyettesitések csoportjanak fogalmat, ezen egyszeriien a
helyettesitések szorzdsra (egymds utani végrehajtdsira) zart halmazat
értette.

o Megjegyzés. Abban a korban természetes volt, hogy amennyiben
egy helyettesitést tekintettek, akkor mindig rendelkezésre allénak
vették az inverzét is.

o 1. Lemma. (Abel 1829-es dolgozatdnak 1. Tétele.) Ha egy f
polinomnak van kézés gyoke valamely g irreducibilis polinommal,
akkor g|f.
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EVARISTE GALoIs (1811 - 1832)

Az 1831-s dolgozat fébb eredményei 3.

o E lemmabdl specidlis esetként rogton adddik az az allitas, amit ma
primitiv elem létezéséként fogalmazunk meg. Ez Galois-ndl a
kovetkezd format olti.

e 3. Lemma. Ha V az elébbi, akkor az a, b, c, ... mindegyike
kifejezhet6 V raciondlis fiiggvényeként.

o Galois bizonyitasa. Legyen
V= 99(37 b: Gy )

@ Most pemutéljuk Ugy a b, c, ... gyokoket, hogy az a fixen marad, és
képezzik a

[V—=e(ab,c,...)]- [V—¢(a,c,b,..)0] ...

szorzatot.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Eurépa 2013, 4prilis 17. 15 / 57

EVARISTE GALOIS (1811 - 1832)

Az 1831-s dolgozat fébb eredményei 2.

o Kovetkezmény. Ha V az irreducibilis g(x) = 0 egyenlet egy ismert
gydke, akkor a K alaptest ismeretében a K(V') testbévités is ismert.

o Bizonyitas. A testbovitések elméletébdl ismert, hogy
K(V) = K[x]/(8)-

@ 2. Lemma. Ha a g(x) = 0 egyenletnek nincs tébbszérés gydke, s
gyokeit a, b, c, ... jeloli, akkor mindig megadhaté a gyokok egy olyan
V fiiggvénye, amely a gyokok minden permutaldsakor kiilénbozé
értéket vesz fol.

o Galois szerint V lehet példaul a kovetkezd kifejezés:

V=Aa+Bb+Cc+..., (1)

ahol A, B, C, ... alkalmas egészek.
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EVARISTE GALOIS (1811 - 1832)

Az 1831-s dolgozat fébb eredményei 4.
@ Ez utdbbi szimmetrikus fliggvénye a b, c, ... gyokoknek, amelyek a
g(x)/(x — a) polinom gydkei,
o tehat kifejezhet6 az a raciondlis fiiggvényeként.

o igy egy
F(V,a)=0 2
egyenlethez jutunk,
@ amelynek a
g(x)=0 ®3)

egyenlettel csak az a a kozos gyoke, tehat

o nem fordulhat el8, hogy F(V/, b) zéré legyen.

o Mivel (2) és (3)-nak csupén egy kozds gydke van, az racionalisan
kifejezhetd, tehat az a racionalis fiiggvénye a V-nek.
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EVARISTE GALoIs (1811 - 1832)

Az 1831-s dolgozat fébb eredményei 5.

o Megjegyzés. Galois azon allitdsa, mely szerint F(V/, b) # 0 korrekt,
ha a bal oldal

[Vftp(b’avcv"')]'[V799(bvcva:“‘)]'~~~7

ahol a ¢ argumentumaként az Gsszes olyan permutacié eléfordul, ahol
az elsé helyen a b all.

o Késdbb szigorian igazoltak, hogy igy elvégezhetd a bizonyitas.

o Poisson megjegyzése a 3. Lemmardl: , annak bizonyitdsa folosleges,
mert mar szerepel Lagrange egy dolgozataban.”

o E megjegyzése érthetd, mert Galois csak vézlatos bizonyitasat adja
annak, hogy F(V, b) nem lehet zéré, mig Lagrange bizonyitdsa

teljesebb.
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EVARISTE GALoIs (1811 - 1832)

Az 1831-s dolgozat fébb eredményei 7.
o 1. Tétel. Van az a, b, c,... gyokok permutacisinak egy olyan
csoportja, hogy
o (1) a gyokek minden olyan fiiggvénye, amely e helyettesitésekkel
szemben invaridns raciondlisan megadhatd;
o () és megforditva: a gybkék minden raciondlis fiiggvénye invaridns e
csoporttal szemben.

o Megjegyzés. Kovetkezetlen széhasznalat: el6bb permutaciét emlit,
majd helyettesitések csoportjat, de mondanivaldja ennek ellenére
teljesen vildgos. A bizonyitas korrekt, de tomorsége miatt igen nehéz
megérteni.
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EVARISTE GALOIS (1811 - 1832)

Az 1831-s dolgozat fébb eredményei 6.
o Kovetkezmény. Mai terminoldgidval

K(a, b,c,...) = K(V), (4)

ahol K az alaptest és V' primitiv elem, igy az gyoke egy irreducibilis
egyenletnek.

@ Jelolje a tovabbiakban ezen egyenlet Osszes gyokét
v, V' V//7 o V(n—l).

o 4. Lemma. Ha a = ¢(V) gyoke az eredeti egyenletnek, vagyis
(3)-nak, akkor o(V'), o(V"), ... is gydke annak.

@ Ezutdn csak annyit jegyzett meg, hogy az allitds igen egyszeriien
igazolhatd,

@ majd kovetkezik a fététel.
Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Eurépa 2013. aprilis 17. 18 / 57

EVARISTE GALOIS (1811 - 1832)

Az 1. Tétel bizonyitdsa (Galois)

o Az egyik Iépésben Galois azt vizsgélta, hogy hogyan valtozik az
egyenlethez tartozd csoport (a helyettesitések csoportja) akkor, ha az
alaptestet egy segédegyenlet valamely, vagy Osszes gyokének
adjungaldsaval boévitjiik.

o Vildgos, hogy a bévités révén az eredeti G csoport valamely H
részcsoportjat kapjuk. Ha a H egy valddi részcsoport, akkor G a
kovetkezdképp bonthaté fol:

G=H+HS+HS +... (5)

@ vagy
G=H+TH+TH+... (6)

alakban. (S ill. T permutdciét, vagyis csoportelemet jeldl.)
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EVARISTE GALoIs (1811 - 1832)

Az 1. Tétel bizonyitdsa (Galois)
o E Iépések nem igazan vildgosak az eredeti dolgozatba, csak egy
Chevalier-hez irott levél alapjan lett az.
o Galois: ,, A két folbontds altaldban nem egyezik meg. Ha
megegyeznek, akkor a folbontds valddi.”

Modern terminoldgidval: ez esetben a H normaloszté G-ben.

Speciilisan, ha a segédegyenlet mindegyik gyokét adjungéljuk, akkor
a folbontas valddi.

o Ez éppen Galois 3. Tétele a dolgozatban. Ennek bizonyitasat
elhagyta, mint olyat, amelyet , az olvasé egyszeriien elvégezhet”.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Eurépa 2013. aprilis 17. 21 /57

EVARISTE GALoIs (1811 - 1832)

A valasz.
o Tegyiik fol, hogy ha egy olyan r gyokmennyiséget adjungalunk, amely
az
xP—s=0 (7)
egyenlet gyoke,
o a tekintetett helyettesitések csoportja (ma Galois csoport)
reduk3lédik.

o Mivel az alaptest tartalmazza az

p-edik egységgyokoket, ugyanezt a redukaldst eredményezi (7) Ssszes
gyokének adjungaldsa is.
o Galois 1831-es dolgozata 3. Tételébd| kovetkezik, hogy ez esetben az

(5) félbontas valédi, azaz H normalosztd.
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EVARISTE GALOIS (1811 - 1832)

A & kérdés és a vélasz.
@ Most kovetkezik a f6 kérdés:
o Mely esetekben oldhaté meg az egyenlet gyokjelekkel?

o Vildgos, hogy elég csak primkitevéjli gyokvonasokkal foglalkozni.
Galois mindig foltette, hogy a p-edik (p prim) egységgyokoket mar
el6re adjungaltuk.

@ Ez nem jelent korldtozast, hiszen Gauss igazolta, hogy a p-edik
egységgyokok mindig megkaphatdk p-nél alacsonyabb foki
gyokvonasokkal.

@ Hiszen azok az 1 és az

Pl xP 24 4 x+1

Un. koérosztasi polinom gyokei.
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EVARISTE GALOIS (1811 - 1832)

A vélasz.

o Bizonyitds nélkiil allitotta, hogy az (5) folbontdsban szerepld tagok
szdma (a H G-beli indexe) a p primszam.

o Megforditva, ha van G-nek egy p indexti H norméalosztdja, akkor a G
Galois csoport a H részcsoportra redukalédik p-edik gyokok
adjungaldsaval.

o Ezen dllitast a modern tankonyvekben is gy bizonyitjdk, hogy egy
olyan ¥ fiiggvényt tekintenek, amely invaridns a H részcsoportbeli
permutacidkkal szemben, és megalkotjdk a

z="9+ ah +O42192+-..+0zp_119p_1 (8)

Lagrange rezolvenst, ahol « egy p-edik egységgyok,
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EVARISTE GALoIs (1811 - 1832)

A vilasz.

o mig VY1,v2,...,9,_1-et lgy kapjuk, hogy ¥-ra alkalmazzuk azon
S,S', ... helyettesitéseket, amelyek az (5) mellékosztalyokra
bontasban szerepelnek.

@ Ebbdl mar kdvetkezik, hogy a g(x) = 0 egyenelet akkor és csak akkor
oldhaté meg gyokvonasokkal, ha létezik olyan

GODHiDH;yD...DH,=E

részcsoportlanc, hogy Hy < Hi—1, vagy Hy < G, s az Gsszes index prim.

o Ez pedig (mai terminoldgidval) pontosan azt jelenti, hogy a G
fololdhaté csoport.
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EVARISTE GALoIs (1811 - 1832)

Konklizié.
o Mivel az altaldnos 6todfoki egyenlet Galois csoportja nem ilyen alakd,
igy ezen egyenlet nem oldhaté meg gyokjelekkel.
o Tehat Abel eredménye kovetkezik Galois elméletébdl. A dolgozat
végleges valtozataban Galois emliti is Abelt, de az elsd véltozatok
idején még Abel nevét sem ismerte.
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EVARISTE GALOIS (1811 - 1832)

A vélasz.

o Ezutdn foltette, hogy az f(x) = 0 irreducibilis egyenlet primszdmfokd,
fokszamat n jeldli.

@ Bebizonyitotta, hogy ezen egyenlet pontosan akkor oldhaté meg
gyokjelekkel, ha az egyenlet G csoportjaban minden olyan
helyettesités (permutécié), amely valamely x, gyokot egy xx gydkbe
visz a k-nak egy modulo n linedris transzformacidja, azaz

k'=ak+b (mod n).
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Az 3ltaldnos elmélet [EROESIT eI Y

Az eddig megismertek osszegzése 1.

Természetes kérdés.

Létezik-e barmely n-hez (n > 2) olyan k < n— 1, hogy tetszéleges
n-edfokd egyenlet megolddsa visszavezethetd egy (vagy tébb) k-adfokd dn.
rezolvens egyenlet megolddsara.

A kutatdsok altaldnos iranya egészen a XIX. szdzad elejéig a rezolvens
egyenletek keresésére volt (pl. Waring, Vandermonde, Lagrange, Malfati),
de volt néhany , eretnek”.

Ujabb kérdés a XVIII. szdzad utolsé harmadaban.

BIZTOSAN MEGOLDHATOK AZ EGYENLETEK?

Gauss 1799 (1816, 1849): a , klasszikus” algebra alaptétele

Minden legaldbb elséfoki komplex egylitthatds polinomnak van gyoke a
komplex szdmok testében.
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Osszegzés

Az eddig megismertek osszegzése 2.

A Ruffini-Abel tétel.

Az altaldnos 6téd- és magasabbfoki egyenlet nem oldhaté meg
gyokjelekkel. Masképpen mondva: nincs gyokképlet az 6tod- és
magasabbfoki egyenletekre.

Amit Galois hozzatett.

Egy teljesen mds Gton, mint el6dei egyrészt eljutott ugyanezen
eredményre, sét elegendd foltételt adott — ha nem is explicitet — az
egyes egyenletek gyokjelekkel valé megoldhatdsagara.

Hogyan tovabb?

Egy fontos kérdést kell tisztazni: amennyiben negativ eredményt
(valaminek a nemlétét) akarunk bizonyitani, elé6bb pontosan meg kell
mondani, hogy minek a nemlétét kivanjuk igazolni.

4
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A megoldhat: Bl A sziikséges algebrai fogalmak

A sziikséges absztrakt algebrai fogalmak, osszefiiggések 1.

1. Definicié.
Legyen A= {a1,...,an}, n € N tetsz8leges halmaz. A ¢: A — A bijektiv
leképezéseket permutdcicknak nevezziik.

Megjegyzések.

@ Ma ugyancsak permutacidknak szokds nevezni az A halmaz elemeinek
kiilénb6zd sorrendii folsorolasait is.

@ Emlékeztetiink, Galois (Cauchy nyomdn) helyettesitésnek nevezte azt,
amit mi ma permutdciénak hivunk.
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A megoldhatésag pontositéssa

A probléma megfogalmazasa.

Az elsé kérdés.

Legyen f = x" + a,_1x" "L 4 ... + ayx + ag tetszbleges polinom valamely
test folott, ahol (n > 2). Létezik-e olyan csak n-tdl fiiggd eljérds, amellyel
az f = 0 egyenlet gyokei megkaphatdk az ap, ..., a,—1 egylitthatokbdl a

négy alapmiivelet (8sszeadds, kivonds, szorzds és osztds), valamint
gySkvonasok (egész kitevds) véges sokszori alkalmazasdval.

A mésodik kérdés.

Ha az el6bbire valamely n-re nemleges a valasz, akkor létezik-e olyan
eljdras minden ilyen n-re, amely az n-en kivul az ag, ..., anp—1
egylitthatdktdl is fiigg?
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A sziikséges algebrai fogalmak

A sziikséges absztrakt algebrai fogalmak, osszefliggések 2.

2. Definicié.

Legyen G tetszdleges nemiires halmaz, és definidljunk rajta egy
(szorzdsként jeldlt) kétvaltozés miiveletet. Azt mondjuk, hogy a (G, -)
rendezett par csoport, ha

@ a miivelet asszociativ, azaz minden a, b, c € G-re a(bc) = (ab)c;
@ van olyan e € G, hogy minden a € G-re ae = ea = a;

© minden a € G-hez van olyan &’ € G, hogy, aa’ = da=e.

Példak.
Q (Z,+), (Up,-), ahol minden n € N-re U, jeldli az 6sszes n-edik
egységgyokok halmazat.

Q Jeldlje Sp az A halmaz Ssszes permutdciéi halmazat. (Sa, ) szintén
csoport, ahol ,,-" az ismert leképezésszorzast jeldli, az n-edfoku
szimmetrikus csoport, részcsoportjaik a permutaciécsoportok.
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A sziikséges algebrai fogalmak

A sziikséges absztrakt algebrai fogalmak, osszefliggések 3.

3. Definicié.
Legyen F nemiires halmaz, és definidljunk rajta két — Osszeadasnak és
szorzasnak jelolt — miiveletet. Azt mondjuk, hogy az (F;+,") rendezett
harmas test, ha
Q (F,+) és (F\ {0}, ) kommutativ miiveletii csoport,
Q tetszdleges a, b, c € F elemekre a(b+ ¢) = ab + ac, azaz a szorzds
disztributiv az 6sszeadasra.

Példa.
(T;+,-), ahol T lehet Q,R, C barmelyike.

4. Definicié.
Valamely csoport (test) azon részhalmazait, amelyek az eredeti miivelettel

(miiveletekkel) szintén csoport (test) részcsoportoknak (résztesteknek)
nevezziik. A komplex szdmok testének résztesteit szamtesteknek nevezziik.
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A megoldhatésig pont:

A sziikséges algebrai fogalmak

A sziikséges absztrakt algebrai fogalmak, osszefliggések 5.

6. Definicié.

Azt mondjuk, hogy a G véges csoport féloldhatd, ha léteznek olyan

Hi, ..., Hy részcsoportjai, hogy {1} = Ho<xHi<Ha <. .. < Hp1<Hp = G,
és a Hi/Hy_1 faktorcsoportok kommutativok (1 < k < m).

Megjegyzés.

E tulajdonsdg a kommutativitds egy altaldnositasa.
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A megoldhatésig pont

A sziikséges algebrai fogalmak

A sziikséges absztrakt algebrai fogalmak, osszefliggések 4.

Megjegyzés.
Mindegyik szamtest tartalmazza a raciondlis szamok testét.

5. Definicié.
A G csoport N részcsoportja normdlosztd, ha barmely g € G-re gl = Ng,
ahol g = {ga € G|a e N}. Jeldlése: N<G.

1. Tétel.

Legyen G csoport és N < G. Az Gsszes kiilonbozé g részhalmazok
halmaza — jeldlése G/N — G-nek egy osztélyozasét alkotjat. A

gH - hG = ghN miivelettel G/N csoport, a G N-szerinti faktorcsoportja.
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A sziikséges algebrai fogalmak

A sziikséges absztrakt algebrai fogalmak, osszefliggések 6.

7. Definicié. (Testbovitések.)

o Legyenek K C M testek. Ekkor azt is mondjuk, hogy M bévitése
K-nak. Haszndlni fogjuk erre az M|K jel6lést és a testbdvités
elnevezést.

o Megjegyzés. Ha M|K testb&vités, akkor M vektortér a K test folott.

o Az M|K testb8vités végesfoku, ha M véges dimenzids vektortér;

@ algebrai, ha ha minden a € M-hez van olyan K folotti nemzérd
polinom, amelynek ezen a gyoke;

o normdlis, ha valahanyszor egy f € K[x] polinomnak van gyoke

M-ben, mindannyiszor f minden gyoke M-ben van, azaz M folott
linedris tényez6k szorzatdra bomlik.
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A sziikséges algebrai fogalmak

A sziikséges absztrakt algebrai fogalmak, osszefiiggések 7.

8. Definicié.
o Legyen M|K testbdvités és a € M algebrai elem. A legkisebb

fokszamui olyan nemkonstans f € K[x] polinomot, amelyre f(a) = 0,
az a elem minimalpolinomjanak nevezziik.

o Megjegyzés. A minimdlpolinom irreducibilis, és konstans szorzé
erejéig egyértelmiien meghatdrozott.

o Az a,b € M elemek konjugdltak, ha minimalpolinomjuk megegyezik.

o Legyenek M, K testek, p: M — K bijektiv leképezés. ¢
izomorfizmus, ha minden a, b € M-re

(a+b)p=ap+bp,  (ab)p = (ap)(by).

Ha K C M és m: M — M olyan izomorfizmus, hogy minden a € K-ra
am = a, akkor w K félétti izomorfizmus.
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Galois elmélet a XX.

Galois elmélete modern terminoldgiaval 2.

A probléma megfogalmazésa 2.

o A K testet gyokmennyiségekkel addig kell béviteniink — minden
Ujabb gyokmennyiség adjungélasa elStt testté téve az elézbleg kapott
struktirdt — ameddig olyan testhez jutunk, amely tartalmazza a
gyokoket.

o Masképpen mondva olyan — gyokmennyiségekkel konstrualt és K-t

tartalmazé — testet kell alkotni, amely folott az (9) bal oldaldn 4ll6
polinom linedris tényez8k szorzatdra bomlik.

2. Tétel.
Legyen L|K végesfoki normdlis bévités.
Q Tetszbleges a € L és m € G(L|K) esetén a és am konjugdltak K folétt.

Q@ Ha a, b € L konjugdltak K félétt, akkor van olyan m € G(L|K), hogy
b = arm.

V.
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Galois elmélet a XX

Galois elmélete modern terminolégiaval 1.

1. Tétel.

Legyen L|K normdlis testbévités. A

G(L|K) ={n: L — L|m K folotti izomorfizmus} halmaz a
leképezésszorzassal, mint mlivelettel csoport, e testbévités
Galois-csoportja.

A probléma megfogalmazdsa 1.

@ Tekintsiik az

1

x"+a,1x"+...+ax+a =0 9)

egyenletet, ahol az egyiitthatdk valamely F O Q test elemei.

o Definicié. Az (9) egyenlethez tartozé alaptestnek a
K =Q(ap,...,an—1) testet, azaz a QU {ao,...,a,—1} halmazt
tartalmazd legsziikebb testet, nevezziik.
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Galois elmélet a XX

Galois elmélete modern terminolégiaval 3.

3. Tétel.

Ha L|K végesfoku normdlis bévités, akkor | G(L|K)| megegyezik az L K
folétti vektortér dimenzidjval.

Definicié.

Legyen f € K[x]. Az f polinom K fol6tti folbontdsi testének, azaz a
legsziikebb olyan testnek, amely fol6tt f linedris tényezdkre bomlik (ez az
alaptest egy normdlis bdvitése), Galois-csoportjat az f polinom
Galois-csoportjanak nevezziik.

Polinom Galois-csoportja masképpen 1.

Legyen az f K foldtti folbontasi teste L, és jeldlje ci,...,ck(€ L) az f
kiilonbdzd zérdhelyeit. Tetszéleges m € G(L|K)-ra és cj-re ¢ is zérbhelye
az f polinomnak, tehdt ¢;m = ¢; valamely j-re.

V.
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Galois elmélet a XX.

Galois elmélete modern terminolégiaval 4.

Polinom Galois-csoportja masképpen 2.

° fgy 7 meghatdrozza a gyokok egy 7 permutacidjat:

~ C1 C e Cl
™= .
aQm  Cm ... CkT

o Jeldlés: G(f|K) = {#|r € G(L|K)}

4. Lemma.
A G(LIK) — G(f|K), m— 7 leképezés bijektiv és szorzdstartd (azaz
izomorfizmus).

Megjegyzés.

Tehdt, G(f|K) az f gydkei egy permutacidcsoportjdval izomorf. G(L|K)
helyett &ltaldban ezen G(f|K) permutaciécsoportot hivjuk az f
Galois-csoportjanak.
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Galois elmélet a XX

Galois elmélete modern terminoldgiaval 5.

5. A Galois-elmélet fotétele 1.

@ Legyen N|K végesfoki normilis bévités, és definidljunk két halmazt,
az N K-t tartalmazé résztesteinek — az (n. kozbiils6 testeknek —
halmazat,

eamit 7 ={T|KCTCN, T test} jeldl,

@ és a G(N|K) Galois-csoport részcsoportjai halmazat, a
G ={H|H < G(N|K)-nak} halmazt.

o Tekintsiik a kovetkezd két leképezést:

r
e
T={T|KCTCN, Ttest} _ G={G|G < G(N|K)-ban},
A
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Galois elmélet a XX

Galois elmélete modern terminolégiaval 4.

5. Tétel.

Irreducibilis polinom Galois-csoportja a gydkok tranzitiv
permutaciocsoportja.

Megjegyzés.
@ A tétel kovetkezik a 2. Tételbdl.

@ Fontos, de nem kellemes tény, hogy nincs ,,altaldnos eljdras” a
G(f|K) Galois-csoport meghatdrozdsara.

Galois egy brilidns otlete.

Az , alaptest” gyckmennyiségekkel valé megfeleld bovitése létezése
egyenértékii azzal, hogy a polinom Galois-csoportja rendelkezik egy
bizonyos tulajdosaggal.
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Galois elmélet a >

Galois elmélete modern terminolégiaval 6.

5. A Galois-elmélet fotétele 2.
@ ahol
r: 7+— G(N|T),
o Vegyiik észre, hogy N|T végesfokd és normilis bdvités, mert N
szintén folbontasi test,
@ tovabba
A:G—{te N|tn=tVre G-re}

@ ugyanis egyszeriien belathatd, hogy a jobb oldalon valéban kozbiilsé
test all.
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Galois elmélet a XX.

Galois elmélete modern terminolégiaval 6.

5. A Galois-elmélet fotétele 3.
A T, A leképezésekre teljesiilnek a kovetkezék:
o Mindkét leképezés bijektiv, és egymds inverze. fgy

o tetsz8leges T kozbiilsd testre T = {t € N|tmr =t Vm € Tl-ra};
o G(N|K) tetszéleges H részcsoportjagra H = G(N|T) teljesiil, ahol
T={teN|tr=tVr e H-ra} test.
o Mindkét leképezés C-forditd, tehat

°
VTl, T,€T-re T; C T, = G(N‘T].) ) G(Nsz)
o és
VHl, H, € G-re HH C H, = H{A D HzA7
@ azaz

T1CT, <= G(N|T1)2G(N|Ty).
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Galois elmélet a XX.

Galois elmélete modern terminolégiaval 8.

Megjegyzések.

O Tetszbleges G csoport és H < G részcsoportra (G: H) a H
részcsoport szerinti (baloldali) mellékosztalyok szamat, azaz az dsszes
kiilonbozd gH alaki részhalmaz szdmat jeldli. Ez a H részcsoport G
csoportbeli indexe.

@ Ha T,K testek és T|K, akkor [T: K] ezen testbdvités foka, azaza T
K folotti vektortér dimenzidja.
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Galois elmélet a XX

Galois elmélete modern terminolégiaval 7.

5. A Galois-elmélet fotétele 4.
o Tetszéleges T kozbiilss testre [N : T] = |G(N|T)| és
[T:K]=(G(N|K): G(N|T)).
o Tetszbleges T kozbiilsd testre

T|K normédlis < G(N|T)< G(NI|K).
o Ha a T kozbiilsé testre T|K normdlis, akkor

G(T|K) = G(N|K)/ G(N|T).

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Eurépa 2013. &prilis 17. 46 / 57

Galois elmélet a XX. szdzadban

Galois elmélete modern terminolégiaval 9.

Definicié.

Azt mondjuk, hogy az L|K testbdvités radikalbdvités, ha léteznek olyan
K=KiCKiC...CK=1L

testek, hogy minden i =1,...t-re K; = Ki_1( 8/c;), ahol p; prim és
¢i € Ki—1. (Az egyes lépésekben szerepld primek kiilonbozék lehetnek.)

Megjegyzés.
@ Minden gyokvonds megkaphaté primkitevéjli gyokvondsok véges
sokszori alkalmazasaval, ezért szoritkozhatunk primekre.
@ Az elébbi definiciéban minden egyes 1épésben egy xPi — ¢; € Ki_1[x]
alaki polinom valamely gyokével bévitiink.
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Galois elmélet a XX.

Galois elmélete modern terminolégiaval 10.

7. Tétel.

Tetszbleges 0-karakterisztikaji K C L testre valamely a € L pontosan
akkor eleme K egy alkalmas radikalbdvitésének, ha az a kifejezheté K
elemeibél az +, —, -, 7 miiveletek és gyokvonds véges sokszori
alkalmazasaval.

Megjegyzés.
Valamely T test , O-karakterisztikdjusaga” azt jelenti, hogy barmely
nemzéré a € T és n € N-re na # 0. Az ilyen testeknek végtelenek.

8. Tétel.

Legyen K O-karakterisztikdju test és f € K[x] egy irreducibilis polinom. Ha
f valamely gydke benne van a K egy radikdlb8vitésében, akkor a G(f, K)
Galois-csoport fololdhaté. Megforditva, ha az f polinom G(f, K)
Galois-csoport fololdhatd, akkor e polinom minden gydke benne van a K

valamely radikalbévitésében.
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Galois elmélet a XX.

Galois elmélete modern terminolégiaval 12.

9. Tétel.
A (2) altaldnos n-edfokd polinom egyiitthatdi ltal generdlt test

f(u07 sy Unfl)
g(’-’07 ey Un—l)

KZQ(”Ov---»“n—l):{ : f7geQ[y07---7Yn—1]7g7£0}-

»

10. Tétel.

A (2) altaldnos n-edfoki polinom irreducibilis az egyiitthatéi altal generdlt
K test folott.

11. Tétel.

A (2) éltaldnos n-edfoki polinom K test folotti Galois-csoportja izomorf
Sp-nel.
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Galois elmélet a XX

Galois elmélete modern terminolégiaval 11.

Definicié.
Az 4ltalanos n-edfoku polinomnak az alabbi

X" 4 U x4 ux g (10)
polinomot nevezziik, ahol az wo, ..., u,_1 szimbdlumok Q folotti
hatdrozatlanokat jeldlnek, azaz tetsz8leges h € Q[yo, . - ., ya—1] polinomra

h(uo,...,u,,,l):() < h=0.

Megjegyzés.
Ez utdbbi tény Ggy is fogalmazhatd, hogy wp, ..., u,—1 algebrailag
fiiggetlenek Q folott.
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Galois elmélet a >

Galois elmélete modern terminolégiaval 13.

12. Tétel.
Ha n > 4, akkor az S,, szimmetrikus csoport nem fdloldhaté.

13. Kovetkezmény.

Ha n > 4, akkor a (2) altaldnos n-edfoki polinom egyiitthatéi 4ltal
generdlt testnek nincs olyan radikalbOvitése, amely tartalmazza e polinom
gyokeit.

14. Kovetkezmény. A Ruffini-Abel Tétel.

Nem létezik gyokképlet egyetlen 4-nél magasabbfoki egyenlet megoldasara
sem.

4
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Galois elmélete modern terminolégiaval 14.

Tovabbi kérdés.

Ha nincs csak n-tél fliggd eljards, van-e minden n > 4-re olyan, amelyik az
n-en kivil a polinom egyiitthatditdl is fligg?

o E kérdésre a Ruffini-Abel tétel nem ad vélaszt, s6t

o megkozelithetetlen a Galois-elméletet megel6z8en ismert
modszerekkel.

o Galois elmélete, Galois mddszere segitségével erre is valasz kapunk.

15. Tétel.

Tetszbleges n > 4-re van olyan n-edfoki polinom, amelynek

Galois-csoportja nem fdloldhaté.
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A Galois-csoport meghatdrozasa 1.

Az alaptest.

Az egyiitthatdk a raciondlis szamok Q testét generaljak. A klasszikus
Schénemann-Eisenstein tétel szerint f irreducibilis Q folott.

A gyokok kvalitativ vizsgdlata 1.

o Folhaszndljuk, hogy f folytonos valds fliiggvény, tovabba

lim f=-c lim f = o0,
X——00 X—00

azaz f-nek egy, harom vagy 6t valés gyoke van.
o Mivel
f(-=2) <0, f(0)>0, f(1)<0, f(2)>0,

f-nek legaldbb 3 valés gyoke van.
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A 2. kérdés.

Példa.
Illusztraciéként meghatdrozzuk az

f=x>—4x+2 (11)

otodfoki polinom Galois-csoportjat, amely Ss-tel izomorf.
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A Galois-csoport meghatdrozasa 2.

A gyokok kvalitativ vizsgalata 2.
@ Mivel azonban az f/ = 5x* — 4 polinomnak csak 2 valés gydke van, az
f polinomnak 3 valds és 2 komplex (egy konjugélt par) gyoke van.
o Legyenek x1,x € C\ R, x3,xs, x5 € R a gyokdk (x1 = X2)
o Legyen f folbontdsi teste N = Q(xi, ..., Xs).
@ Vildgos, hogy N-re megszoritva a komplex konjugalds olyan QQ folotti

automorfizmus, amelynek a gyokokre valé megszoritdsa az xi, x2
folcserélése.

o Kaptuk, hogy G(f,Q) tartalmaz transzpozicidt.

Egy csoportelméleti lemma.

Ha p primszém, G C S, pedig egy olyan tranzitiv permutdcidcsoport,
amely tartalmaz transzpoziciot, akkor G = Sp.

4
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A Galois-csoport meghatdrozasa 3.

A végsd konklizid.
o E lemma alapjdn G(f,Q) = Ss, igy nem fololdhaté.

o Kaptuk: f gyokeit Q egyetlen radikalbOvitése sem tartalmazza.
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