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Egy érdekes feladat  Hogyan tovabb? Az 1. lépés A 2. lépés A 3. lépés A 4. lépés 5. lépés

A tovéabblépés eldtt.
Egy érdekes egyenlet.

e Ez igen j6 kozelités, hiszen elvégezve a gyokvondsokat
A~ 1,990369453344395,

o és ekkor x &~ 1,990369453344394

o A hiba nagysigrendje minddssze 10715,

F. Viete megoldasa

o |V. Henrik francia kirdly udvari ligyésze, csillagasza és
matematikusa észrevette, hogy a bal odal megkaphaté
sin 45x-bél, és egy alkalmas transzforméacidval.

o E folismerés alapjan Viete 23 megoldast taldlt

sin (2 — ng°
(35~ &)

0<n<23
45 sn<

e alakban.

6.

1épés

Egy érdekes feladat  Hogyan tovabb? Az 1. Iépés A 2. Iépés A 3. lépés A 4. lépés 5. lépés 6. Iépés

A tovéabblépés eldtt.

Egy érdekes egyenlet.

e 1593-ban a flamand Adrian van ROOMEN a kovetkezd
feladatot tette kozzé.

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet (roviden irva).
x*® — 45x* 1+ 945x* —12300x%° + ... — 3795x3 + 45x = A

o Megjegyezte, hogy egyenlete szabdlyos sokszogek
vizsgdlatabdl adddott, és

el6szor specialis eseteket kellene elintézni. Példaul

e ha A=1/2+1/2+V2+V2,
e akkor
x=A\2=1\/[2+1/2+1/2+V3,
y érdekes feladat  Hogyan tovdbb? Az 1. lépés A 2. lépés A 3. lépés A 4. lépés 5. lépés 6. lépés

Hogyan tovabb?

Fontos észrevétel.

e Az mar rég Gta ismert, hogy a masodfoku egyenlet megoldasa
visszevezethetd egy elséfokiéra. Az imént lattuk, hogy a
harmadfok( egyenlet megolddsa méasodfokd, mig a negyedfoku
egyenlet megoldasa harmadfok( egyenletre vezethetd vissza.

o Kérdés.

e Magasabb kitevokre is ugyanez igaz?

7. lépés



gy érdekes feladat

fogyan tovdbb? Az 1. lépés A 2. lépés A 3. Iépés A 4. Iépés 5. lépés 6. lépés

1. 1épés: Edward WARING.

Mar Viete is tudta:

e Haaz
X" —ax" T apx" 2 — 4 (-1)"a, =0
egyenlet gyokei x1, X2, ..., Xn,
o akkor

al=x1+X2+...+Xp

a = x1X2 +X1X3 + ... + Xp—1Xn

dp = X1X2...Xp.

o Azaz, az egyiitthatdk a gyokok elemi szimmetrikus
polinomjai.

Egy érdekes feladat  Hogyan tovabb? Az 1. Iépés A 2. épés A 3. lépés A 4. lépés 5. lépés 6. Iépés

Edward WARING.

E. WARING: Meditationes algebraicae (Oxford 1770)

e Behatdan vizsgélta az ln. ciklotomikus egyenletet:
x"—-1=0,

o és azt, hogy milyen alakdak azok az egyenletek, amelyek
gyokei
x= Yoy + Yoy + ...+ Va,
alakban allithatdk el6 az egyiitthatokbdl.
o Az aj-k az egyiitthaték szimmetrikus fliggvényei.

e Ez utébbi miatt 6 tekinthetd a Galois-elmélet els6 kozvetlen
eléfutardnak.

Egy

Egy

érdekes feladat  Hogyan tovdbb? Az 1. lépés A 2. Iépés A 3. lépés A 4. lépés 5. Iépés 6. Iépés 7. lépés

Edward WARING.

E. WARING: Miscellanea analytica (Cambridge 1762)

e Ha x1,x2,...,x, az elébbi egyenlet gyokei, akkor az
Sm=X{" +Xx3' + ...+ x;" alaku kifejezések az egyiitthatok
szimmetrikus polinomjai.

o Altaldnosan: az el8bbi gyokok minden racionalis szimmetrikus
figgvénye az egyenlet egyiitthatdinak raciondlis fliggvényeként
is elddllithatd.

E. WARING: Meditationes algebraicae (Oxford 1770)

Mar lényegében a mai formaban megadta a szimmetrikus
polinomok alaptételét (minden test fol6tti szimmetrikus polinom
elemi szimmetrikus polinomok ugyanazon test fol6tti polinomja),
és annak egy konstruktiv bizonyitasat.

érdekes feladat  Hogyan tovdbb? Az 1. Iépés A 2. Iépés A 3. lépés A 4. lépés 5. Iépés 6. Iépés 7. lépés

2. |épés: Alexandre-Theophile VANDERMONDE

Sul la resolution des equations (1770-es akadémiai
eléadassorozat).

o Az egyenletek megolddsdnak altalanos alapjait kereste,

e a masod- és a harmadfokd egyenletek ismert megoldasaibdl
indult ki.

Példaul, ha egy masodfokd egyenlet gyokei xq, x>, akkor a
megoldas, akkor azok

(x1 +x2 + 4/ (31 — x2)?).

N =

alakban is irhatdk,

ahol a négyzetgydk mindkét értékét figyelembe kell venni.



gy érdekes feladat

gy érdekes feladat Hogyan tovabb?

Hogyan tovabb? A2 lépés A3 lépés

Az 1. Iépés

2. |épés: Alexandre-Theophile VANDERMONDE

Sul la resolution des equations (1770-es akadémiai
eléadéssorozat).

e E formula

() i 0 0

alakban is irhat6, amelyben mar a gyokok elemi szimmetrikus
polinomjai szerepelnek.

e Ezek utdn azt kérdezte: irhatdk-e az altaldnos n-edfok
egyenlet gyokei is hasonlé alakban,

A 2. lépés

Alexandre-Theophile VANDERMONDE

Az 1. lépés A3.lépés A4 lépés 5. lépés

Az x11 — 1 =0 egyenlet

o Elészor egy olyan otodfokl egyenlet megolddsdra vezette
vissza a problémat,

amelynek gyokei
o+oh P+o% P+od ot

ahol p egy primitiv 11-edik egységgyok.

o A kapott otodfoki egyenletet annak ,, Lagrange-rezolvensével
oldotta meg, amely

L=x3+ax+ aZX3 +aixs + a4><5

alakd, és a egy primitiv o6todik egységgyok, x1, x2, X3, Xa, X5
pedig az 6todfokd egyenlet gyokei.

érdekes feladat

A 4. lépés 5. lépés 6. lépés 7. lépés Egy

érdekes feladat

6. lépés 7. lépés Egy

Az 1. Iépés A 2. lépés

Alexandre-Theophile VANDERMONDE

Sul la resolution des equations

Hogyan tovabb? A3. lépés A4 Iépés 5. lépés 6. lépés

® azaz
1 n
E((X1+--.+Xn)+ (QlX1+---+Qan)"

+{/(edx + -+ o)

+...+ {/(ngXl +...+ QZ’IX,,)"),

e alakban, ahol g1, ..., o, az n-edik egységgyokok.

e Ma az g1x3 + ...+ onx, alaki kifejezéseket
Lagrange-rezolvensnek nevezziik.

o A harmadfoki egyenleteknél a Wandermonde-Lagrange
médszer elvezet a gyokokhoz, negyedfokiindl is kisebb
médositassal.

e Magasabb fokszdmra mar csak specidlis esetekben

Hogyan tovdbb? Az 1. lépés A 2. lépés

Alexandre-Theophile VANDERMONDE

A3. lépés A4 lépés 5. lépés 6. lépés

Az x1' — 1 =0 egyenlet

e Ahhoz, hogy L® racionalis médon megadhaté legyen az x;
gyokoket specidlis sorrendben kell szerepeltetni.

e Ez most prébalgatdssal elérhetd.

Az x" — 1 = 0 egyenlet.

e Ezen dltaldnos esetben a megfelelé sorrend létezését igazolni
kellene.

Vandermonde Ugy vélte, hogy az x” — 1 = 0 egyenlet
megoldasa targyalhaté mddszerével, azaz minden esetben
létezik a kivanalmaknak megfelel6 sorrend.

Azt is kijelentette, hogy ennek igazoldsa nem lehet nehéz.

Bizonyosnak latszik, hogy nem volt tisztdban a nehézségekkel

7. lépés

7. lépés



sy érdekes feladat

Alexandre-Theophile VANDERMONDE

Az x" — 1 = 0 egyenlet.

o Késébb kideriilt, hogy a kivanalmaknak megfelelé sorrend
|étezése ekvivalens azzal, hogy a kitev6hoz, mint modulushoz
létezik primitiv gyok.

o A primitiv gyok fogalmat Euler vezette be, de csak Gaussnak
sikertilt igazolnia el6szor, hogy minden primhez létezik primitiv
gyok.

e Ma mar tudjuk, hogy egy n € N-hez pontosan akkor |étezik
primitiv gyok modulo n, ha n = 2,4, p¥,2p* ahol p paratlan
prim, k € N.

gy érdekes feladat  Hogyan tovibb? Az 1. Iépés A 2. lépés A 3. lépés A4 lépés 5. lépés 6. lépés 7. lépés

Joseph Louis LAGRANGE.

Réflexions sur la résolution algébrique des equations (Berlin,
1771)

e Lagrange kijelentette, ez kozvetleniil is megkaphato.

e Az a, b, c gyokok egy tetszdleges
y=Aa+Bb+ Cc (1)

linedris fligvényét tekintette,

amibdl a gyokok permutaldsaval Osszesen 6 ilyen linedris
kifejezést kaphatunk, amelyek természetesen egy hatodfoku
egyenlet gyokei.

o Megmutatta, hogy ha ez az egyenlet y3-ben masodfokd,

akkor a (1)-beli A, B, C egylitthatd sorozat sziikségképp
ardnyos az 1, a, a?, vagy 1,2, a sorozattal,

tehat visszakapjuk a kordbban mdr megismert eredményt.

fogyan tovdbb? Az L. lépés A 2. lépés A 3. lépés A4 Iépés 5. lépés 6. lépés 7. Iépés

Egy

Egy

érdekes feladat  Hogyan tovabb? Az 1. lépés A 2. Iépés A 3. lépés A 4. lépés 5. lépés 6. lépés 7. lépés

3. |épés az altaldnos probléma megoldésa felé: Joseph
Louis LAGRANGE.

Réflexions sur la résolution algébrique des equations (Berlin,
1771.)

e Kiinduldsul az x3 4+ nx + p = 0 alak(i harmadfokii egyenletet
vizsgélta.

e Ennek megoldasa j6l ismert az Ars Magna alapjan, x =r + s,
ahol r3, s3 egy masodfoki egyenlet két gydke.

e Lagrange megmutatta, hogy az r,s a kovetkezoképp all el6 az
egyenlet a, b, ¢ gyokeibdl:

1

r= g(a + ab + a%c)
1

s= g(a +a?b + ac),

ahol az a egy harmadik primitiv egységgyok.

érdekes felada Hogyan tovabb? Az 1. lépés A 2. lépés A 3. lépés A 4. lépés 5. lépés 6. lépés 7. lépés

Eldretekintés Galois felé.

Ezekben a gondolatmenetekben mar a Galois-elmélet szdmos
alapvetd otlete folsejlik.
1. Hatdrozatlanok, mint példaul az r, s kifejezhet6k a gyokok
szimmetrikus fiiggvényeiként.
2. Vizsgélta a (1) alakd raciondlis fiiggvények viselkedését
permutacidkkal szemben.
3. Az egységgyokok segitségével folépitett kifejezést hasznal
rezolvensként (a Lagrange-rezolvenst).



sy érdekes feladat

fogyan tovibb? Az 1. lépés A 2. lépés A 3. lépés A4 lépés 5. lépés 6. lépés

Joseph Louis LAGRANGE.

A negyedfoku egyenlet.

e Lagrange mddszerét eredményesen alkalmazta a negyedfoku
esetre is.
o Az
4 2 _
X"+ nx“+px+qg=0
egyenletrdl még Ferrari mutatta meg (természetesen még nem
ebben az alakban), hogy
e a megoldas els6 |épése az

1 1
v+ ony? —ay+ g(4ng — p?) =0

egyenlet megoldasa.

sy érdekes feladat  Hogyan tovabb? Az 1. lépés A 2. Iépés A 3. lépés A 4. Iépés 5. lépés 6. lépés

Joseph Louis LAGRANGE.

Az dltaldnos eset.

e Ezzel is megprébalkozott, de csak részleges eredményeket ért
el.

o A legtdvolabbra mutatdk egyike a kovetkezd.

e Tekintsiik egy n-edfok( egyenlet gyokei valamely
F(x',x", ..., x(M) racionalis fiiggvényét,

e ahol a gyokoket fiiggetlen véltozdnak tekintette és elészor
haszndlta rdjuk a , hatdrozatlan” elnevezést.

1y érdekes feladat  Hogyan tovbb? Az 1. lépés A 2. lépés A 3. lépés A 4. lépés 5. lépés 6. lépés 7. lépés

Joseph Louis LAGRANGE.

A negyedfok( egyenlet.
e Lagrange megmutatta, hogy ennek gyokei megadhatdk az
eredeti egyenlet a, b, ¢, d gyokei racionalis fuggvényeként:

1 1 1
u= E(ab +cd), v= E(ac +bd), w= E(ad + bc).

e Ha permutaljuk az eredeti egyenlet gyokeit,
e akkor az u csak az u, v, w valamelyikébe mehet at,

e ami szintén mutatja, hogy egy harmadfoku egyenlet gyokei.

ry érdekes feladat  Hogyan tovdbb? Az 1. lépés A 2. lépés A 3. lépés A 4. Iépés 5. lépés 6. lépés 7. I1épe

Joseph Louis LAGRANGE.

Az altaldnos eset.

o Legyen t és y a gyokok két raciondlis fliggvénye. Azt
mondjuk, hogy hasonldk, valahanyszor az 0sszes olyan
permutacié, amellyel szemben az egyik invarians, a masik is
az.

o Bebizonyitotta a kovetkezd tételt (amely a kdnyv 100. tétele)
o Ha az Osszes olyan permutdcio, amellyel szemben t invarians
az y is invaridns, akkor az y kifejezheté a t és az egyenlet

egylitthatdi raciondlis fliggvényeként.

o E tétel mar ténylegesen tekinthetd a Galois-elmélet
el6futaranak.



Egy érdekes feladat Hogyan tovabb? Az 1. lépés A 2. lépés A3 lépés A4 lépés 5. lépés 6. lépés 7. lépés Egy érdekes feladat Hogyan tovabb? Az 1. lépés A 2. lépés A 3. lépés A 4. lépés 5. lépés 6. lépés 7. lépés

4. 1épés az éltaldnos probléma megoldasa felé: Gianfrancesco MALFATI.
Gianfrancesco MALFATI. De aequationibus quadratocubicis dissertatio analytica (Siena
De aequationibus quadratocubicis dissertatio analytica (Siena 1771)

1771) o Ezutdn megszorozta (2)-t a kapott linedris kifejezésekkel, és
A harmadfoku egyenleteknél bevalt médszert megkisérelte egy 6todfoki Gn. kanonikus egyenletet kapott.
alkalmazni az otodfoki egyenletekre.

Ennek egylitthattdit 6sszehasonlitva (1)-gyel, és f =1
o Az helyettesitéssel

5 3 2 _
X7 +5ax” +5bx" +5cx +d =0 1) e m.p, q, n-re a kovetkezd foltételekhez jutott.

egyenlet
mn=y, pq=u

o x gyokét most az c
25uy — 5a% + 55 =z

x + mVFt+ pVE 4+ qV 2+ nV/f =0 ()

. i . Rengeteg szdmolds utan z-re egy hatodfokii egyenletet kapott.
egyenletbdl akarta szdrmaztatni.

o Az elébbihez hasonléan helyettesitett: v/f helyett rendre
av/f,a®VF,a3VF, a*VF keriilt, a primitiv 6todik

Ezen egyenletnek altaldban nincs elsé-, masod-, vagy
harmadfokd raciondlis faktora, de ha specidlis esetben van,
akkor (1) megoldhaté gydkvondsokkal.

egységgyok.
Egy érdekes feladat  Hogyan tovabb? Az 1. Iépés A 2. Iépés A 3. lépés A 4. lépés 5. lépés 6. lépés 7. lépés Egy érdekes feladat  Hogyan tovabb? Az 1. Iépés A 2. lépés A 3. lépés A 4. lépés 5. lépés 6. lépés 7. lépés
4. 1épés az éltaldnos probléma megoldasa felé: 5. 1épés az éltaldnos probléma megoldasa felé: Lagrange.

Gianfrancesco MALFATI. . )
Egy Ujabb megkozelités.
De aequationibus quadratocubicis dissertatio analytica (Siena

1771) o Malfatitdl fliggetleniil Lagrange is konstrualt egy hasonlé z

rezolvenst.

e el6szor z, majd m.p, g, n hatdrozhaté meg, Ez a gyokok egy olyan fiiggvénye, amely a gyokok

o majd megkapjuk a gyokoket permutdcidikor 6 kiilonbozé értéket vett fol.

o A hasonldsag abban allt, hogy ez is a gyokok 20
xo=—(m+p+qg+n) permutaciéjaval szemben volt invaridns.
x1=—(am+a®p+adq+a’n) e Mai fogalmakkal e permutécidcsoport a kovetkez&képp
x2 = —(a?m+ o*p+ aq + o®n 2) definialhaté:

k' =gk+h (mod5) 3)
e ahol 1< g<4é0< h<4

e Ugyanezen csoport fontos szerepet jitszik a Galois-elméletben
alakban. is.

)
x3 = —(a®m+ap + a*q + a?n)
)

xs = —(a*m+a®p+aq+an



6. lépés

6. 1épés: Paolo RUFFINI.

1765-ben sziiletett, Lagrange tanitvénya volt.

3 dolgozatot irt az 6tod- és magasabb fokl egyenletek
gyokjelekkel valé megoldhatatlansdgardl. Az elsé dolgozat
csak Osszegy(ijtott munkaibdl ismert, a mésik kettét 1802-ben
ill. 1813-ban publikalta.

Mesteréhez hasonldan & is az n-edfokl egyenlet gyokei egy
raciondlis fliggvényébdl indult ki.

Eredményei

Ha a gyokok azon permutdcidinak szama p, amelyek
fliggvényét fixen hagyjak, akkor p|n!.

Ez esetben a fiiggvény n!/p kiilonbdzd értéket vesz fol a
gyokok permutdcidikor.

Lagrange: az ilyen fiiggvények n!/p-edfoki egyenletek gydkei.

6. lépés

Paolo RUFFINI.

Osszegzés.

Bizonyitani vélte, hogy: az dltalanos otodfokl egyenlet nem
oldhaté meg radikélokkal (gyokvondsokkal).

Bizonyitdsa azért volt hidnyos, mert azon a foltételezésen
alapult, hogy ezen radikdlok a gyokok raciondlis fiiggvényei.
Ezt azonban bizonyitania kellett volna. E , hézagot” kés6bb
Abel sziintette meg.

Abel: A kérdéses radikalok mindig el6allithatok a gyokok és
bizonyos egységgyokok raciondlis flggvényeként.

A kortarsak nem értékelték eredményét, nem fogadtak el
bizonyitasat. DE nem tudtak igazi, konkrét kifogdst emelni.

adat  Hogyan tovabb? Az 1. lépés A és A 3. Iépe A 4. 1épé 5. lépés

6. lépés

Paolo RUFFINI.

Eredményei.

Sur

adat  Hogyan tovabb? Az 1. lépés A sés A 3. Iépe A 4. lépés 5. lépés

Vizsgélta azon p permutécié alkotta halmazt (ma azt
mondandnk permutéciécsoportot), amelyek e fiiggvényt fixen
hagyjak.

Specidlisan, ha n =5, akkor 5!/p lehetséges értékei 2,5,6 de
nem lehet 3, 4.

Ebbdl kovetkezik, hogy a Lagrange rezolvens nem elégithet ki
harmad-, vagy negyedfoki egyenletet.

Tovébba, ha n!/p # 2, akkor 5|(n!/p),

valamint, ha n!/p =5, akkor ugyan &tédfokd rezolvens
egyenlet létezik, de az nem redukalhaté

22-m=0 (4)

alakdra.

6. lépés

Augustin CAUCHY.

le Nombre des Valeurs ... 1815.

Altalanositotta Ruffini azon eredményét, miszerint

Egy nem szimmetrikus racionalis fiiggvény altal folvehetd
kiilénbéz6 értékek szama nem lehet 6tnél kevesebb, kivéve ha
csak két értéket vesz fol.

n véltozds fiiggvényekre.

Cauchy tétele. Tekintsiink egy n valtozés nem-szimmetrikus
fliggvényt, és legyen p az n legnagyobb primosztdja. Az e
fliggvény altal folvehetd kiilonb6zé értékek szama nem lehet
kevesebb p-nél, kivéve ha az 2.

Elséként kiilonboztette meg a permutacidt és a helyettesitést.
Viéltozék valamely sorrendben irdsa: permutacid, attérés egy
permutaciérdl egy masikra: helyettesités.



fogyan tovdbb? Az L. lépés A 2. lépés A 3. Iépés A 4. Iépés 5. lépés 6. lépés

Augustin CAUCHY.

A permutdciécsoportok elofutara.

kes felad

Jelolésrendszere: Ha 1.2.4.3 és 2.4.3.1 két permutdcid, akkor
az els6r8l a mésodikra valé 4ttérést (helyettesitést) a

kovetkezdképp jelolte
1. 2. 4 3
2. 4. 3.1

Bevezette a helyettesitések szorzatanak fogalmat: Ha S, T
helyettesitések, akkor ST az a helyettesités, amelyet S, T
egymas utani végrehajtdsaval kapunk.

Galois ugyanigy hasznilta e fogalmat.

at  Hogyan tovabb? Az 1. lépés A 2. lépés A 3. lépés A4 Iépés 5. lépés 6. lépés

7. lépés: Niels Henrik ABEL.

Az 1802-ben sziiletett norvég matematikus — elédeihez
hasonléan — azt vélte: megtalalta az 6todfokd egyenlet
gyokképletét, DE 6 is megtaldlta a hibat eljardsdban.

Elsé tényleges eredményeit 1824 tavaszan egy francia nyelvi
kéziratban (sajat kiadds) kdzdlte, de gyors elutasitisban
részesiilt vele Périzsban.

Az 1826-0s német nyelvii dolgozatdban mar vilagos és korrekt
bizonyitast adott a negyednél magasabb fokd egyenletek
gyokjelekkel valé megoldhatatlansagdra.

Beweis der Unmoglichkeit algebraische Gleichnungen von
horeren Graden als dem vierten allgemein aufzuldsen

A 20 oldalas cikk a berlini Journal fiir reine und angewandte

Mathematik, az dn. ,, Crelle Journal” 1. szdmdban jelent meg.

(A legrégebbi, a mai napig megjelend matematikai folydirat.)

7. lépés

sy érdekes feladat ~ Hogyan tovabb? Az 1. lépés A 2. lépés A 3. lépés A 4. Iépés 5. lépés 6. lépés

Augustin CAUCHY.
Tovabb a permutécidcsoportok felé, 1844-46.

o Két helyettesités hasonld, ha ugyanaz a ciklus struktdrdjuk.

e Igazolta: a P, Q helyettesitések pontosan akkor hasonld, ha
valamely R helyettesitésre Q = R1PR.

Helyettesitések csoportja, helyettesités ill. e csoport rendje.

1. Helyettesitések barmely csoportjdnak rendje oszthaté barmely
benne levé helyettesités rendjével.

2. n valtozd helyettesitései barmely csoportjanak rendje osztdja
nl-nak.

3. Ez utdbbi tételt lényegében mar Lagrange igazolta, Cauchy
tamaszkodott is Lagrange eljdrasara: & is mellékosztalyokra
bontott.

4. Késobb, amikor C. Jordan altaldnositotta ezt tetszéleges véges
csoportokra, elismeréen hivatkozott mindkettdjiikre.

;v érdekes feladat  Hogyan tovébb? Az 1. lépés A 2. lépés A 3. lépés A 4. lépés 5. lépés

Niels Henrik ABEL.
Abel bizonyitasa 1.

e Az alap Lagrange és Cauchy azon eredményei, amelyek az
n-véltozés nem szimmetrikus raciondlis fiiggvények
viselkedésére vonatkoztak akkor, ha a véltozékat permutaltdk.

o De egészen mas mddon alkalmazta azokat, mint elddei.

. Ujszerl'j kiindulépontja: az egyenlet egyutthatdit
altaldnosoknak, puszta szimbdlumoknak tekintette, amelyek
kozott semmiféle Osszefliggés nincs.

o A kezdeti |épés az
yi—ay*+ by} - +dy—e=0 (5)

egyenlet vizsgalata, ahol

e az egyiitthatdk ,, dltaldnosak”, azaz pusztan betiik, fliggetlen
véltozdk.

7. lépés



Hogyan tovabb? Az 1. lépés A 2. |épés A 3. lépés \ 4. |épés 5. |épés 6. lépés

Niels Henrik ABEL.

Abel bizonyitasa 2.

Foltéve, hogy (5)-beli y kifejezhetd az egyiitthatékbdl az
alapmiiveletekkel és gyokvonasokkal Abel foltételezte, hogy a
megoldas

y=p+pRY"+ paRY™ 4t pp ROV (6)

alakban irhatd, ahol m primszam.

Foltételezte, hogy R, p, p1,- .., Pm—1 ugyanolyan formaji
kifejezések, mint y, amelyek tovabbi gyokmennyiségeket is
tartalmazhatnak.

A, lebontasi” eljardst addig kell folytatni, mig az egyiitthaték
raciondlis fliggvényeihez jutunk (ilyenek 3linak a , legbelsd”
gyokjelek alatt).

7. lépés

s feladat  Hogyan tovabb? Az 1. Iépé A 2. Iépés A 3. lépés A 4. lépés 5. lépés 6. lépés 7. lépés
Niels Henrik ABEL.
Abel bizonyitdsa 4.
o Ha R-et R/p{"-mel helyettesitjiik, akkor p; = 1 adédik, majd
RY™ helyébe z-t irva
o adddik
y=p+z+p®+-tpmorz™ 7)
o Ezt az (5) egyenletbe helyettesitve
G+ qz+ @2+ 4 gnaz" =0, (8)

e ahol q,q1, ..

.aza,b,...,p1,p2,... és R polinomja.

Niels Henrik ABEL.

Abel bizonyitdsa 3.

7. lépés

o A (5)-ben a konstans egyiithaték kozé Abel mindig odaértette

az m-edik egységgyokoket, ahol m egy olyan prim kitevd,
amely szerepel a megolddsban.

e Megjegyzés. Galoisndl ez bizonyos értelemben forditva lesz,
6 az a, b, c, d, e egyiitthatdk raciondlis fligvényeibdl indult ki,
és ezekhez adjungidlt primkitevés gyokmennyiségeket egymas
utan.

e Foltehet6 — mondta Abel —, hogy RYM nem fejezhetd ki,
mint az a, b, ..., p, p1, ... raciondlis fuggvénye, mert akkor a
gyokmennyiségek adjungéldsa (gyokvondsok végzése)
folosleges volna.

o Foltehetd, hogy (5)-ben nem az dsszes py, ..

o Els6 dolgozataban Abel foltételezte, hogy p; # 0, de késébb
(masodik dolgozat) észrevette, hogy ez folosleges.

Niels Henrik ABEL.

Abel bizonyitasa: donté |épés.

o Abel azt dllitja, hogy ahhoz, hogy (8) teljesiiljon sziikséges az,

hogy
q:07 QI:07----,C7m—1:07

amit zsenidlisan bizonyitott be.

o A z kozds gydke a (8) egyenletnek, valamint a

zZ"-R=0 (9)

egyenleteknek.

e Amennyiben a q, g1, ... egyiitthaték nem mindegyike zéré a
kozos gyokok szama legfoljebb m — 1, mondjuk k.

. egylitthatd zéré.

7. lépés



sy érdekes feladat

fogyan tovdbb? Az L. lépés A 2. lépés A 3. lépés A4 Iépés 5. lépés 6. lépés 7. lépés

Niels Henrik ABEL.

Abel bizonyitdsa: a donté |épés.

e A (8) és az (9) bal oldalan &llé polinomok legnagyobb kdzos
osztdja egy k-adfokd polinom, igy az

r+nz+n+...+nz5=0 (10)

egyenlethez jutunk.

e Ha a (10) bal oldaldn all6 polinomot irreducibilis tényez8kre
bontjuk, akkor azok valamelyike zérd, mondjuk

to+tiz+...+t, 12" M =0. (11)

o Abel dllitasa: Foltehetjiik, hogy lehetetlen ilyen alaki
alacsonyabb foku egyenletet taldlni.

Egy érdekes feladat ~ Hogyan tovabb? Az 1. Iépés A 2. épés A 3. Iépés A 4. lépés 5. lépés 6. lépés 7. lépés

Niels Henrik ABEL.

Abel bizonyitasa: a dont6 Iépés.

e egy u-nél alacsonyabb foku egyenletet kapunk z-re, ami

lehetetlen.

e Ez pedig azt jelenti, hogy a q,qi, ..
ahogy éllitottuk.
Emlékezziink: (8)-at gy kaptuk, hogy (7)-et az (5)
egyenletbe helyettesitettiik, s félhasznaltuk (9)-et.

., gm—1 mindegyike zéré,

e (9)-et azonban nemcsak z elégiti ki, hanem

az,o’z,...,am 2
is.
o Helyettesitsiik (6)-ban RY/™-et akRY/M-mel, R?/™-et
a¥R¥™_mel, ..., mindig (5) gydkeit kapjuk.

A kapott gyokok mind kiilonbozék, igy m nem lehet nagyobb
5-nél.

Egy

Egy

érdekes feladat Hogyan tovabb? Az 1. lépés A 2. lépés A 3. lépés A 4. lépés 5. lépés 6. lépés 7. lépés

Niels Henrik ABEL.
Abel bizonyitdsa: a dont6 [épés.

o (11)-nek p szdmu gydke van, amelyek egyuttal (9)-nek is
gyokei.

e Ez utébi gyokei azonban az alakdak, ahol av m-edik
egységgyok.

e Vilagos, hogy p > 2, kiilonben a z az a, b,...,p, p1,. ..
raciondlis fliggvénye lenne (nem szerepelhetnének benne
gyokjelek).

o Kaptuk: (11)-nek legaldbb két gydke van, z és az,

o tehdt

to+tiz+ 22+t 2t 42 =0,

to+ atiz + o’z ..+ a“fltﬂ,lz‘“l +atz* =0. (12)

o Az elsé egyenletet a*-szosat kivonva a masodikbdl

érdekes feladat  Hogyan tovabb? Az 1. lépés A 2. lépés A 3. lépés A 4. Iépés 5. lépés 6. lépés 7. lépés

Niels Henrik ABEL.

Abel bizonyitdsa: a donté Iépés.

e Ha ezen kiilonbozé gyokoket yi, ..., ym jeloli, akkor

o kapjuk, hogy

vi=p+ztpzit. .+ pp1z™?

yo=pt+az+aPp+...+a" py_1zm!

Ym=p+a" 24+ a2 4. 4 apm_1z™ L.

e Ezen egyenletekbdl megkaphaté p, z, p2z2, ..., pm_12™"L.

o Tovabba p, po, ..., pa_1 valamint z = RY™ az (5) y1,...,ys
gyokei raciondlis fluiggvénye.

o Természetesen R = z™ is raciondlis fliggvénye a gyokoknek.



Egy érdekes feladat  Hogyan tovabb? Az 1. Iépés A 2. lépés A 3. lépés A 4. lépés 5. lépés 6. lépés 7.

Niels Henrik ABEL.
Abel bizonyitdsa: a dont6 lépés.
e Az R mennyiség kordbban meghatarozott vh gyokmennyiség
racionalis figgvénye.

e Ezen gyokmennyiség
R=S+vi+Svs+...+S, v (13)

alakban irhaté.

o E mennyiség ugyanugy kezelhetd, mint a (6)-beli y, beldthaté
ugyanis, hogy vagy v1/"-adjungélasa folosleges, vagy
vi/n 5. Sy, ... kifejezhetd az yi, ..., ys gyokok racionlis
fuggvényeként.

Az el6bbiekhez hasonldan folytatva az eljérast kapjuk, hogy az
y-ban el6forduld irraciondlis kifejezés a gyokok raciondlis
fuggvénye.

1épés

Egy érdekes feladat  Hogyan tovabb? Az 1. Iépés A 2. Iépés A 3. lépés A 4. lépés 5. lépés 6. Iépés 7. lépés

Mémoire sur une classe particulere d'equations résoluble

algébraiquement
Utolsé dolgozata.
o 1829-ben, két héttel haldla el6tt publikilta a Crelle Journal 4.
szdmdban.

e Egy olyan egyenlettipussal foglalkozott, amely megoldhaté
radikdlokkal a fokszamtdl fiiggetlentil.

e Ebbe tartoznak az x" — 1 = 0 (n. ciklotomikus egyenletek.

Abel tétele. Ha egy egyenlet oszes gyoke megkaphaté az egyik
gyok — legyen ez x — racionilis fliggvényeként, akkor
barmely két gyok, Ux,J1x a kovetkezdkétt fligg Ossze:

Y1 x = V19x, (14)

akkor az egyenlet gyokjelekkel megoldhatdé.
e Abel e tétele a Galois-elmélet f6tételének specidlis esete.

Egy érdekes feladat  Hogyan tovabb? Az 1. Iépés A 2. Iépés A 3. lépés A 4. lépés 5. lépés 6. Iépés 7. lépés

Niels Henrik ABEL.

Abel bizonyitdsa: a donté Iépés.

Ez az hipotézis, amelybdl Ruffini bizonyitaséat inditotta az 6todfokd
egyenlet megoldhatatlansaga bizonyitasakor. E hipotézis most
igazolast nyert.

Osszegzés

. fgy Abel mar nyugodtan haszndlhatta elédei, Lagrange,
Ruffini és Cauchy, eredményeit. Példdul Cauchy (Lagrange)
mar emlitett tételét

o Legyen az n € N természetes szam legnagyobb primosztdja p.
Egy n-valtozés nem szimmetrikus raciondlis fiiggvény vagy
legalabb p értéket vesz fol, vagy legfoljebb kettét.

e Ez azt jelenti, hogy a (6)-beli m prim csak 2 vagy 5 lehet.
Abel mindkét esetben korrekten igazolta, hogy az éltalanos
otodfoku egyenlet nem oldhaté meg gyckmennyiségekkel.

gy érdekes feladat  Hogyan tovabb? Az 1. Iépés A 2. lépés A 3. lépés A4 lépés 5. lépés 6. Iépés 7. lépés

Mémoire sur une classe particulere d’equations résoluble
algébraiquement

Megjegyzés.

A Galois-elmélet fététele. Egy egyenlet pontosan akkor oldhatd
meg radikdlokkal (gyokvondsokkal), ha az egyenlet
Galois-csoportjanak van olyan normélldnca, amelyben eléforduld
normaloszték mindegyike prim indexii a megeléz6ben.

Zaré megjegyzés.

E fotétel bizonyitdsat Galois 1829 mdjusdban mutatta be a Francia
Akadémian Pdarizsban, ugyanabban az évben, amikor Abel cikke
megjelent.
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