Dardi két tovabbi egyenlete.

A KOZEPKORI ES KORA UJKORI EUROPA Az eredeti listdn a harmadik és a negyedik (negyedfokd) egyenletek:
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Dardi két tovabbi egyenlete.

Dardi két tovabbi egyenlete.
Egy szoveges probléma

Osszuk a 10-et két részre (gy, hogy szorzatukat kiilonbségiikkel elosztva A megoldandé egyenlet 2.
\/&-t kapunk. o Ha g = 28, akkor az
A megoldandé egyenlet 1. x3(10 — x)? = 28(2x — 10)? (3)
o Ha x jeldli az egyik részt, akkor x* 4+ 1120x = 20x3 + 12x% + 2800 (4)
x(10 — x) =g (*) egyenletet kapjuk.
x=(10-x) @ (2) és (4) éppen Dardi (A) és (B) egyenletei.
@ Dardi két konkrét g értékre végzi el a szamoldsokat, elébb g = 18-re,
majd g = 28-ra. Az (A) egyenlet megoldésa.
o Ha g =18, akkor Dardi ,, képlete”:
4/ (C\2 b d
X2(10 - x)? = 18(2x — 101 @) =@ itV 2
x* — 20x3 + 28x% + 720x = 1800. )
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Dardi két tovabbi egyenlete.
Elemzés 1.

o Rendezziik a masodfokd (x) egyenletet:

10x% = (2x — 10)% /g (6)
@ majd
x? —2(5 — \/g)x = 10,/g. (7
@ Ennek megoldasa
x=5-—,g8+1/(5-8)?+10/g (8)

x=5—,g8++/25+¢g (9)

o Ha a (x) egyenletet négyzetre emeljiik, akkor

x2(10 — x)? = g(2x — 10)? (10)
x* 4 (100 — 4g)x> + 40gx = 20x> + 100g (11)

Dardi két tovabbi egyenlete.

Elemzés 3: van der Waerden otlete

A kiinduldpont: Vizsgaljuk meg: hogyan irhatjuk at a (9) megoldést a
Dardi-féle (5) alakra, amelyekben specidlis szimok, mint az 5 (a
problémaban, réviden (P), szereplé 10 fele) és a g szerepel, amely 18,

vagy 28 lehet, tovabb3 olyan értékek, amelyek a (13)-beli formuldkkal
kaphaték meg.

Elemzés 4.
o Vizsgiljuk tagonként a (9) formult.
x=5—.g++25+¢g 9)

@ Az elsé tag 5, ami a (P)-beli 10 fele, a b = 20 pedig a 10 kétszerese.

° fgy az els6 tag nem mds, mint IZ’. Ez pedig éppen az (5) masodik

tagja.
)
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Dardi két tovabbi egyenlete.

Elemzés 2.

° irjuk most ezen utdbbi egyenletet az (A)-nak megfeleld alakban
(dltaldnos egyiitthatékkal):

X+ o +dx= b3+ n, (12)
@ ahol most
b=20, c¢=100—-4g, d=40g, n=100g. (13)

o Ha ezeket Dardi (5) formuldjdba helyettesitjiik, akkor

x=4/(25—g)?+100g + 5 — /g, (14)

@ ami éppen a (9) formula.
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Dardi két tovabbi egyenlete.
Elemzés 5.

o A (9) formula masodik tagja /g, ahol g = 18,28 lehet, mig az eredeti
egyenlet d egyiitthatéja 40g. Igy, ha a d-t elosztjuk 2b = 40-nel,
akkor éppen g-t kapunk, s ezaltal az (5) formula harmadik tagja

,\/%:,\/g*

o Vizsgiljuk meg (5) elsé tagjat, amely [ényegesen bonyolultabb eset az
elbbieknél.

@ Induljunk ki abbdl, hogy Dardi a harmadfoki esethez hasonld
formulat szeretne kapni, amelynél az els6 tag

/valami plusz n,

ahol az n a harmadfoku egyenlet jobb oldalan &ll6 konstans tag.

lesz.
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Dardi két tovabbi egyenlete.

Elemzés 6.

o Ha Dardi mester itt is valami hasonlé alakii megoldast szeretne kapni,
akkor most a ,,valami plusz n" negyedik gyokének kellene szerepelnie,

s a (9)-ben ténylegesen ilyen 3ll.
c\2
o Ez dgy érhetd el, ha a ,,valami” (Z) -nel egyenl6.

o Ekkor ugyanis azt kapjuk, hogy

(SN 4= /25— g2
<4> +n= /(25— g)%>+100g

~ {5 +e7 = vB+e

@ ami éppen a (9) harmadik tagja.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Eurdpa

Az algebrai szimbolizmus kezdete.

2013. mércius 27.

Luca Pacioli: Summa de arithmetica, geometria, proportioni e

proportionalitd (1487)

o Megjelenik egy kezdetleges algebrai szimbolizmus.

o A négyzetgyok jele: R, vagy R2, a kobgyoké R3, a negyedik gyoké

RR vagy R4. R a radix azaz gyok szébdl ered.

o Az egyenlet hatdrozatlanara a c. ,,cosa” jelolést, ennek négyzetére a

ce. ,censo’, tovabbi jelek: cu. ce.ce..

@ Az Osszeadas és a kivonas jele: p, ill. m.

Egy jelsorozat:
RV40mR320,

ami mai jelekkel: /40 — 1/320.

Ha kellett még egy ismeretlen (hatdrozatlan), annak neve , quantita”.
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Dardi két tovabbi egyenlete.

Konkldzié.

Mindezek csupan van der Waerden hipotézise alapjan volt
megfogalmazhatd. Hangsilyozzuk, hogy (mindeddig) nem ismert Dardi
mester eredeti gondolatmenete. Lehetett éppen az imént ismertetett,
amirdl azt bizton dllithatjuk, hogy megindokolja az eredményt. Vegyiik
azonban figyelembe, hogy gondolatmenetiink azért is viszonylag egyszerd,
mert jelolésrendszeriink, irdasmédunk tdmogatja azt. Dardi szamara mindez
nem &llt rendelkezésre. Ezért vélhetéen sokkal bonyolultabb, nehezebb
gondolatmeneteket volt kénytelen alkalmazni.
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Harmad- és negyedfoki egyenletek: algebrai megoldas.

Harmadfoku egyenletek.
Vizsgalanddk az

X+px=gq (1. tipus)
X =px+gq (2. tipus)
x34qg=px (3. tipus)

egyenlet tipusok (minden egyiitthaté pozitiv!!!).

Harmadfok egyenletek: 1. tipus.

o Scipione del Ferro (a Bologna-i Egyetem professzora) oldotta meg
elészor, de vannak olyan nem explicit és bizonytalan nyomok
hagyatékdban, hogy a masik kettbvel is boldogult (kérdéses?).

o Mddszere az x = u — v helyettesitésen alapult Cardano ,, Ars
Magna"-ja (1545) szerint. Ferro 1526-ban halt meg.

V.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Eurépa 2013. marcius 27. 12 /33



Harmad- és negyedfoki egyenletek: algebrai megoldas. Harmad- és negyedfoki egyenletek: algebrai megoldas.

Harmadfoku egyenletek: 1. tipus.

@ 1535: egyenletmegoldé verseny Tartaglia (Nicolo Fontana) és Ferro

tanitvanya Fior kozott 30 egymasnak kitlizott egyenlettel.
. L L N , Harmadfoku egyenletek: 2. tipus.
@ Fior csupa (1) tipusit adott fol, mig Tartaglia féleg (2) és (3)
tipustiakat. o Tartaglia rajott: a (2) tipus, mivel az x3 — px = g alakban is frhatd,
o Tartaglia Fior osszes feladatdt megoldotta, mig Fior egyet sem, még e s [ mes e e el i
az (1) tipustiakat sem. @ csak itt az x = u + v helyettesitést kell alkalmazni.

@ Ennek ellenére Tartaglia megelégedett az erkolcsi sikerrel, a bankettra o Ugyanezt kell alkalmazni a (3) esetben is.
(30 személyes vacsorara) és a 30 dukatra nem tartott igényt.

@ 1539-ben Cardano meghivta Tartagliat Milandba, hogy megismerje
médszerét. Ezt Tartaglia vélhetéen eldrulta, de megeskette Cardanot,
hogy a mddszerét titokban tartja. DE Ars Magna ....

Harmad- és negyedfokl egyenletek: algebrai megoldas. Harmad- és negyedfoki egyenletek: algebrai megoldas.
A vita.

C Ferro észrevétele (Ars Magna).
o Cardano is rajott erre, vagy csak??? St ey (FERROg’ ) .
. . . P . @ Scipione de észrevette, hogy az
@ Fior, Ferro és Nave ismeretlen kézirataira hivatkozott, amikor Cardano P ey

mindkét helyettesitést targyalta az ,, Ars Magna”-ban. V¥i+ay’ +by+c=0
o Tartaglia élesen tdmadta és eskiiszegéssel vadolta.
Az, hogy mi az igazsdg??? Megtaldlhatd Ferro hagyatékdban?? Erre dltaldnos harmadfokd egyenlet y = x + %a helyettesitéssel
semmiféle konkrét bizonyiték nincs, a hagyaték mara elveszett.

3
g n ArelX A& x> +px+q=0
o DE annak, hogy mar Ferro ismerte az altaldnos eljdrast ellentmond az pxra

a tény, hogy tanitvinya Fior elvesztette a versenyt, nemhogy a (2) és alakra hozhatd, igy a mar emlitett hdrom tipussal kell csak foglalkozni.
(3), de még (1) tipust egyenletekkel sem boldogult. o
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Harmad- és negyedfoki egyenletek: algebrai megoldas.

Cardano feladata az Ars Magnabdl.
o Legyen egy kocka és oldala hatszorosa 20.
o Megoldandé tehat az
x34+6x =20

egyenlet.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Eurdpa

Harmad- és negyedfoki egyenletek: algebrai megoldas.
Ferronak tulajdonitott médszer (Ars Magna).
o Ezekbdl az
v -3 =20

Bvi=38

egyenletrendszer adddik, aminek megolddsa mar az Skori
Mezopotamidban is ismert volt.

o Az
r—s=P
rs=Q
alaki egyenletrendszer,
J
2013. mércius 27. 19/ 33

2013. mdrcius 27. 17 /33

Harmad- és negyedfoki egyenletek: algebrai megoldas.

Ferronak tulajdonitott médszer (Ars Magna).
@ Helyettesitsiink: x = u — v-t.
o Megoldandé az
x34+6x=(u—v)>+6(u—v)
= (u® = v®) = 3uv(u—v) +6(u—v)
= 20.

egyenlet.

o Lathatéan az x = u — v megoldas, ha

v —v3=20 (A)
3uv = 6. (B)
J
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Harmad- és negyedfoki egyenletek: algebrai megoldas.

Ferronak tulajdonitott médszer (Ars Magna).

(5 +0- (55

@ megoldasa

@ azaz
r+s r—s Py\2 P

2 T2 T (5) tQ+3

r+s r—s Py\2 P

s=5 -5 =y(3) +e-7

@ ami alapjan
v =V108+10 é v =+/108— 10,

@ vagyis

x=\3/\/@+10+§/\/ﬁ710.

2013. marcius 27.
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Harmad- és negyedfoki egyenletek: algebrai megoldas.

Tartaglia médszere (2)-(3) tipusok (Ars Magna).

o Tartaglia észrevette, hogy ugyanezzel a médszerrel — csak x = u+ v

helyettesitésel — a masik két tipus is megoldhatd.

e Pl (2)-t
P —px=gq

alakba atirva
x3 — px = (u® + v®) + 3uv(u+ v) — p(u+v) = q,

@ amibdl

V.

2013. mdrcius 27.
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Harmad- és negyedfoki egyenletek: algebrai megoldas.

Zuanne de Tonini da COI feladata Cardano szdmara.

@ Osszuk a 10-et hdrom részre tgy, hogy azok folytonos ardnyban
alljanak, s az elsé ketté szorzata 6 legyen.
o Vagyis megoldandé az
x+y+z=10
xz = y?

xy =6

egyenletrendszer,
@ amely az
y* 4 6y? + 36 = 60y

negyedfoki egyenletre vezet.

21/33
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Harmad- és negyedfoki egyenletek: algebrai megoldas.

Tartaglia médszere (2)-(3) tipusok (Ars Magna).

@ és ismét a mezopotamiai mddszerrel kapjuk, hogy

1
3_ =
u —2q+w
1
v3:§q—w7

2 3
@ ahol w = (%q) - (%p) , vagyis

/1 /1
X=u+v= 3Eq-i-w-i- Y Eq—w
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Harmad- és negyedfoki egyenletek: algebrai megoldas.
Ferrari eljarasa.

o Alapja a geometriai Gton igazolt
(s+a+ b)? = (s +a)% + 2sb + 2ab + b?
azonossag, amelyet Euklidész Elemek 11.4. Tételének
altalanositasaként kapott.
o Ezt alkalmazva az
x* +6x7 + 36 = 60x
egyenlet mindkét oldaldhoz hozzaadott 6x%-et:
x* +12x% 4 36 = (x* + 6)2 = 6x% + 60x.
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Harmad- és negyedfoki egyenletek: algebrai megoldas.
Ferrari eljarasa.

o Ezutdn megjegyzi: ,, Ha 6x? 4 60x négyzet volna, megkapnank a
megoldast. Ezért mindkét oldalhoz elegendb négyzetet €s szamot
adunk, hogy az egyik oldalon egy haromtagtii 6sszeg legyen, mig a
masik oldalon levé gyoke vele egyenld.”

o Ezutdn mindkét oldalhoz 2bx?-et, majd egy alkalmas szdmot ad, amit
a kovetkez6képp szamol ki.

(x> +6 + b)? = (x +6)% +2bx® 4 12b + b2,
o tehdt mindkét oldalhoz adjunk hozza
2bx% + 12b + b% — et,
o igy egyenletiink alakja

(x® + 6 + b)2 = (2b+ 6)x> + 60x + (b* + 12b)

2013. mdrcius 27. 25 /33

Egy furcsa eset.

Bombelli egyenlete.

o Megoldandé az

x3 =15x + 4 (B1)

egyenlet.
o Alkalmazva Cardano (Tartaglia) mddszerét kapjuk, hogy

x=1/24 V=121 + y/2 — /=121 (B2)
i/ /

@ De mit értsiink egy negativ szdm négyzetgyokén?

o Cardano véleménye: a (B2) kifejezés mesterkélt, de az (B1) egyenlet
egyaltaldn nem lehetetlen, nem megoldhatatlan, hiszen az x = 4 egy
megoldas.

o Kérdés: Milyen értelmet adjunk (B2)-ben a negativ szdm
négyzetgyokének, hogy megkapjuk a gyokot, az x = 4-et?

V.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Eurdpa
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Harmad- és negyedfoki egyenletek: algebrai megoldas.

Ferrari eljarasa.

o Ezutdn b-t gy kell megvélasztani, hogy a jobb oldal egy px + g alaki
kifejezés négyzete legyen, vagyis

b + 156 + 36b = 450.

o Ez egy (1) tipusd harmadfokd egyenletre vezet, aminek megolddsa az
ismert eljarassal megy:

o= \3/190 + V33903 + \3/190 — V33903 -5,

ami kozelit6leg 4.
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Egy furcsa eset.

Bombelli megoldasa 1.
o A megoldandé kérdés: milyen p, g szamokra teljesiilhet, hogy

/2 ++v/—121 = p+ v—q. (c)
@ Mindkét oldalt kobre emelve:
2+ V=121 = (p* — 3pq) + (30 — 9)V—q,

o amely akkor teljesiil, ha

2=p*—3pg (CI2)
V=121 = (3p® — q)v/—q. (C13)



Egy furcsa eset.

Bombelli megoldasa 2.

@ Hasonléan kaphatd, hogy

/2 —/—121=p— V/—q. (Cl4)
o Osszeszorozva (Cl1)-et és (Cl4)-et:
V125 =p*+gq
5=p’+q
@ amibdl
g=5-p° (CIs)
@ Ha behelyettesitjiik (CI5)-6t (CI2)-be, p-re egy harmadfokd egyenletet
kapunk:
4/:73 —15p =2,

amelynek gyoke a p = 2.
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Egy furcsa eset.

Bombelli vélekedése.

Elészor a dolgok olyba tiintek eléttem, hogy benniik tobb a mesterkéltség,
mint az igazsag, de addig kutattam, mig megtaldltam a bizonyitast.

Bombelli 0j terminoldgidja.
o piu di meno, ill. meno di meno,
@ ami mai jel6léssel i és —i,
o egy Osszefliggés: meno di meno uia men di meno fa meno,
e azaz (—i)(—i)=—-1.

Mai terminolégiaval.

i egy olyan szimbdlum, amelynek négyzete —1.
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Egy furcsa eset.

Bombelli megoldasa 3.

o A p = 2-t visszahelyettesitve (CI5)-be a ¢ =5 — 4 = 1 megoldés jon,
tehat

24+ V12l =2+4—1 é y2—v—121=2—+/—1

@ ami azt jelenti, hogy az egyenlet megoldasa

x= {24+ VT2 + {2 - V=12

=2+4v/-1+42-V-1
x =4.
2013 marcivs 27, 30/ 33
Egy furcsa eset.
A tovabbi gyokok.
x=-2+3

Egyszerii észrevétel.
@ Ha 3 valés gyok van, mindig el6jon ez a probléma,

@ azaz, ha 3 valds gyok van, akkor azok nem kaphaték meg csak valds
szamokkal dolgozva.

@ Bombelli: casus irreducibilis, azaz , visszavezethetetlen eset”.
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Hogyan tovabb?

Fontos észrevétel.

o Az mar rég 6ta ismert, hogy a masodfoki egyenlet megolddsa
visszevezethet6 egy els6fokiéra. Az imént lattuk, hogy a harmadfokd
egyenlet megoldasa masodfoki, mig a negyedfoki egyenlet megolddsa
harmadfoku egyenletre vezethetd vissza.

o Kérdés.

o Magasabb kitevokre is ugyanez igaz?
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