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Az Skor vége, a korai kozépkor.

@ 434-452: Attila héditasai, a Hun Birodalom az Uraltdl a Rajndig
terjed, a kozpont a Karpat medencében.

@ 451: a Catalaunum-i csata, elvezet a Nyugatrémai Birodalom
bukasahoz.

@ 451-511: Klodvig kiraly: a Frank Allam megalapitasa.

@ 529: A nyugati szerzetesség megalapitdsa, Nursiai Benedek kolostort
alapit Monte Cassinon, Benedek rend.

o Tovabbi rendek, kolostorok, benniik Iskolak.

o A VIII. szdzadtdl az egyes (vildgi) uralkoddk is iskoldkat alapitanak,
de ezek is egyhazi vezetésiiek. Nagy Kéroly meghivja iskolajaba a
yorki Alcuin-t. A f6 tantargy a teoldgia, de megkezdddik mas
diszciplindk oktatasa is, elsének a zene.
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Az eurdpai civizacié kezdete (a nem gorog teriileteken).

A folyammenti kultirak kora.
o Kevés kivétellel primitiv torzsek lakjdk, zommel gét és german torzsek.

e Tacrrus: nyilt, vendégszeretd, nyughatatlan, iszakos és feleségeikre
bliszke népek.

Az Skor vége, a korai kozépkor.

@ 253-t6l a Rémai Birodalom erjedése, lassu folbomldsa,
keresztényiildozések. Kialakul lassan a két csaszarsag, a két
birodalom.

o Népvandorlas a l.sz. IV. szazadtdl: hunok, avarok; tdmadasok Réma
ellen.

@ 381: Il. egyetemes konstantindpolyi zsinat, a keresztény hitvallas
végleges megfogalmazasa.

@ 391: a kereszténység allamvallds a keleti birodalomban.

V.
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Az els6 egyetemek.

@ Bologna 1088, Parizs 1150, Oxford 1167, Salamanca 1239, Krakké
1364, tovabbiak a XII-XV. szazadban: Bazel, Bécs, Heidelberg,
Lipcse, Praga és Salerno.

o Egyik sem fiiggetlen az egyhaztdl.

o Az oktatds nyelve a latin, mivel ez a katolikus egyhaz hivatalos
nyelve. Altaldnosan ez marad a XVIII. szazadig.

Az elérhet6 ismeretanyag.
o Kezdetben csak latin (rémai) forrdsokra tdmaszkodik.
o A rémai matematika igen kezdetleges (szamirds!), egyszerii és
praktikus aritmetika csupan.
o Elérhetd néhdny gorég mii, de nem autentikus, alacsony szinvonald
latin forditdsban.
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A tovabblépés kezdete.

Az elsé ismert tuddsok.

@ SEVERINUS BOETIUS (480-524, 6si rémai csaldd sarja), az elsé nem
iszldm tudds, aki eredeti gorog forrasok alapjan traktatusokat allit
Ossze elemi aritmetikabdl és geometriabdl.

o Euklidész I. és II. konyvét forditotta, de a bizonyitasokat elhagyta.
Mellékelt néhdny (részben hibds) geometriai szamitast. Pl. nem utalt
azok kozelit6 jellegére.

o Nikomachosz Aritmetikdjdt, Arisztotelész, K. Ptolemaiosz egyes
miiveit is forditotta.

o Keveset érthetet meg a leforditott miivekbdl, matematikdja tisztan
empirikus.

@ Leghiresebb miive: Consolitiones Philosophicae, amit gyanithatéan
fogséga (hitszegés) alatt irt.

o Gerbert (~940-1003) és ALcuiN (735-804) néhdny traktitusa (6k

mar mecsetiskoldkban tanultak).

4
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A tudomanyossdg megjelenése.

A gorog alapok foléledése.
o Az eurdpai (feudalis alapd) civildcié megerésodése 1100-tél, az
allamrendszer stabilizalédasa.
@ Az elsé manufakturdk, kereskedelmi kapcsolatok az dllamokon beliil
és kozott, keleti kapcsolatok.
o Az, il6 keresked6k” megjelenése, , kereskedelmi kirendeltségek”
létrejotte. Hitelezések.

o Kapcsolat a ,, hispaniai mér allamokkal”: tudomdny, mecsetiskolak.
o Roger Bacon (1214-94): az els6 tudés, akit ,eltiltottak az irdstdl”,
de papai megbizasbdl filozéfidval foglalkozhatott. O — ellentétben
legtobb kortarsaval — el6nyben részesitette a kisérleteket a

spekuldcidval (skolasztika) szemben.
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Gerbert.

@ 930 és 945 kozott sziiletett Auvergne-ben,
o hispaniai mecsetiskoldkban (Cordoba, Sevilla) is tanult,

@ 977 és 982 kozdtt Reims-ben a quadrivium (aritmetika, geometria,
csillagdszat, zene) el8addja,

@ matematikdval, logikaval, filozéfidval és csillagaszattal foglalkozott,

o legfontosabb matematikai miive: Libellus de numerorum divisione,
XII. szdzadi mésolatban maradt fonn,

@ a hindu-arab szdmjegyek hasznélatat javasolta (eretnekségszamba
ment!)

o V3=~ %
@ 998 - 1003 Il. Szilveszter.
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A pisai Leonardo (1170-1250).

Tanulmanyai, utazasai, mivei .
o Tanulmanyok: mecsetiskoldk, keleti utazasok, Palermo.

@ Miivei: Liber abaci (1202, 1228), Practica geometrie (1220), Flos
(1225) és Liber quadratorum (1225).

A konyvek cimeirdl:
o Liber abaci — Abakusz konyve, vagy inkdbb a Szamoldsok konyve
(abacus vagy abare az abaci eredete?),
@ Flos ,, Virdgocska”, zommel gazdasagi szamitdsokat tartalmaz, de
néhany elméleti problémat is.

@ Liber quadratorum — Négyzetszdmok konyve (Sain Mdrton??7?)
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Feladatok a Liber abacibdl. Hasonlé feladatok mas kulttrakban 1.

Bevezeto megjegyzések.

@ Szidmoldsok a hindu-arab szdmjegyekkel, a mai értelembe vett tortek RHIND 79. feladat. (l.e. 20-19. sz.)
és az egységtortek (az 1 szdmlal6ja tortek) kozotti konverzid. o Van 7 haz, 49 macska, 343 egér, 2401 kaldsz, 16807 biizaszem.

08 1 1 o Valdsziniileg a kovetkezd feladatrdl van sz6:

1
100 50 5 4"

1
2’ o Ha van 7 haz, minden hazban 7 macska, minden macska megeszik 7
egeret, minden egér elpusztitana 7 kaldszt, és minden kaldszban 7

o Egy érdekes jeldlésrendszere: mag van, akkor hany szem gabona menekiil meg?

162 1 6 2
2010 2.9.10 "9.10 " 10° Kozépkori orosz kézirat. (l.sz. 15. szazad)
@ Egy érdekes feladat. 7 anydka mendegél Réma felé, minden anyckaval Cozailoal T e, Guliehn SpyRlaEl [T ek va, iian betel 1 SRaeEe,
mendegél 7 oszvér, minden oszvéren 7 zsak van, minden zsakban 7 st gl 1 s, il Esselinn 1 e, s
kenyér van, minden kenyér mellett 7 kés van, minden kés 7 tokban e e )

van. Mennyi mindezek osszege?

Hasonlé feladatok mas kulttrakban 2. Feladatok a Liber abacibdl.

Amit mindenki ismer.
A , nyulas” probléma: Hany par nyul jon a vilagra egy év alatt, ha
kezdetben egyetlen parunk van, és minden egyes hénapban minden partdl

Ismert angol nonszensz-vers (nursery rhyme) a 19. szdzadbdl. egy tijabb par sziiletik foltéve, hogy a parok a mdsodik hénaptd!

As | was going to St. Ives, kezdédben produktivok. |
| met a man with seven wives;

Every wife had seven sacks, Hatarozatlan egyenletekre vezet6 problémdk.

Every sack had seven cats,

Every cat had seven kits,

Kits, cats, sacks, and wiwes,

How many were going to St. lves?

A 30 madar problema. Egy ember 30 madarat vdsarol: foglyokat,
galambokat és verebeket. A fogoly dra darabonkint 3 eziist, a galamboké
2, mig a verebeké % Osszesen 30 eziistét fizet. Hany madarat vett az
egyes fajtakbol?

Megjegyzés.

E feladat egy varidnsa az ékori kinai, hindu, valamint a kora-kozépkori arab
forrdsokbdl is ismert 100 madar problémanak.

y
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Feladatok a Liber abacibdl. Feladatok a Liber abacibdl.

A megoldds.

. . . A megoldas.
Mai terminolégiaval: az €

o Jelolje s a 16 ardt, x és y pedig az emberek pénzét.

x+y+z=30 1
1 X+z-y=s
3x+ 2y + 5Z= 30 i
y+-x=s
hatarozatlan egyenletrendszert kell megoldani, amelybdl 4

X=3, y=5 722 @ A legkisebb egész megoldas:

x=(3-1)-4=8
y=(4-1)-3=9
l.ovasarlasi probléma: Az egyik ember azt mondja a masiknak: ha nekem s—=3.4-1-1=11
adod pénzed egyharmadat, akkor meg tudom venni a lovat. Erre a masik
lgy valaszol, hogy ha te pedig a pénzed negyedét adod nekem, akkor én
tudom megvenni a lovat.

Még egy hatarozatlan egyenletre vezetd probléma.

y
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Feladatok a Liber abacibdl. Feladatok a Liber abacibdl.

A |évasarlasi probléma altalanositasa.

A viasérlasban hdrman vesznek részt, mindenki a masik kettétdl kér pénzt A szoveges megoldas formalizalasa

azonos aranyban. ) o Altaldnos vondsok /tecnika fedezhetd fol.

o Legyen
A megoldandé egyenletrendszer & Xtytz=t

1 azaz egy , Uj hatarozatlant vezetett be.”
X+ g(y =5 o Ebbdl az egyenl6séghdl sorra kivonja az egyenleteket:
1
y+x+z)=s 2 3 4
lll( ) §(y+z):Z(erz):g(ery):tfs:D,
z+ g(x +y)=s

X, Y,z jeloli az emberek pénzét, s a |6 ara.
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Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Eurdpa

Feladatok a Liber abacibdl.

A megoldas folytatésa.

@ azaz ,egyenletrendszere”

8
==-D
y+z 5
4
=_-D
X+ z 3
5
=-D
xX+y a
@ Xx,y,z-re egész értéket akar kapni, ezért D = 24-gyel szamolt,
°
y+z=36
X+z=32
x+y =30
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Palermoi Janos egy problémaja.
Flos.
Megoldandé az x3 + 2x2 4+ 10x = 20 egyenlet.

Leonardo megolddsa 1.

x € N, mert

X2 X3
2 a2 9
Xty it Te

amibdl egyrészt x < 2, masrészt 134+2-12410-1=13 < 20.

Leonardo megoldasa 2.
x € QT, s6t raciondlis szdm négyzetgyoke sem lehet, mert az egyenlet
20 — 20x>
X=—+—
10 + x2

alakban is irhatd, és a jobb oldalon ez esetben racionalis, mig a bal oldalon
irracionalis szam allna.

4
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Feladatok a Liber abacibdl.

A végeredmény

x =13, y =17, z=19.

Megjegyzés.
Megjegyezziik, hogy a 3 szerepl6s |évasarlasi probléma

» egyenletrendszerénk” ilyetén megolddsa szerepel Diophantos Arithmetica
c. kdnyvében (I. 24 feladat).
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Palermoi Janos egy problémaja.
Leonardo megolddsa 3.

Megmutatta be (nem korrekten), hogy x nem lehet kvadratikus
irraciondlis, azaz \/a 4 v/b alakd szam sem.

Leonardo megoldasa 4.

o Megadta az egyenlet egy kozelité megolddsat hatvanados tortekkel:

x=1;22,7,42,33,4,40
:1+g+i+£
60 602 603
33 4 40
+W+ﬁ+W'

@ Ez decimdlisan

1,36883102451989026063100137174211
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Palermoi Janos egy problémaja. Részleges algebrai megolddsok

Megjegyzések. Egy XIV. szazadi kézirat.

@ Ezen érték 3- 107! pontossagli, csak a hatodik hatvanados jegy

o A pisai Dardi mester valamikor 1344 koriil irta Aliabraa di algibra c.
nagyobb a korrektnél kb. masféllel.

traktatusat (cimébdl megitélheten vulgdris olasz nyelven).

@ Pontatlansaga ellenére kijelenthetjiik, hogy ez volt az elsé komoly
kisérlet a harmadfoki egyenletek gyokjelekkel vald, tehat algebrai
megoldasara.

o E miinek négy kozépkori kézirata ismert, harom olasz nyelvii és egy
1473-as keltezésii héber forditas.
o Traktatusaban Dardi igen hosszi listat adott egyenletek tipusairdl,

amelyben bdségesen taldlunk olyanokat amelyek az ismeretlen
négyzet- vagy kobgyokét is tartalmazta.

© Ma3s irasaibdl azonban az tiint ki, hogy osztotta az iszldam tuddsok,
igy Omar Khajjam, azon véleményét, hogy a harmad- és magasabb

foku egyenletek csak geometriailag oldhaték meg egzaktan. , e ese . .
24 g g € & o Az egyes tipusok megoldasi eljdrasat nem minden esetben részletezte,

Q EISbbi eljardsdban implicite az is benne van, hogy Euklidész X. gyakran csak rovid hivatkozésokat irt le.

konyve nem irja le az Gsszes algebrai irraciondlist, hiszen egyenletének , , . . . ,
@ Arrdl nem taldlunk semmit, hogy hogyan johetett ra a szovegesen leirt

nincs megolddsa az ott targyalt \/a+ /b, illetve VVa+ Vb alaki megoldési eljdrdsokra, és eljrdsait természetesen nem bizonyitotta.
irraciondlisok korében.

Részleges algebrai megolddsok Részleges algebrai megolddsok

e Az (1) egyenlet megoldasa.
4 kozbeiktatott egyenlet. p
. , o, ; o A megoldandé egyenlet:
o A listan a 182. és a 183. egyenlet kozé négy specialis alaki

irreducibilis vegyes harmadfoku és negyedfoki egyenletet illesztett: 3+ bx® 4+ cx=n, (1"

ex + bx® + ax® (1)
dx + ox® + bx3 4 ax* (2) i
c c
dx + o’ +ax* = n+ b3 (3) x:3<7> +,,_E (5)
(4)

dx +ax* = n+ o® + bx®

n @ amelynek megoldését az

n

formula szolgaltatja.

@ A listdn szerepl6 egyenletekben természetesen csak pozitiv @ Természetesen , formula” alatt nem az el6bbi alakiit kell érteni, e
egylitthatdk szerepeltek, és a megoldast mindig azzal kezdte, hogy az korban még a jelek jelentds részét is szavakkal adtdk meg, és az
ismeretlen legmagasabb hatvanyanak egyiitthatdjdval elosztotta az ismeretlent sem egyetlen betiivel jelolték.
egyenletet. ) o Nagy kérdés azonban az, hogy hogyan jott rd Dardi mester e

formuldra.

4
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Részleges algebrai megolddsok

Az (1) egyenlet megoldasa.

@ Pontos vélasz nyilvan nem adhatd, hacsak nem keriil elé egy ezt
tartalmazd Dardi kézirat. Ezért itt van der Waerden gondolatait
vessziik alapul.

@ Al-Hvarizmi és a pisai Leonardo az x? + bx = c alakii egyenleteknél
gy jart el, hogy — alkalmas konstanst adva mindkét oldalhoz — a
bal oldalt teljes négyzeté egészitette ki:

b? b?
2
X+ bx+—=c+—.
4 4

o Al-Hvarizmi algebrajdnak anyaga és mddszerei ismertek voltak, és
Dardi olvashatta (ismerhette) Leonardo miiveit foltételezhetjiik, hogy
az azokban szerepl8khoz hasonlé utat kovetett.
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Részleges algebrai megolddsok

van der Waerden rekonstrukcidja.
Tekintsiink egy x + L oldalélii kockat.
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Részleges algebrai megolddsok

Az (1) egyenlet megoldasa.

o Dardi mester tehat mindkét oldalhoz olyan L mennyiséget adott, hogy
a bal oldalon teljes kdb alakuljon ki, azaz (x + L)3 &lljon.

@ A kordbbi eljaras akarmilyen egyiitthaték esetén alkalmazhatd, most
ezt nem varhatjuk, csak korldtozott érvényi éltaldanositasra van
lehet6ségiink. Vizsgalni kell a mdédszer alkalmazhatésaganak
foltételeit is.

@ Mind az arab, mind Leonardo a masodfoku egyenletek megolddséra
alkalmazott eljarasaik illusztraldsaként, , bizonyitdsaként” négyzeteket
alkalmazott, igy esetiinkben — harmadfoki egyenletnél — kockat kell
haszndlnunk.

4
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Részleges algebrai megolddsok

van der Waerden rekonstrukcidja.

A kocka 8 részre bonthaté:

egy x oldalélii kocka,

hdrom olyan négyzet alapt hasab, amelynek alapéle x, magassaga
pedig L,

@ hdrom olyan négyzet alapt hasidb, amelynek alapéle L, és magassiga
X,

egy L oldalélii kocka.
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Részleges algebrai megoldasok Részleges algebrai megoldasok

van der Waerden rekonstrukcidja.
van der Waerden rekonstrukcidja. )

@ Meg kell megvizsgalni, hogy egyenletiink egyiitthatéinak milyen
specialis foltételeket kell kielégiteniiik ahhoz, hogy alkalmazhassuk
modszeriinket.

&

o Egyrészt egyenletiink mindkét oldalahoz hozza kell adni L3-t,

@ masrészt fonn kell, hogy alljanak a

o Egy-egy emlitett test térfogata rendre c=31° (6)
b=3L (7)
x3, X2L, xL?, 13,
egyenlGségek.

s természetesen az is teljesil, hogy o Ezek koziil (7) konnyen teljesithetd, hiszen eddig L-re nem volt

(x + L)® = x3 + 3x2L + 3xL2 + 13. kikotésiink. Ha elosztjuk (6)-ot (C)-tel, akkor

c
L=—
J b
2013, mércius 6. 29,/ 36 2013, mércius 6. 30/36
Részleges algebrai megoldasok Részleges algebrai megoldasok
van der Waerden rekonstrukcidja.
o Ez azt Jelent,l, hogy eIJaras"unklonan ,b’ ¢ egyiitthatdk esetén Dardi példéja.
alkalmazhatd, amelyekre fonnall (6) és (7), azaz i L
Dardi mester eljarasét az
b? = 3c. 3 5 ,
x3 4 60x2 + 1200x = 4000 1)

o Ha ez teljesiil, akkor (1') egyenletiink 3 3 o,
egyenleten szemléltette. Azonnal Iathat, hogy — mindkét oldalhoz 8000- t

9= 3 adva a bal oldalon az x + 20 kifejezés kobe éll, tehat az
(x+L)y=n+L
alakdra hozhatd, s igy (x + 20)® = 4000 + 8000 = 12000
3 egyenlethez jutunk, ami mar kénnyen megoldhatdé.
x=\3/n+L3fL=3n+(%> 7%. /
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Dardi példdjanak (lehetséges) eredete. Dardi példdjanak (lehetséges) utdélete.

Piero della Francesca: Trattato d'Abaco.

Piero della Francesca: Trattato d’Abaco. @ Mindezek alapjan az x havi kamatra a kovetkezd egyenlet irhaté fol.
@ A hires reneszansz fest6 matematikai traktdtusaban szerepel a %\ 3
ey 100 (1 i %) — 150,

o Egy ember kdlcson ad a masiknak 100 Lirat, és 3 év milva, kamatos

kamatot szamolva 150 Lirat kap vissza. Mennyi volt a havi kamat? vagy ezt 80-nal szorozva

o A feladat megolddsdban a havi kamatot , denarii”-ban fejezték ki, 1 (x +20)° = 12000,
Lira az 20 x 12 denarii.
@ Ha most a havi kamat 1 Lirdra x denarii, akkor az éves kamat 12x @ ami éppen Dardi (1') egyenlete.
denarii 1 Lirara, s igy az éves kamatldb 5. o A traktatusdban harom kolcsoniigyletet is targyalt, és ezek koziil

kettd (az egyik az el8bbi) — rdadasul ugyanazon szdmokkal —
szerepel Dardindl is.

Dardi példdjanak (lehetséges) utdélete. Dardi példdjanak (lehetséges) utdélete.

Piero della Francesca: Trattato d’Abaco.

A madsodik problé kovetkezd. .
Rl e.m,a a Kovetkezo ) L L Piero della Francesca: Trattato d'Abaco.
o Ugyancsak 100 Lirat, de most 4 hénapra adunk kolcson, s a hataridé

o, . . . - - . @ Ha a bal oldalon elvégezziik a hatvanyozast, akkor az
lejartaval 160 Lirat kapunk vissza. Ismét az egy Lirdra szdmitott havi g Y

kamat a kérdés. x* + 80x3 + 2400x2 + 32000x = 96000
o A megoldashoz — az el8bbinek megfelelé gondolatmenet alapjan —
most az egyenlethez jutunk, mely szintén szerepel Dardi példai kozott.
(x+ 20)4 = 256000 @ Valészinii, hogy Francesca Darditdl vette példait.

egyenletet kell megoldani,

® ami ismét egy egyszer(i gyokvonas.
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