A7 ABSZTRAKT ALGEBRA KIALAKULASA ES
FEJLODESENEK NEHANY MERFOLDKOVE.

Klukovits Lajos
TTIK Bolyai Intézet

2013. prilis 24.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Absztrakt algebra 2013. aprilis 24. 1/33
A gyokerek.

A csoport fogalmanak elsé jele.

Az eredmény (mai terminoldgidval): Ha H azon Sp-beli permutéciék
halmaza (részcsoportja!), amelyek az f polinomot fixen hagyjék
(6nmagdba viszik), akkor S, H szerinti mellékosztilyai f-et a kiilonbozd

fiyooofs
polinomokba viszik (azaz az f s szdmii kiilonbdzé értéket vesz 8l), és igy

s=(Sp: H).

Példak.
@ Ha n=4, akkor az f = xyxp + x3x4 valasztdssal s = 3.

@ n=>5-res=06, ami ,rossz’ eredmény.
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A gyokerek.

o Bombelli formalis kalkulusa az a & by/—1 alakii kifejezésekre.

o A , helyettesitések csoportja.”

o Az dltalanos n-edfokd egyenlet vizsgalatakor vagy az egyiitthatdkat,
vagy az xi, ..., X, gyokoket fiiggetlen valtozéknak tekintették.

o Lagrange, Ruffini, Abel, Cayley: a leheté legalacsonyabb fokd
,segédegyenletet” keresték, amely a gyokdk egy f(xi ..., xp)
raciondlis fliggvénye. Kérdésiik:

» Hany kiilonboz6 értéket vesz fol e polinom a gyokok permutalasakor.
> Ha ezek a kiilonbozé értékek fi, ..., f;, akkor a keresett egyenlet

(t—fA)(t=1h)...(t=£)=0.

> A feladat az s meghatdrozasa volt.
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A gyokerek.

Linedris tortfliggvények
Felix Klein egy 1875-6s dolgozataban a

Z,_az+b
T caz+d

alakd linedris transzformacidkat vizsgélta a komplex sikon. Ezek, és
szorzataik az egységkort korbe viszik at.

Ami mar majdnem absztrakt algebra.
o Euler kalkululusa maradékosztélyokra (lényegében megadta a Z,
gyliriiket és a Z, testeket, pontosabban miiveleteiket).
@ Gauss kvadratikus formdi: e formak bizonyos transzformacidi.
o Galois véges testei.

@ Hamilton kvaternidi.
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Az els6, mar majdnem ,, Igazan Absztrakt” struktdra.

Hamilton kvaternidi 1.
Definicié. Legyen F test, tovabba V vektortér F folott. Definidljunk e
vektortéren egy (asszociativ) szorzast is, amelyre teljesiil a

(Aa)b = A(ab) = a(\b) (1)

azonossag minden a,b € V és \ € F esetén. Azt mondjuk, hogy V
(asszociativ) algebra az F test folott, ha

(1) V gyiiri,

(2) V vektortér az F test folott,

(3) teljesiil az (1) azonossag.

(4) V zérusosztémentes algebra, ha V zérusosztémentes gylirii.

Megjegyzés.
A kvaternidk (négydimenzids, asszociativ, zérusosztémentes) algebra a
valds szamtest folott.

V.
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A szamfogalom bovitésének lezarasa.

Frobenius tétele. 1882.

A valds szdmtest folétti végesdimenzids, zérusosztémentes (asszociativ)
algebrak a kovetkezbk egyikével izomorfak.

Q A valés szamtest,
Q@ a komplex szdmtest,
@ a kvaternidk ferdeteste.

Megjegyzés.
E tétel lezarja a szdmfogalom bdvitésének folyamatdt, mar a kvaternidk
esetén is fol kell adni a szorzds kommutativitasat.
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Az els6, mar majdnem , igazan absztrakt” struktira.

Hamilton kvaterniéi 2.
Definicié. Legyen

Q={a+bi+c¢+dkl|ab,c,deR}
tovdbba i, j, k olyan szimbdlumok, amelyekre

==k =-1,
=k jk=1i, ki =],
ji=—k, kj=—i, ik=—j.

A szamolas ezen kifejezésekkel a ,, szokdsos algebrai”, a harom szimbdlum
folcserélhetd szorzasnal a valds szamokkal.

Megjegyzés.
Q ferdetest az elébbi miiveletekkel, de R folotti négydimenzids
zérusosztémentes algebra is.

4
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Ut a csoport absztrakt fogalmahoz 1.

Ernst SCHERING, 1869
o Definicié. Az f = ax? + 2bxy + cy? alakii kifejezéseket kvadratikus
formaknak nevezik (Gauss), ahol a, b, c € R. E kvadaratikus forma
diszkriminadnsa § = b? — 4ac.
o Gauss bevezette e kvadratikus formdk kompozicidjat, amely
asszociativ és invertdlhaté miivelet (bizonyos foltételek mellett!).
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Ut a csoport absztrakt fogalmahoz 2. Ut a csoport absztrakt fogalmahoz 3.

Ernst SCHERING, 1869.
Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy ez |ényegében a véges Abel-csoportok
alaptétele, amelyet — ha nem is a ma megszokott altalanossdgban — L.

Schering tétele. Kronecker igazolt el8szér 1853-as dolgozataban. )

Ha adlott d.iszkriminénsﬂ kvadratil:us formdk csoportjanak A., B, CI7 o Arthur CAYLEY 1859-es dolgozata.
generatorai rendre a, b, c. .. rendiiek, akkor e csoport elemei egyértelmiien

reprezentalhaték, mint Legyen © olyan miivelet-szimbSlum, amelyre

A“BECY ...
O(x,y,...) = (X, y...).
szorzatok, ahol & a modulo a, 5 a modulo b, ... maradékosztélyokat futja
végig. Ha x',y’,... az x,y ... szimbélumok egy permutécidja, akkor © nem mis,
’ mint amit kordbban , helyettesitésnek” neveztek. Ha pedig egyetlen x
mennyiségre (szimbdlumra) alkalmazzuk, akkor & egy ,, kézénséges
fiiggvényjel”:
Ox =x' = fx.
Az identikus operatort jelolje 1, mig OV az , Osszetett” operatort.
2013. dprilis 24. 9/33 2013. dprilis 24 10/33
Ut a csoport absztrakt fogalmahoz 4. Ut a csoport absztrakt fogalmahoz 5.
Arthur CAYLEY 1859-es dolgozata. Cayley 1878-as dolgozata
° ‘Ii/legjegyezte, hogy a helyettesitések Gsszetétele altalaban nem o Folvetette azt a kérdést, hogy adjuk meg az dsszes n elemii csoportot
ommutativ.

tetszbleges n € N-re.

o Bevezette e dolgozatdban a ma Cayley-tdbldnak nevezett miivelet o Megfogalmazta azt az 4llitast, hogy , minden n elemii csoport

megadast. ) reprezentdlhatd, mint az n szimbélum helyettesitéseinek csoportja”,
azaz azon &llitdst, amely ma Cayley reprezentdcids tételeként (annak
véges viltozataként) ismert:

Cayley 1878-as dolgozata

Sz./mbc,)/umok egy olyan a, 3,7, o o'sszessege, afnely tartalmazza e @ Minden csoport izomorf egy permutaciocsoporttal.
szimbdlumok 6sszes a3 szorzatat minden lehetséges sorrendben, csoport. %

Egy csoport a benne szerepl6 szimbolumok kombindcidinak szabalyaval

. L Megjegyzés.
egyiitt definidlt. glegy. . :
Halmaz és miivelet egyiittese!!! Cayley elmélete mar majdnem &ltaldnosnak tekintheté: tartalmazza
ot specidlisan a helyettesitéseket, és azt az altalanos kérdés, hogy adjuk meg
Megjegyzés. az osszes n elemii csoportot, ami ténylegesen azonos azzal a kérdéssel,

Cayley hallgatélagosan mindig foltételezte, hogy az &ltala tekintett hogy ugyanazo,n, n—.re"adljuk meg az Osszes olyan csoportot, amely az n
elem helyettesitéseibdl all.

kombindcidk (szorzasok) asszociativok. )

V.
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Ut a csoport absztrakt fogalmahoz 6.

Az ,igazi" absztrakt definicid.

@ Walter von DYCK és Heinrich WEBER nevéhez fiizddik, akik
egymastdl fiiggetleniil (de véletleniil ugyanazon folydirat ugyanazon
szdmdban) kozolték 1882-ben azt.

o Definicié. A (G,-) par (a G halmaz a rajta értelmezett - kétvéltozds
miivelettel) csoport, ha

@ a miivelet asszociativ,
@ vanolyan e € G, hogy minden a€ G-rea-e=¢e-a=a,
© minden a € G-hez van olyan a’ € G, hogy a-a’ =a' -a=e.

o A kommutativ miiveletli csoportokat Abel-csoportoknak nevezziik (N.

H. Abel emlékére).
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Az els6 alkalmazasok.

Galois-elméletben.
@ Normailis testbovités, polinom Galois-csoportja.
@ Fololdhaté csoport: van olyan normallanca (specidlis
részcsoportldnca), amelynek faktorai Abel-csoportok.
o Tétel. Ha egy algebrai egyenlet Galois-csoportjanak rendje
primhatvany, akkor ezen egyenlet megoldhatd gyokvondsokkal.

Kristdlytanban.
Szimmetridk.

Geometridban.
Transzformaciécsoportok. Folytonos transzformécidk csoportja.
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Néhany klasszikus csoportelméleti tétel.

Lagrange tétele.

Véges csoport részcsoportjdnak rendje (elemeinek szama) osztdja a
csoport rendjének.

Megjegyzés.
A tétel megforditdsa nem igaz, ezért érdekesek a , gyengitések”: milyen
osztékhoz vannak annyi elemii részcsoportok?

M.L. Sylow (norvég) tételei, 1872.

Q Legyen G n elemii csoport. Ha a p primnek p® a legnagyobb olyan
hatvdnya amely osztdja n-nek, akkor van G-nek p® elemij
részcsoportja.

@ A(z elbbbi) G csoportnak pontosan pr + 1 szdmd p® rendii
részcsoportja van.
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Egy hosszu tavi kérdés.

Egyszerii csoportok.

Definicié. A G csoport egyszerli, ha egyetlen nemtrividlis H
részcsoportjdra sem teljesiil, hogy gH = Hg minden g € G-re.

Egy latszdlag egyszerli kérdés.

Melyek a nemtrividlis véges egyszerii csoportok?

Egy egyszer(i eset.

Ha a nemtrividlis G csoport miivelete kommutativ, azaz Abel-csoport,
akkor & pontosan ekkor egyszerii, ha primrendii (elemei szdma valamely p
primszam).

A vélasz.
Erre a XX. szdzad végéig kellett varni.
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Véges egyszerli csoportok.

Fololdhaté csoportok.
Definicié. A G csoport féloldhatd, ha van olyan

G:NoDNlb...DNk_lek:{l}

normélldnca, amelyben az &sszes N;/Njyq faktorcsoport kommutativ.

Eszrevétel
A fololdhaté csoportok nyilvan nem egyszeriik.

Burnside sejtése 1902.

A véges, nemkommutativ egyszerii csoportok rendje paros.
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A véges egyszerli csoportok klasszifikacidja.

Az 1980-as években lett teljes, részben szamitégépek intenziv
hasznélataval.

A klasszifikacid 1.
o A véges nemkommutativ csoportoknak van 17 végtelen sorozata.
o llyenek az A, alterndlécsoportok, ha n > 4, és a PSL(n,q) dn.
projektiv specidlis linedris csoportok, ha g # 2, 3.
@ Az utdbbiak a g elemii test folotti 1 determindnsi n x n tipusi
métrixok csoportjainak centrum szerinti faktorcsoportjai (g

primhatvény).
J
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Véges egyszerli csoportok.

Az els6 eredmény.

o Burnside két prim tétele. Ha a G véges csoport rendjének
legfoljebb két primosztdja van, akkor G féloldhaté csoport.

o Kovetkezmény. A primhatvanyrendii csoportok féloldhatok.

A Burnside sejtés igazolasa.

o Feit - Thompson tétel. A véges nemkommutativ egyszerii csoportok
rendje paros.

o Kovetkezmény. Minden paratlan rendii csoport fololdhato.

Thompson egy tovabbi eredménye, amely Fields-érmet hozott.

Kb. 600 oldalas cikksorozatban meghatarozta azon egyszerii csoportokat,
melyek minden valédi részcsoportja fololdhaté.
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A véges egyszerl csoportok klasszifikdcidja.

A klasszifikécié 2.
e Van 26 (n. sporadikus csoport,

o ezek legkisebbike az My Mathieu csoport (van e listdn tovabbi 4
Mathieu csoport), az My; rendje 2% - 32 -5 .11, mig a

@ legnagyobb, az un. Monster, amelynek rendje

246.320.59.76.112.13%.17.19.23-29-31-41-47-59-71

o E szdm kozelitSleg 8,08 - 10%3.
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A véges egyszerli csoportok klasszifikacidja.

Mekkora is e szam?
o A lithaté vildgegyetem nukleonjainak szdma 3 - 1077

térfogata 10%5cm3,

, jelenlegi

@ a Fold tdmege 3,5 - 10°! szerese egy proton tomegének, ami azt
jelenti, hogy

@ a Monsternek tobb eleme van, mint ahdny atombdl a Fold all.

o Végiil, az 8srobbands 6ta ,, mindossze” 4,7 - 1017 masodperc telt el.
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Altaldnosités: végesen generalt Abel-csoportok.

Minden végesen generalt Abel-csoport egy végtelen ciklikus csoport és
primhatvanyrendii ciklikus csoportok direkt szorzatara bonthats. A
félbontdsban szereplS csoportok rendje egyértelmiien meghatarozott.

Megjegyzések.

@ Tetszbleges, pl. nemkommutativ csoportokra hasonlé tétel nem
érvényes.

@ Vegyiik észre, hogy e tételek hasonlitanak a szamelmélet alaptételére.
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Egy csoport konstrukcid.

Szorzat.

Ha G, S csoportok, akkor a G x S halmaz a miiveletet komponensenként
végezve csoport, a két csoport direkt szorzata.

Megjegyzés.
Szdmos miiveleti tulajdonsdg oroklédik direkt szorzatra. Specidlisan
mindazok, amelyek elsérendii univerzilis itélettel adhaték meg.

Az elsé struktiratétel: a véges Abel-csoportok alaptétele.

Minden véges Abel-csoport primhatvanyrendii ciklikus csoportok direkt
szorzatara bonthatd. A félbontasban szereplé csoportok rendje
egyértelmiien meghatdrozott.
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Egy tovabbi struktdra.

Definicié. Az (R;+,-) rendezett hdrmas (az R halmaz a rajta értelmezett
két miivelettel) gylirli, ha

o (R,+) Abel-csoport, - asszociativ,
@ minden a, b, c € R-re
a-(b+c)=a-b+a-c, (a+b)-c=a-c+b-c.

Egy csoportelméleti fogalom analogonja.
Definicié. Legyen R gyliri. Az L C R balidedl, (jobb-, kétoldali-), ha
o L #0, és tetszbleges a,b€ L-rea—be L,
o tetszéleges r € R, a € L-re rac L (ar € L, ill. mindketts benne van).J
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Gydirtik.

Megjegyzés.
Az idedl a csoportelméleti normaloszté-fogalom megfeleldje.

Szorzatra bontds.

Definicié. Legyen R gyiirli, tovdbba Ly,..., L balidedlok. R ezen
balidedlok direkt osszegére bomlik,

R=Li&®.. &L,

ha R mint Abel-csoport e részcsoportok (normaloszték) direkt dsszegére
bomlik.
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Gyirtik.

Még két struktiratétel: a Wedderburn - Artin tételek.

Q A féligegyszerii gyiiriik egységelemesek, tovabba véges sok olyan
idealjuk direkt osszegére bonthatok, amelyek egyszerii gytiriik, és
balidealjaikra teljesiil a minimumfoltétel. Ezen félbontds egyértelmii.

@ Ha az R nem egyelemii egyszerii gyiirii balidealjaira teljesiil a
minimumfoltétel, akkor R primszamrendii zérogyiirii, vagy valamely F
test folotti M(F,) teljes matrixgydiriivel izomorf. Az 3llitds
megforditasa nem igaz.

Megjegyzés.

Valamely R gylir(i egyszer(i, ha nincs nemtrividlis idedlja (azaz csak
{0}, R idedlok R-ben).
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Gydiriik.

Két fogalom.

@ Definicié. Legyen R gylirii. Azt mondjuk, hogy az a € R elem
nilpotens, ha van olyan n € N, hogy a” = 0. Az L <, R nilpotens
balidedl, ha olyan n € N, hogy L" = {0}.

@ Definicié. Azt mondjuk, hogy az R gyiirii féligegyszerii gyiirii, ha

@ nincs végtelen leszallé balidedl-lanca (balidedljaira teljesiil a
minimumfoltétel),
@ nem tartalmaz {0}-tdl kiilénbozd nilpotens balidedlt.

Az els6 struktiratétel.

Tétel. (Emmy NOETHER) Minden féligegyszerii gyiirii véges sok olyan
balidealjanak direkt osszegére bonthato, amelyek idempotens elemmel
(a® = a) generalhatok.
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Egyszerli gylriik.

A (véges) egyszerli gyiiriiknek nincs olyan teljes leirdsa, mint a
csoportoknak.

Egy egyszerii tétel.

o Definicié. Az (F;+,-) algebra ferdetest, ha
Q (F;+,-) egységelemes gyiirii,
@ F minden nemzéré elemének van (multiplikativ) inverze
o A kommutativ ferdetesteket testnek nevezziik.
o Tétel. Ha az R gyiiriinek csak a két trividlis balidealja van, akkor
vagy ferdetest, vagy primrend(i zérogyiirii, azaz barmely két elemének
szorzata 0.

o Kovetkezmény. Egy kommutativ egységelemes gylirii pontosan
akkor egyszerti, ha test.
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A szamelmélet alaptétele.

Oszthatésag, maradékos osztés.

o Definicié. A kommutativ, zérusosztémentes egységelemes gyliriiket
integritastartomanyoknak nevezziik.

@ Az oszthatésdg fogalma integritdstartomanyokban ugyandgy
definidlhaté, mint az egész szamok gyliriijében. A tulajdonsagok is
|ényegében ugyanazok.

o Definicié. Legyen [ integritdstartomany. Ha g € / olyan, hogy
q#0, qf1 ésvalahdnyszor g = ab, a, b € R, mindannyiszor a|l,
vagy b|1, akkor azt mondjuk, hogy ¢ irreducibilis elem az /
integritastartomdnyban.

@ Ha az [ integritstartomany valamely nemzéré p elemére pJ1 és
valahdnyszor plab, a, b € I, mindannyiszor p|a vagy p|b, akkor p
primelem az | integritastartomdnyban.

o E két fogalom az egész szamok gylir(ijében egybeesik, de dltaldban
nem, pl. Z[iv/5] = {a+ biv/5: a,b € Z} C C-ben.

v
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Alaptételes gyliriik.

Euklideszi gytirik.

o Definicié. Az E integritastartomany Euklideszi gyiirii a v euklideszi
normaval, ha v: E — Ny olyan fiiggvény, hogy
Q v(a)=0 & a=0,
@ tetszbleges a, b € E b # 0 elemekhez |éteznek olyan g, r € E elemek,
hogy
@ a=bg+r,
@ v(r) <wv(b).
o 1. Tétel. Az euklideszi gyiiriik alaptételesek.

Példak euklideszi gytiriikre.

Z, tetszéleges T testre T[x], Z[i] = {a+ bi: a,b € Z} az tn.
Gauss-egészek gyliriije.
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A szamelmélet alaptétele.

o Emlékezziink: a szamelmélet alaptétele az dllitja, hogy minden
nemzéré a egész, ha af 1, sorrendtdl és el§jeltdl eltekintve
egyértelmiien bomlik primszamok (irreducibilis elemek) szorzatéra.

@ A bizonyitasban a kovetkezdket hasznaltuk:

© Ha az a, b nemzérd egészekre a|b és a # b, akkor |a| < |b|,
@ a primszamok rendelkezte az Gn. primtulajdonsdggal, azaz a Z-beli
irreducibilis elemek egyben primelemek is.

o Definicié. Azt mondjuk, hogy az / integritdstarttomdny alaptételes
gylirii, ha minden olyan a nemzér6 eleme, amelyre af 1 sorrendtdl és
invertdlhaté elem faktoroktdl eltekintva egyértelmiien bonthaté
irreducibilis elemek szorzatdra.
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Alaptételes gyiiriik.

Féidedlgytirik.

Definicié. Egy integritdstartomany féidedlgyiirii, ha minden idedlja egy
elemmel generalhatd.

2. Tétel. A féidedlgyiiriik alaptételesek, és minden euklideszi gyiirii
fSidedlgyiirii.

Példa foidedlgyliriire.

Z[i/19] olyan f8idedlgyiirli, amely nem euklideszi.

Példa alaptételes, de nem féidedlgyiiriikre.

Z[x], C[x,y].
)
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Alaptételes gyliriik.

Az alaptételes gyliriik egy jellemzése.

o 3. Tétel. Egy | integritdstartomany pontosan akkor alaptételes,

@ ha nem létezik f8idedljainak végtelen folszalls ldnca,
@ tovdbbd az irreducibilis elemei primek.

o Kovetkezmény. A Z[i\/5] integritdstartomany nem alaptételes.
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