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1. Bevezetés

1.1. Alapfogalmak

Véletlen (valosziniiségi) kisérlet: lényegében azonos koriilmények kozott
tetsz6legesen sokszor megismételhetd megfigyelés, melynek tébbféle kimene-
tele lehet, és a figyelembe vett koriilmények nem hatarozzak meg egyértel-
miien a kimenetelt.

A véletlen kisérlet lehetséges kimeneteleinek halmaza az eseménytér,
jele €.

Az esemény olyan a kisérlettel kapcsolatban tett allitas, melynek igaz
vagy hamis volta eldonthets a kisérlet lefolytatasa utdn. Az események
halmaza az () részhalmazainak egy olyan rendszere, mely o-algebra. Az
(92, A) part mérhetdségi térnek nevezziik.

Egy A C 2% halmazrendszert akkor neveziink o-algebranak, ha

e e A;
e valahanyszor A € A, mindannyiszor A° = Q\A € A (azaz a halmaz-
rendszer zart a komplementerképzésre);
e valahanyszor A;, As,... € A, mindannyiszor U®; A; € A (azaz a hal-
mazrendszer zart a megszamlalhaté unioképzésre).
Megjeqyzés. e Vegyiik észre, hogy a {0, 2} halmazrendszer o-algebra. Ez
a trivialis o-algebra.

e A 29 halmazrendszer, az ) hatvinyhalmaza, azaz az 6sszes részhalma-
zanak halmaza is o-algebra. Abban az esetben, amikor az () alaphalmaz
véges, akkor az események halmaza mindig a hatvanyhalmaz.

Események jelolése: A, B, Ay, . ...

Al =1< A= {w}, weQ, elemi esemény

() a lehetetlen esemény

) a biztos esemény

A€ az ellentett esemény
e AN B mindkét esemény bekovetkezik (A és B)
AU B a két esemény koziil legalabb az egyik bekovetkezik

AN B = a két esemény kizarja egymast
e A — B az A bekdvetkezik de B nem

A C B az A esemény maga utan vonja B-t



1.1. Példa. Haromszor foldobunk egy pénzérmét. Ekkor az eseménytér

Q={(F,F,F),(F,F,I),(F,1,F),(F,I,I),
(I[,F,F),(I,FI),(I,I,F),(I,1,1)},
azaz |Q)| = 23 = 8 darab elemi esemény van, és |29| = 28 = 256 az Osszes

esemény szama.
Legyen A; = {az i-edik dobas fej}, i = 1,2, 3. Ekkor

Ay ={(FF,F),(F,F,I),(F,I,F),(F,1,1)}.
B = {csak az 1. fej} = {(F,I,1)} = A1 N AN A§
C = {egyik sem fej} = {(I,1,1)} = A{ N A5 N Aj

1.2. Példa. Véletlen sorrendben leirjuk a MATEMATIKA sz6 bettit.
1. megoldds: Az azonos betiiket nem kiilonboztetjiik meg.

Q = {AAAEIKMMTT, AAAEIKMTMT, ..., TTMMKIEAAA}

9] = 725

31212!

A = {MATEMATIKA szot kapjuk } = {MATEMATIKA}, azaz A elemi
esemény.
2. megoldds: Az azonos bettiket megkiilonboztetjiik.

0 = { A Ay ASEIKM, My Ty Ty, A ApAsETKM, My Ty Ty, .
T, T MMy KIEA3A, A, },

1©2] = 10!, és ha A = {MATEMATIKA szt kapjuk}, |A| = 312121

1.2. A valészintiségi mérték

1.3. Definici6. Egy P : A — [0, 1] halmazfiiggvény valdszindségi mérték az
(92, A) mérhetségi téren, ha

e P(Q)=1;

e ha az Aj, Ay, ... € A halmazok (paronként) diszjunktak, akkor

P(UZ,4i) = iP(Ai),

azaz a halmazfiiggvény o-additiv.

A fenti tulajdonsagokkal rendelkezs (€2, A, P) harmast valészintiségi
mezdnek nevezziik.



1.4. Allitas (A valoszintiség tulajdonsagai). Legyen (2, A, P) egy valdszini-
ségi mezd, A, B, A1, Ag, ... € A események.
(i) Ho A; N A; =0, minden i # j pdrra, akkor

PA,U...UA,) =P(A)+...+P(A,).

(it) P(A°) =1 —P(A).
(i) AC B=P(B—-A)=P(B)—-P(A), és P(A) <P(B).
(iv) P(AUB) =P(A)+ P(B) — P(ANB).

(v) Szita formula:

P(AU...UA,) =) (—1)k > P(A, N...NA;,).

k=1 1<i; <ig<...<ip<n

(vi) P(AUB) < P(A) + P(B).
(vii) P(A;U...UA,) <P(A)+...+ P(A,).

(viii) Ha A, monoton nové halmazsorozat, azaz Ay C Ay C ..., akkor
lim,, o P(A,) = P(U2,4)).
(ix) Ha A, monoton csékkend halmazsorozat, azaz Ay D A D ..., akkor

lim,, o P(A,) = P(N52, Ay).
(x) P(UZ,Ag) <02 P(Ax) (megszamldlhato szubadditivitds).

Bizonyitds. (1) Legyen A, 1 = Apio = ... =10
(i) 1=P(Q) =P(AU A°) = P(A) + P(A°).
(iii) B=AU(B— A),

P(B) = P(A) + P(B — A) = P(B — A) = P(B) — P(4) > 0.

(iv) PAUB) = P(AU(B—-(ANB))) = PA) +PB—-(ANDB)) =
P(A)+P(B)—P(ANB).

(v) Teljes indukcioval. n = 1,2-re igaz. Tegyiik fel, hogy n-ig igaz. A B; = A;, i <n—1, By, =



Ap U Ay jeldléssel

P(A1U...UAnUAn+1):P(Blu...UBn)

n
DICTLND DR R
k=1 1<i1<ig<...<ip<n

n

=3¢ 1)’“‘“(ZP i N NA)
1

k= i <n

+

Y PA, N NA,_ N (An UAnH)))
ip_1<n—1

n

=>( 1)k+1(ZP N NAL)
k=1

— ip<n

+ Z [P(Ai1 NN Aiy_ NA) +P(A;, N...NAy N Aptr)

ig—1<n—1
—P(A;, N...NA;,_ NA,N An+1)])

n+1
=Y (-t > P(A;; N...NA;)
k=1

1<i1 <ig<...<ip<n

(vi) P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB) <P(A) + P(B).
(vii) Teljes indukcioval.

(viii) Vezessiik be a By = Ay, B, = A,\A,_1, n > 2 jelolést. Ekkor a B,
halmazok diszjunktak, Us?, B,, = U2 A, és UL_, By = Ul Ap = A,
n> 1. Igy

P(UX, Ay) = P(UX By = ZP (By) _JEEOZP (By)
= lim P(Uj_ 1Bk) = hm P(A,),
n—oo
amint allitottuk.

(ix) Mivel A,, monoton csokkend, AS monoton névekvs halmazsorozat, ezért
hasznalhatjuk az el6z6 pont allitasat. Ezért

P(Mi2,Ax) =1 =P (M2 4k)°) = 1 = P (U2, A7)
—1— lim P(A°) =1 — lim (1 - P(4,)) = lim P(A4,),

n—oo n—oo n—oo
amivel az allitast igazoltuk.

(x) Tetszbleges n természetes szamra a véges szubadditivitas alapjan

P (Ur_, A <iPAk gip
k=1 k=1

4



Mivel a B,, = U}_; Ay halmazsorozat monoton névekvd, igy

lim P (U, A) = P (U2, Ay),

n—oo

ezért az egyenlGtlenségbdl hatardtmenettel kapjuk az allitast.

Az (Q, A, P) harmast valoszintiségi mezdnek nevezziik.

1.3. Klasszikus valbszintiségi mezé

Az (9,29, P) valoszintiségi mezd klasszikus, ha minden kimenetel egyfor-

méan valoszint, azaz P({w}) = ¢ minden w €  esetén. Ekkor persze sziik-

— 1A| — kedvezd
| Osszes

ségképpen ¢ = 1/|Q)|. Tetszoleges A eseményre P(A)

1.3.1. Sziiletésnap probléma

Mekkora a valészintisége annak, hogy n ember kézott van két olyan, akiknek
ugyanazon a napon van a sziiletésnapjuk?!

Jelolje f(n) a keresett valoszintiséget. Nyilvan f(1) =0, és f(n) = 1, ha
n > 366, hiszen a skatulya-elv miatt biztosan van két ember, akik egy napon
sziilettek.

Klasszikus valoszintiségi mezénk van, tehat eseteket szamolunk. Az Gsszes
eset 365", hiszen minden ember 365 napon sziilethetett. Legyen 2 < n < 365.
Némi probalgatas utan rajohetiink, hogy egyszertibb a kedvezétlen eseteket
Osszeszamolni, azaz azokat az eseteket keressiik, amikor mindenki méas napon
sziiletett. Valahogy (mondjuk abécé sorrendben) sorbarakjuk az embereket.
Ekkor az els§ ember 365 napon sziilethetett, a masodik nem sziilethetett azon
a napon, amelyiken az elss, ezért neki 364 lehetéség maradt. Hasonloan, a
harmadiknak méar csak 363, stb. Végiil a kedvezsStlen esetek szaméara 365 -
364 -...(365 —n + 1) adodik. Igy

f(n) = P(n ember kozott van 2, akiknek ugyanazon
a napon van a sziiletésnap ja)
= 1 — P( mindenkinek kiilonb6z6 napon van a sziiletésnapja)
365-364-...- (365 —n+1)
B 365n ‘

'Ez egy matematika feladat, azaz hallgatélagosan feltessziik, hogy az év 365 napos
(eltekintiink a februar 29-ektsl), és minden ember egyméastol fiiggetleniil egyforma valoszi-
niiséggel sziiletett az év barmely napjan. Ezek viszonylag természetes feltevések, de azért
nem mindig teljesiilnek. Ha a tarsasdgban vannak ikrek, akkor persze mar nem teljesiilnek
a feltételek.
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1. dbra. f(n) valoszintiségek n fiiggvényében

Vilagos, hogy f(n) monoton nd, hiszen minél tébb ember van, annal
nagyobb a kozos sziiletésnap esélye. Némileg meglepd, hogy n = 23 esetén a
keresett valoszintiség mar 0, 5-nél nagyobb. Pontosabban

£(22) ~ 0,4757 < 1/2 < 0,5073 ~ f(23).

Az 1.3.1 abran azt is latjuk, hogy ez a valdszintiség nagyon gyorsan tart 1-
hez, f(50) = 0,97, azaz 50 ember koz6tt mar nagyon valoszint hogy van két
azonos sziiletésnap. Az 1.3.1 abran ugyanezeket a valoszintiségeket latjuk,
csak az érdekes tartoményra koncentrélva.

Az el6zGeket altaldnositva, tegyiik fel, hogy egy kisérletnek N lehetséges
kimenetele van, és minden kimenetel egyforméan valészint. Leglabb héany-
szor kell elvégezni a kisérletet ahhoz, hogy 0, 5-nél nagyobb legyen annak a
valoszintisége, hogy kétszer van ismétlgdés?

A sziiletésnap probléma pontosan ez a feladat N = 365 valasztéssal.
Ha pedig N = 6, akkor arra kapunk valaszt, hogy hényszor kell dobni egy
dobokockaval, hogy 0,5-nél nagyobb eséllyel legyen ismétlédés. Ha n-szer
ismétliink, 2 < n < N, akkor annak az f(n) valoszintisége, hogy van ismétlés

1 NN (N —nt1)

Nn
Ezt kicsit alakithatjuk

o (o-8) (3655




1.0

0.8

0.6
|

fin)
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2. abra. f(n) valoszintiségek n fiiggvényében, n < 50

A kérdés, hogy a jobboldali szorzat mikor lesz elGszor 0, 5-nél kisebb. Ha x
kicsi, akkor 1 — z =~ e™® (ez éppen a derivélas definicidja), igy a jobboldal

nagyjabol
Tl—l . 2
1 n
D R

=1

Ennek kell 0, 5-nek lenni, ahonnan kapjuk, hogy

n~~v2In2vVN.

Ez N = 365-re éppen 22,5, tehat miikodik.

2. Néhany klasszikus probléma

2.1. A péarositasi probléma

Vesziink n darab kartyat 1-t6] n-ig megszamozva. Osszekeverjiik, és véletlen
sorrendben lerakjuk ket egy sorba. A k-adik helyen pérositas torténik, ha
a k-adik helyre a k sorszamu kartya keriil. (Tehat véletlen permutaciok
fixpontjait tekintjiik.)

Arra keressiik a valaszt, hogy mennyi a valdszintisége, hogy nem torténik
pérositas. Jelolje p, ezt a valoszintiséget.



Jelolje Ay azt az eseményt, hogy a k-adik helyen parositas torténik, k =
1,2,...,n. Ekkor az az esemény, hogy legalabb egy péarositas torténik éppen
AiUAsU...UA,. Ennek a valoszintiségét a szita formuléval hatarozhatjuk
meg. Eszerint

n

P(AU...UA,) =) (1) > P (A, N... A)

k=1 1<i1 <i2<... <0 <n
- (n—k)!
S S
|
k=1 1<i1 <ig<...<ix<n s
& —k)!
— _1 k+1 n (n
n (_1)k+1
p— T‘
k=1

Ezek szerint

pn = P(nincs parositas ) = P(A{N...NA;)

=1-P(AU...UA,)=1- <—zn:(_k—1'>k>

k=1
~ (=1
R

k=0

Analizisbdl tudjuk, hogy tetszéleges x valos szamra

. =k x> a2
k=0
ahonnan latjuk, hogy
lim p, = E ( k') =e '~ 0,368.
n—o00 !
k=0

Ezek utan hatarozzuk meg azt a valészintiséget, hogy pontosan k darab
parositas torténik. Vezessiik be a

Png = P(n kirtya van, és pontosan k parositas torténik), k£ =0,1,...,n.

Nyilvén p, = ppo. Jelolje IV, ;, azon kimenetelek szamat, amikor pontosan k
parositas torténik n kartyaval. Ezekkel a jelolésekkel p,, = Ny, 0/m! minden



m természetes szam esetén. Konnyen meggondolhato, hogy

Nnk _ (Z)ank,o _ (Z) (n - k)'pnfk

)

n—=k :

. Prn—k - i (_1)]
T |
k k! par i

Az utobbi alakbol rogton latjuk, hogy

_ 1 & (—1)F et
B = g 2 =
j:

Megjegyzés. Valdjaban azt bizonyitottuk be, hogy egy véletlen permutécié fix-
pontjainak szama nagy n esetén kozelitGleg Poisson-eloszlasi, pontosabban a fix-
pontok szama eloszlasban konvergal egy 1-paraméterti Poisson-eloszlasu véletlen
valtozohoz. De errél majd késGbb.

2.2. Buffon-féle tiiprobléma (1777)

Akkor beszéliink geometriai valdszintiségi mezérél, ha a kisérlettel kapcso-
latos események egy geometriai alakzat részhalmazainak feleltethetGk meg.
Ekkor a lehetséges kimenetelek halmaza 2 = H C R"™, aminek a mértéke
(hossza, teriilete, térfogata) pozitiv és véges. Ekkor egy A C H esemény
valoszintisége aranyos a halmaz mértékével, azaz

A(A)
(A) = )’

ahol A az n-dimenzios Lebesgue-mérték (hossz, teriilet, térfogat).

Egy padlé mintazata parhuzamos egyenesekbdl all. A szomszédos egye-
nesek tavolsaga d. A padlora ledobunk egy ¢ hosszu tiit, ahol ¢ < d. Mekkora
a valoszintisége, hogy a ti metszi valamelyik egyenest?

Jelolje x a td kozéppontjanak és a hozza legkozelebbi, téle balra levé
egyenesnek a tavolsagat! Legyen O a ti fligg6legessel bezart szoge. Vegyiik
észre, hogy a td akkor metszi a baloldali egyenest, ha 0 < x < gsin O, és
akkor metszi a jobboldalit, ha 0 < d—z < gsin O. Ha x egyenletes eloszlast
[0, d]-n és O egyenletes eloszlasu [0, 7|-n, akkor a kisérlet megfeleltethets egy
pont egyenletes eloszlas szerinti valasztasanak a [0, d] x [0, 7] téglalapbol. A
kedvez6 tertiletrész tertilete

2/ * singag — 20,
0 2

9



d
////
, o
d—3 .
T=d— 5~Sln0

£ |

2

0 5 m 0

3. abra. Kedvezd teriilet a Buffon-féle probléméanal

igy a keresett valoszintiség
20
wd

Innen latjuk, hogy a 7 értékét meg lehet hatarozni empirikus modon.

P(van metszés ) =

2.3. de Méré paradoxona
1654: Pascal és Fermat levelezése de Méré lovag feladatairol, majd a ,véletlen matematikajanak” megala-

pozasarol.
de Meéré lovag paradorona: Miért nem ugyanakkora valoszintiségi a kovetkezd két esemény:

e 1 kockaval 4-szer dobva legalabb egy hatost dobunk;

e 2 kockéval 24-szer dobva legalabb egy dupla hatost dobunk.

Legyen A az az esemény, hogy 1 kockaval 4-szer dobva legalabb egyszer dobunk 6-ost. Ekkor 2 =
{(1,1,1,1),...(6,6,6,6)}, azaz || = 6% Mivel minden kimenetel egyforman valoszind, a valoszintiségi
mez6 klasszikus. A° az az esemény, hogy nem dobunk 6-ost, igy |A¢| = 5%. Ezért

5\ 4
P(A)=1-PA°)=1- (E) =~ 0,5177.
Vizsgaljuk most azt a kisérletet, hogy 2 kockaval dobunk 24-szer, és legyen B az az esemény, hogy
dobunk dupla 6-ost. Ekkor || = 3624, és |B¢| = 3524, ezért

35\ 24
PB)=1-PB)=1—-(— ~ 0,4914.
36

10



A rossz(!) intuici6 az, hogy ha 4-szer megyiink neki egy 1/6 valészintiségli eseménynek, akkor a siker
valoszindsége ugyanannyi, mint ha 24-szer megyiink neki egy 1/36-od valosziniségtinek, hiszen 4/6 =

24/36.

2.4. Bertrand paradoxon (1888)

Véletlenszeritien valasztunk egy hirt egy r sugara kérén. Mennyi a valoszintisége, hogy a hur hosszabb,
mint a korbe irhaté szabalyos haromszog oldala? Jelblje p ezt a valdsziniiséget.

1. Megoldds. A hur hosszat meghatarozza a felez6pontjanak (F') a kor kozéppontjatol (O) vett
tavolsaga. Ha |OF| > r/2, akkor a hur hosszabb, mint a szabalyos haromszog oldala, kiilénben révidebb.
Tehat a feladat megfeleltethets annak, hogy egy rogzitett sugarrol egyenletes eloszlas szerint valasztunk
pontot. Ezért

r 2’

r/2 1

2. Megoldds. Ha az egyik végpontot rogzitjiik, akkor a hur hosszat meghatéarozza, hogy hova esik a

masik végpont. Legyen ¢ a harnak és a rogzitett ponthoz hazott érintének a szoge. A har pontosan akkor
hosszabb, mint a haromszdg oldala, ha ¥ € (7/3,27/3). Ennek a valoszintisége nyilvan 1/3, tehat

ng-

8. Megoldds. A hur pontosan akkor lesz hosszabb a haromszog oldalanal, ha a kézéppontja beleesik
a haromszog beirt korébe. Ennek a valoszintsége (r/2)%n/(r?n) = 1/4, tehat

1
p—4.

A problémat természetesen az okozza, hogy a hur valasztasat nem mondja meg a feladat. Azaz a

véletlen nincs jol megadva.

2.5. Az igazsagos osztozkodas problémaja

Két jatékos, Anna és Balazs jatszanak. Mindketten 1/2 — 1/2 valosziniiséggel nyernek egy-egy jatékot. Az
elére befizetett tétet az kapja, aki el6bb nyer 10 jatékot. A jaték azonban 8-7 -es 4llasnal abbamaradt.
Hogyan osszék el igazsagosan a befizetett tétet?

Kicsit altalanosabban a kovetkezd feladatot vizsgaljuk. Két jatékos, Anna és Balazs jatszanak. An-
nanak a pont hidnyzik a gy&zelemhez, Balazsnak pedig b. Egy-egy jatékot Anna p € (0, 1) valoszintséggel
nyer meg, Balazs pedig 1 — p valésziniiséggel. Hogyan osszak el a tétet?

Mar 15. szazadban irnak a problémarol, de Méré elstt (Luca Pacioli (1494), Tartaglia (~1550)).
Specialis esetekben meg is tudjak oldani a feladatot, azonban a teljes megoldéast Pascal és Fermat adjak
meg. A kovetkez8kben Fermat megoldasat mutatjuk be.

Vegylik észre, hogy a jatéksorozat a +b— 1 jatékkal biztos véget ér. Anna pontosan akkor nyer, ha az
a + b — 1 jatékbol legalabb a jatékot nyer meg. Igy Anna nyerésének valoszintiségét Pa(a, b, p)-vel jelolve
azt kapjuk, hogy

Pa(a,b,p) =P (a+b—1 jatékbol Anna legalabb a pontot szerez )

a+b—1
Z P (a + b — 1 jatékbol Anna pontosan k pontot szerez)
k=a

a+b—1

Z (a +Z - 1)pk(1 _p)eth-ik

k=a
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Mivel pontosan az egyikiik nyer P4 + Pp = 1, a binomialis tétel szerint pedig
a+b—1
a+b—1 1 -
S (T Tt = =,
k=0

ezért Balazs nyerésének valoszinilsége

doa+b—1
Polba1-p) =3 (“7 7 )pFa-pettok,
k=0

A p =1/2 esetben ez a kovetkezst adja:
1 1 "t a1
PA(‘%"Q) = WZ( & ):
k=a
1 1 “oatb-1
PB(“&) = szo( k )

Ezek szerint a tétet

Pa(abd) w0y
Po(bat) ~ wash (1Y

aranyban kell elosztani. Ezt ugy tudjuk egyszerten kiszdmolni, hogy a Pascal-haromszog (a + b — 1)-edik
sordban Osszeadjuk az elemeket az a-adiktol az (a + b — 1)-edikig, majd az eredményt elosztjuk a 0-adiktol
az (a — 1)-edik elemig vett Osszeggel.

A kiindulé példankban Annénak 2 pont Baldzsnak 3 pont hianyzott a gySzelemhez. Tehat a tétet

Pa(2,3,1/2)  6+4+1 11

Pgp(3,2,1/2) 1+4 5

aranyban kell elosztani.

3. Feltételes valoszintiiség és fliggetlenség

3.1. Feltételes valbszintiség

Két szabalyos dobokockéaval dobunk. Az els6 kockaval hatost dobtunk, a mé-
sodik kocka elgurult. Mennyi a valoszintisége, hogy dupla hatost dobtunk?
Jelolje A azt az eseményt, hogy az els§ kockaval hatost dobtunk, B pedig
azt, hogy mindkét kockival ugyanazt dobtuk. Tudjuk, hogy az A esemény
bekovetkezett, azaz a kisérlet kimenetelérsl van egy részinformécionk. Ek-
kor az eseménytér azon részhalmazan dolgozunk, ahol az adott A esemény
bekovetkezett, azaz A-n. Ekkor a kedvezs esetek szama |A N B| és az Gsszes
esetek szama |A|. Tehét a keresett valoszintség P(A N B)/P(B). Eppen ez
a feltételes valoszintiség definicidja.
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Legyen (2, A, P) egy valoszintiségi mezd, és ezen A, B események, és te-
gyiik f6l, hogy P(B) > 0. Ekkor az A esemény B eseményre vonatkozo
feltételes valoszintisége

P(AN B)

P(AIB) = 55

Ha annyi informacionk van a véletlen kisérletrsl, hogy a B esemény bekovet-
kezett, akkor az A esemény valoszintisége P(A|B).

3.1. Allitas. Rigzitsiink eqy tetszdleges B eseményt, melyre P(B) > 0. Ek-
kor Pp(A) = P(A|B) valdsziniségi mérték A-n.

Bizonyitds. Vilagos, hogy tetszéleges A eseményre Pgp(A) > 0, és mivel
P(ANB) < P(B), igy Pp(A) < 1. Tovabba

P(QNB) P(B)
P(B)  P(B)

P5(Q) = ~ 1.

Mar csak az additivitas ellenérzése maradt. Legyenek Ap, As, ... € A disz-
junktak. Ekkor a definicié szerint és a P valoszintiségi mérték additivitasa
alapjan

P (U, A)NB) _ P (UX (4N B))

UZ
P(B) B P(B)
_ X (AmB)_Z AmB iPA\B

Pp(UZiAi) =P (UZ, 4] B) =

P(B)

ami éppen a bizonyitand6 egyenlGség. O

Ebbdl kovetkezik, hogy P halmazfiiggvényre is teljesiilnek a valoszint-
ségi mérték tulajdonsagai, melyeket a késGbbiekben emlités nélkiil folhasz-
nalunk.

3.2. Tétel (Szorzasi szabély). Legyenek Ay, As, ..., A, tetszdleges olyan ese-
mények, melyekre P(Ay N ...NA,_1) > 0. Ekkor

P(A,N...NA,) = P(A)P(As| A)P(A5] A N Ay) .. . P(A, AN ... 0 Any).

A bizonyitas el6tt megjegyezziik a kovetkezdket:
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1. A formulaban szerepls Gsszes feltétel valoszintisége pozitiv, azaz minden
joldefinialt. Ez a P(A1N...NA,_1) > 0 feltétel kévetkezménye.

2. Ha P(A;n...NA,) > 0 is teljesiil, akkor n! darab kiilonb6z6 ilyen
szabaly van.

3. A szabélyt az n = 2 esetben hasznéljuk legtobbszor. Ekkor
P(ANnB)=P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B),
amennyiben A és B is pozitiv valésziniiségli esemény.
Bizonyitds. A feltételes valoszintiség definicidja szerint

P(A))P(Az]A)P(A3|A1NAy) .. . P(A AN ... .NA,)
P(ANA)PANANA)  PAN...NA,1NA,)
P(A;) P(AiNA4)  PAN...NA,)

=P(A;N...NA,),

=P(A;)

amint allitottuk. O

3.3. Példa. Egy dobozban 12 kék és 3 fehér golyd van. Visszatevés nélkiil
hazunk két golyot egymas utdn. Mi annak a valdszintisége, hogy mindkét
golyo6 kék?

Jelolje K; az az eseményt, hogy az i-ediknek kihtzott golyo kék. Ekkor a
szorzasi szabaly szerint

12 11
P(K, N Ky) = P(KL)P(RL[K)) = 2 11

Ugyanezt kapjuk a klasszikus valoszintiségi mezdre vonatkozo kedvezs/6sszes
formulaval is, mely szerint

()
(%)
A By, Bs, ... események teljes eseményrendszert alkotnak, ha
e minden ¢ # j parra B; N B; = 0;
o U B, =
3.4. Tétel (Teljes valoszintiség tétele). Legyen By, Bs,... teljes esemény-

rendszer, melyre P(B,) > 0 minden n-re. Ekkor tetszdleges A € A esemény
esetén

P(A) =) P(A[B,)P(B,).

14



Bizonyitds. A feltételes valoszintiség definicioja és a valoszintiség additivitésa
alapjan

;P(A|Bn)P(Bn) - ; P(gn) P(B,) = ;P(A N B,)
— P(U2,(ANB,) = P (AN (U2, B,))

3.5. Tétel (Bayes-formula). Legyenek A és B olyan események, hogy P(A) >

0, P(B) > 0. Ekkor
P(A|B)P(B)

P(BIA) = =5

Bizonyitds. A definicié szerint

P(A|B)P(B) P(ANB)P(B)
P(4) P(B)P(4)

— P(B|A).

]

3.6. Tétel (Bayes-tétel). Legyen By, Bs, ... teljes eseményrendszer, melyre
P(B,) > 0 minden n-re. Ekkor tetszdleges pozitiv valdszindségi A € A
esemény esetén, tetszdleges k-ra

_ P(A[B,)P(By)
P(BilA) = s~ BrAIB1P(B,)

Bizonyitds. El6bb a teljes valoszintiség tételét, majd a Bayes-formulét hasz-
nalva

P(A|By)P(By)  P(A|B)P(By)

]

3.7. Példa. Doppingteszt. Kifejlesztenek egy 1j doppingtesztet, mely a dop-
pingolok 99%-anal pozitiv eredményt ad, azonban a nem doppingol6 spor-
tolok 1%-nal is tévesen pozitiv eredményt ad. Tegytik fol, hogy a sportolok
1%-a doppingol. Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy véletleniil kivalasz-
tott sportold

(a) doppingtesztje pozitiv?

(b) doppingolt, ha tudjuk, hogy a doppingtesztje pozitiv?
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Jelolje T' azt az eseményt, hogy a teszt eredménye pozitiv, és D azt az
eseményt, hogy a sportoldé doppingolt. Ekkor a feladat (a) része a P(T),
a (b) része a P(D|T) valoszintiséget kérdezi. A teljes valoszintiség tételét
alkalmazva a D, D¢ eseményrendszerre kapjuk

P(T)=P(D)P(T|D) + P(D°)P(T|D°)
=0,01-0,99+0,99-0,01 = 0,0198.
A Bayes-formula szerint

P(T|D)P(D) 0,99-0,01 1
P(T) 00,0198 2

P(D|T) =

A feladat eredménye meglepd, hiszen egy latszolag jol miikods teszt ese-
tén, annak a valdszintisége, hogy egy sportold tényleg doppingolt, feltéve,
hogy a teszt eredménye pozitiv, 1/2. Vilagos, hogy ilyen tesztelés mellett
nem vehetjiik el senkitsl az olimpiai aranyérmét. A hiba onnan jon, hogy ha
100 sportolobdl 1 doppingol, akkor a teszt ezt az 1-et nagy valoszintiséggel
kimutatja, viszont a 99 becsiiletes sportold koziil is kb. egyet tévesen a dop-
pingolok kozé sorol. Igy kb. két pozitiv teszteredmény lesz, de a két sportold
koziil csak az egyik doppingol.

3.8. Példa. Egy hallgatd p valoszintlséggel tudja a valaszt egy kérdésre. Ha
nem tudja, akkor az n lehetséges valasz koziil véletleniil valaszt egyet. Mennyi
legyen a lehetséges véilaszok n szama, hogy az oktaté legalabb 0,9 valoszint-
séggel kovetkeztethessen arra a hallgato jo valaszabol, hogy a hallgaté tudta
a valaszt?

Jelolje H azt az eseményt, hogy a hallgato jol valaszol, T' pedig azt az
eseményt, hogy tudja a valaszt. Ekkor olyan n értéket keresiink, melyre
teljesiil a P(T'|H) > 0,9 egyenlStlenség. Tehat a

P(H|T)P(T) Ly .,

POV = 5amer) + PP Tp+L-(1=p) ~

egyenlGtlenséget kell megoldanunk n-re. Rovid szamolas utdan adodik, hogy
n > 9(1 — p)/p. Azaz p = 1/2 esetén az oktatonak legalabb 9 lehetséges
valaszt, mig p = 0,7 esetén legalabb 4 lehetséges valaszt kell megadnia.

Vegyiik észre, hogy ahogy p tart 0-hoz, az oktaté bizonyossagahoz sziik-
séges lehetséges valaszok szama tart végtelenbe. Gondoljuk meg mért termé-
szetes ez.

3.9. Példa. Szindbadnak jogaban all N haremholgy koziil egyet kivalasztania
oly modon, hogy az el6tte egyenként elvonul6 holgyek valamelyikére ramutat.
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Tegyiik fel, hogy egyértelmt szigortian monoton szépségi sorrendet tud felal-
litani, és a haremholgyek barmely elvonulasi sorrendje egyforman valdszint.
Szindbad k holgyet elenged, majd kivalasztja az els6t, aki szebb az Gsszes
el6tte elvonultnal. Mennyi a valoszintisége, hogy a legszebb holgyet valasztja
ki? Milyen k esetén lesz ez a valoszintiség a legnagyobb, ha N elég nagy?

Jelolje A; azt az eseményt, hogy a i-edik lany a legszebb, i =1,2,... N,
és legyen B az az esemény, hogy Szindbad a legszebb lanyt valasztja. Ekkor
a teljes valosziniiség tétele szerint

N
P(B) =) P(A)P(B|4,).
i=1
Vilagos, hogy P(A;) = N~! minden i-re, és P(B|A;) = 0hai < k. Hai >k,
akkor Szindbad pontosan akkor valasztja ki a legszebb haremholgyet, ha az
elsG i — 1 lany koziil a legszebb az els§ k-ban volt. Tehat P(B|A;) = k/(i—1).
Osszegezve

P(5)= Y PU)P(BIA) = 3+

3.2. Fiiggetlenség

Két esemény fiiggetlensége intuitivan azt jelenti, hogy bekdvetkezéseik nem
befolyasoljak egymast. Tekintsiink egy adott kisérlethez tartozo A és B ese-
ményt. Ismételjiik n-szer a kisérletet. Ekkor S, (A)/n az A esemény relativ
gyakorisaga az n kisérlet soran. Most figyeljiik csak azokat a kisérleteket,
ahol B bekovetkezett, ezek szama S, (B). Ezek kozil S, (A N B) azon ki-
sérletek szama, ahol A is bekovetkezett, igy a megfelel§ relativ gyakorisag
Sn(AN B)/Sy(B). Az, hogy A és B nem befolyasoljak egymast, azt jelenti,
hogy ez a két relativ gyakorisag kb. megegyezik, azaz
Sn(A)  Su(ANB) S, (ANDB)/n

n  Su(B)  Su(B)/n

A bal oldal kb. P(A), a jobb oldal pedig P(AN B)/P(B), vagyis azt kaptuk,
hogy
P(ANB)=P(A)P(B).

Ez a fliggetlenség definicioja.
Masképpen, a B esemény bekovetkezése nem befolyasolja az A bekovet-

kezését, azaz P(A|B) = P(A), ahonnan P(AN B) = P(A)P(B).
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3.10. Definicié. Az A és B események fiiggetlenek, ha P(A N B) =
P(A)P(B).

A definiciobol vildgos, hogy a fiiggetlenség szimmetrikus. Tovabbé, a
biztos ill. a lehetetlen eseménytsl minden esemény fiiggetlen.

3.11. Példa. Francia kartyapaklibol véletlenszertien hizunk egy lapot. Jelolje
D azt az eseményt, hogy damat hazunk, K pedig azt, hogy kért. Ekkor
D N K az az esemény, hogy a kér damat huztuk ki, igy P(D N K) = 1/52.
Ugyanakkor P(D) = 4/52 = 1/13 és P(K) = 13/52 = 1/4, azaz a két
esemény fiiggetlen.

3.12. Példa. Foldobunk n-szer egy szabalyos érmét. Legyen A az az esemény,
hogy legfeljebb egy fejet dobunk, B pedig az, hogy legaldbb egy fejet és egy
irdst dobunk.

Ekkor P(A) = (n+1)/2", P(B) =1—-2/2" ¢ P(ANB) =n/2". Azaz
A és B pontosan akkor fiiggetlenek, ha
n+12"—-2 n

=—=P(ANB
2n 2" 2n (40 B)

teljesiil. Innen kis szamolgatassal kapjuk, hogy A és B fiiggetlenek, ha n = 3,
kiilonben pedig nem azok.

3.13. Definicioé. Az A, B, C események fliggetlenek, ha P(ANB) = P(A)P(B),
P(ANnC) = P(APC), P(BNC) = P(B)P(C), s PANBNC) =
P(A)P(B)P(C) teljesiil. Tovabba, az A, B,C események paronként fiig-
getlenek, ha barmely kettd fiiggetlen.

P(A)-P(B) =

3.14. Példa. Valasszunk egyenletes eloszlas szerint egy pontot a [0, 1]* egység-
négyzetben. Legyen A az az esemény, hogy a valasztott pont a [0, 1] x [0, 1/2]
téglalapba esik, B az az esemény, hogy a valasztott pont az [1/2,1] x [0, 1]
téglalapba esik, C' pedig az az esemény, hogy a valasztott pont a [0,1/2]* U
[1/2, 1] halmazba esik. Kénnyen ellenérizhets, hogy A, B, C' paronként fiig-
getlenek, de nem fiiggetlenek.

3.15. Definicio. Az Ay, A,, ..., A, események fliggetlenek, ha barmely
kEe{2,3,...,n} és 1<y <iyp<...<i, <n esetén

P(A;, N...NA;) =P(Ay)...P(A;).

Végtelen sok esemény akkor fiiggetlen, ha koziiliikk barmely véges sok fiigget-
len.

3.16. Allitas. Ha az Ay,..., A, események figgetlenek, akkor tetszdleges
ke{l,2,... ,n} esetén az {Ay,..., Ax} eseményekbdl ill. az {Apy1, ..., An}
eseményekbdl alkotott események fiiggetlenek.
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Ezt nem bizonyitjuk. Az allitds szerint példaul ha A, B,C, D filiggetlen
események, akkor AU B és C'N D is fiiggetlenek.

3.17. Allitas. Fiiggetlen események kiziil ha néhdnyat kicserélink a komp-
lementerére, akkor is figgetlen eseményeket kapunk.

Bizonyitds. Legyenek Aq, A, ..., A, fiiggetlenek. Nyilvan elég megmutatni,
hogy Af, Ay, ..., A, is fliggetlenek. Hiszen ekkor egyesével kicserélhetiink
akdrhany eseményt. A definiciot elég az 1 =iy < is < ... < i < n esetben
ellendrizni, hiszen ha A{ nincs a kivalasztott események kozt, akkor a feltevés
szerint teljesiil a fiiggetlenség. Ekkor viszont, el6bb a mérték tulajdonsaga,
majd a fliggetlenség miatt

P(ATN A, N...NA) =P(A,N...NA) —P(AiNA,N...NA4;,)
=P(A;,)...P(A;,) —P(A)P(A;,) ... P(4;,)
=[1-P(4)[P(4;)... P(4;)

amit igazolni kellett. O

Kisérletek fiiggetlenségérsl akkor beszéliink, ha a hozzajuk tartozo ese-
mények fiiggetlenek.

3.3. Craps jaték

A craps jatékot és annak valtozatait jelenleg is jatsszék kaszinokban. A jaték
az BEgyesiilt Allamokban népszert, 1820 koriil terjedt el New Orleansban.

A jatékos két dobokockaval dob. Ha az els§ dobasnal a dobott szamok
Osszege 7 vagy 11, akkor azonnal nyer, ha 2,3 vagy 12 akkor veszit. Kiilonben
folytatja a dobasokat, és akkor nyer, ha hamarabb dobja meg azt az Gsszeget,
amit elsére dobott, mint a 7-et.

A kovetkezdkben meghatarozzuk a nyerés valoszintiségét.

Jelolje A azt az eseményt, hogy nyeriink, A; pedig azt, hogy az elsé dobéas
eredménye i, és nyeriink. Vilagos, hogy P(As) = P(A43) = P(Ap) = 0,

tovabba
6 1 2 1

P(A7) = % = 6, és P(All) = % = E,

hiszen ezekben az esetekben a jaték az els§ dobéas utan véget ér. Ha az elsé
dobésnél az sszeg 4,5, 6, 8,9 vagy 10 akkor a dolog érdekesebb. Jeldlje A, ,
azt az eseményt, hogy az els§¢ dobasnal az Osszeg ¢ és pontosan az n-edik
dobésnél nyeriink. Nyilvan A; = U2, A; ,,, és az unioé diszjunkt.
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Tekintsiik az A4, eseményt. Ekkor az elsé dobéasnél az 6sszeg 4, ami 3
féleképpen kovetkezhet be ((1,3), (2,2),(3,1)), és mivel nyertiink, az utolsd
dobasnél is 4 az 6sszeg. A kozbiils6 n — 2 dobas soran nem dobtunk 4-et, és
7-et, hiszen ekkor véget ért volna a jaték korabban. Igy 3 + 6 esetet zartunk
ki. Ezek szerint

3-(36-9"2.3 9 (27)”‘2

P(A,,) = - (=
(Asn) 36n 362 \ 36

Innen pedig geometria sort 6sszegezve, kapjuk

> 9 /271\"* 1
P(Ay) =) P(Ay,) = 362 (%) =35
n=2

A t6bbi eset hasonléan megy,

9 [27\"?
P(Ay;,) =P(Ap,) = —= | =
(A4 = Pn) = 35 (35
16 (26\"°
P(As5,)=P(Ay,) = — | =
(A5 = Plan) = g (5 )
25 (25\"°
P(As,) =P(As,) = — | —= ,
(o) = PlAsy) = o (55)
majd a megfelel6 geometriai sorokat Gsszegezve
1
P(Ay) =P(Ayp) = —
(A1) = P(Aio) = 5.
2
P(A5;) =P(Ay) = —
(45) = P(4s) =
25
P(Ag) = P(A4g) = —.
Végiil azt kapjuk, hogy
12
244
P(A :E P = — = 0,493.

4. Véletlen valtozok

4.1. Definici6. Tekintsiink egy (2, A, P) valoszintiségi mezét. Az

X:O—R
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fiiggvényeket véletlen vdltozonak nevezziik, ha a
XH(=00,d)) = {w: X(w) < a}
inverzkép A-beli tetszbleges a € R esetén.

Maéar sok példat lattunk véletlen valtozora. Ilyen példaul a dobokocké-
val dobott szam értéke, vagy ha harom kockéval dobunk, akkor a legkisebb
dobott szam. Ilyen az 6toslotton kihiizott legnagyobb szam, vagy az egy
szelvényen elért taladlatok szama. Véletlen valtozo az is, hogy a ropi hol torik
el, vagy az egységnégyzetben egyenletesen valasztott pont milyen tavol van
a négyzet hataratol, stb.

4.2. Definicié. Az X véletlen valtozo eloszldsfligguénye az

Flz)=P(X <z)=P{w: X(w) <z}), z €R,

fiiggvény.
4.3. Példa. Dobokockaval dobunk. Jelolje X a dobott értéket. Ekkor a
lehetséges kimenetelek halmaza Q = {1,2,...,6}, az események halmaza

A = 2. Szabalyos a kockank, ezért minden értéket 1/6-od valészintiségggel

dobutnk, azaz P(A) = %, (klasszikus valoszintiségi mezs). A dobott szam

X :Q = R, w— w, azaz az identikus leképezés. Ezért

0, ha z < 1,
{X<z}={w:X(w)<z}=<¢{1,2,...,[z]}, hal <z <6,
{1,2,...,6}, hax>6.

Igy az eloszlasiiggvény

0, z<1,
F(a) = P(X <o) =P(fw : X(w) <a}) = B, 1<2 <5,
1, x>6.

4.4. Példa. Egységnégyzetben valasztunk egyenletes eloszlas szerint egy pon-
tot. Adjuk meg a pont a négyzet hataratol vett tavolsaganak eloszlasat!

Jelolje X a tavolsagot. Ekkor geometriai valosziniiségi mezén vagyunk,
Q = [0,1?, A = B([0,1]%), és P(A) = |A|, ahol | - | a teriilet. Konnyen
lathato, hogy X : Q — R, (u,v) — min{u,v,1 —u,1 — v}, igy

{(X <z} ={w: X(w) <z}

0, x <0,
= ¢ {(u,v) : min{u,v,1 —u,1 —v} <z}, 0<xz<1/2,
0,1]%, x>1/2.
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Azaz
Flz)=P(X <2)=P{w : X(w) <z})

0, ha z < 0,
=4zx(l—z), ha0<z<1/2,
1, ha x> 1/2,

4.5. Tétel. Legyen F(x) eqy X véletlen vdltozo eloszlasfiggvénye. Ekkor

(i) F monoton nemcsokkend;

(i1) lim, o F(z) =1 éslim,, o F(z) =0;

(i1i) F jobbrol folytonos.
Bizonyitds. (i) Ha x1 < xg akkor {X < z1} C {X < 25} és igy a mérték
monotonitasa miatt F(z;) = P(X < ;) < P(X < z9) = F(x2).

(ii) A monotonitasbol kovetkezik, hogy lim, .., F'(x) létezik, igy elég be-

latni, hogy lim, ., F(n) = 1. Tekintsiik az A, = {X <n} ={w: X(w) <
n} halmazokat. Ekkor F'(n) = P(A,). Vilagos, hogy (A,) monoton béviils

halmazsorozat, azaz A, C A,i1. Ugyanakkor UA, = {X < oo} = ), és
ezért

lim P(A,) =P ((U2,4,) =P(Q) =1.
n—oo
A masik hatarérték igazolasahoz is elég részsorozaton dolgozni a mono-

tonitas miatt. Legyen B, = {X < —n}. Ekkor F(—n) = P(B,), a (B,)
halmazsorozat monoton csokkend, és NB, = {X < —oo} = 0. Ezért (ismét
a mértékek folytonosséagi tétele szerint)

lim P(B,) =P(N,2,B,) =P(0) =0.

n—oo

Végil, a (iii) pont belatasahoz is hasonléan okoskodunk. Jeldlje F(z+)
az x pontban vett jobboldali hatarértéket. Ez megint 1étezik a monotonitas
miatt. Tekintsiik a C, = {X < z + n~'} halmazokat. Ekkor (C,,) csokken6
halmazsorozat, és NC,, = {X < z}. Igy ismét a folytonossagi tétel szerint

F(z+) = lim F(z+n7") = lim P(C,) = P(MZ,Ch) = P(X < 7) = F(a).
O

Vegyiik észre, hogy F monotonitasabol kovetkezik az F'(x—) baloldali
hatéarérték létezése is, azonban &altalaban az F(x) = F(x—) egyenlGség nem
teljestil. Az el6zGekhez hasonloan lathato, hogy F(z—) = P(X < ), tovabba

Flz)=P(X <z)=P(X <z)+P(X=2)=F(z—)+P(X =2).
Ez pedig éppen azt jelenti, hogy F' pontosan akkor folytonos az x pontban,
ha P(X =2) =0.

A definiciobol adodik, hogy a < b esetén P(a < X < b) = F(b) — F(a).
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4.1. Diszkrét véletlen valtozok

4.6. Definici6é. Egy véletlen valtozd diszkrét, ha értékkészlete megszamlél-
hato (azaz véges vagy megszamlalhatoan végtelen). Ha egy diszkrét véletlen
valtozo lehetséges értékei xy, s, . .., akkor p; = P(X = z;) > 0 a valtozo
eloszlasa.

Ha (p;) eloszlas, akkor }, p; = 1. Az eloszlasfiiggvény F(z) = >, ., pi-
4.7. Példa. Legyen X = [, az A esemény indikatorvaltozoja. Azaz

0, hhwegA
_[ — Y )
a(@) {1, ha w € A.

Ekkor X lehetséges értekei 0 és 1, és P(X =1) =P(A) =p=1-P(X =0).
O a p paramétert Bernoulli eloszlas.

4.8. Példa. Legyen X = S, egy kisérlet n-szeri ismétlése soran az A ese-
mény bekovetkezéseinek a szama. Ekkor X lehetséges értékei 0,1,2,...,n,
ésP(X =k)= (})p*(1 —p)"~*, ahol p = P(4) € (0,1). O az (n, p) parameé-
terd binomialis eloszlas.

4.9. Példa. Egy kisérletet addig ismétliink, amig egy adott A esemény be
nem kovetkezik. Legyen X az elvégzett kisérletek szama. Ekkor X lehetséges
értékei 1,2..., és P(X = k) = p(1 — p)*'. O a p paraméterti geometria
eloszlas.

4.2. Folytonos véletlen valtozok

Egy véletlen valtozo értékkészlete nem feltétleniil megszamlalhato. A ropi
példaul béarhol eltorhet. Vagy gondolhatunk tetszéleges mérés eredményé-
re, élettartamra, .... Ilyenkor a valtozo kontinuum sok értéket vehet fel,
mindegyiket 0 valoszintiséggel. Ez a mese, a definicié a kovetkezd.

4.10. Definicié. Egy X véletlen valtozo folytonos eloszldsi, ha létezik egy
nemnegativ f fliggvény, melyre

Fa) =P <a)= [ )y sek

Az f(x) fiiggvény az X véletlen valtozo stirtiségfiiggvénye.

A definiciobol vilagos, hogy P(X € (a,b)) = P(X € ( f f(y)dy,
—00 < a <b< 0. Specialisan

/ f(a)dz = P(X € R) = 1, és P(X /f
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4.11. Példa. A standard normaélis eloszlas stirtségfiiggvénye p(z) =
z € R. Az closzlasfiiggvény ®(z) = [*__ ¢(y)dy.

4.3. Véletlen vektorvaltozok

Egy kisérletnél sokszor tobb a kisérlet eredményét leir6 adatra vagyunk ki-
vancsiak. Példaul testtomeg, testmagassag, vérnyomés, pulzus, .. ..

4.12. Definicié. Az X = (X4,...,X,) : Q@ — R” fiiggvény véletlen vektor-
valtozo, ha minden komponense véletlen valtozo. Az X eloszlasfiiggvénye

F(zy,...,x,) =P(Xy < ay,..., X, < zy).

Az (X1,...,X,) véletlen vektorvaltozo diszkrét, ha értékkészlete megszam-
lalhato, és folytonos, ha van olyan f nemnegativ n-valtozos fliggvény, melyre

T1 Tn
F(.Il,...,l’n):/ / Fyr, - yn)dy, ... dipy

teljestil minden (zy,...,2,) € R" esetén. Ilyenkor az f fliggvényt az X
vektorvaltozo siirtiségfiiggvényének nevezziik.
Az X;,1=1,2,...,n, valtozok eloszlasat, peremeloszlasnak, vagy margi-

nalis eloszlasnak nevezziik.
Folytonos eseteben a definiciobol vilagos, hogy az egyvéltozos eset analo-
gidjara
an
—F
oxy...0x,
teljesiil. Az x; — oo, 1 = 1,2,...,n hataratmenettel azt is latjuk, hogy

/ / fzy,... xy)da, ... dey =1,

mint az egyvaltozos esetben.

(1, xn) = fxg, ... xy)

4.13. Allitas. Legyen X = (X1,...,Xn) véletlen vektorvdltozsé. Az X; eloszldsfiggvénye

Fi(z) = lim F(z1,...,%i—1,Z,Tit1,--.,Tn).
T]—00,..., T 1—00,T;41—>00,..., Ty —>00

Bizonyitds. Tekintsiik az
Am ={w: Xj(w) <m,j #4,X; <z}, m>1,
halmazokat. Ekkor az (A,,) halmazsorozat monoton bviils, és

Upe 1 Am ={w: X; <z}

Tehéat
lim F(m,...,m,z,m,...,m)= lim P(Ap)
m— o0 m—r 00
A koordinatankénti monotonitasbol az allitas kovetkezik. O
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4.14. Allitas. Legyen X = (X1,...,Xn) folytonos véletlen vektorvdltozé f sariségfiggvénnyel. Ekkor
Xi,1=1,2,...,n, folytonos véletlen vdltozd, melynek stiriségfiggvénye

oo oo
(Ii)=/ / Fi, o ¥im1, %, Yig 1, -5 yn)dyr .. dys—1dyigr - .. dyag,
— 00 — 00

azaz az i-edik vdltozon kivil minden vdltozot kitntegralunk R-en.

Bizonyitds. Legyen f; az allitasban szerepls fiiggvény. Ekkor a szukcessziv integralasra vonatkozé tétel

szerint
xT xT o0 o0
/ fi(y)dy:/ [/ / FWis e Yim1,Y, Yit1s -+ Yn)
— 00 — o0 — 00 — 00

dyr...dyi—1dyit1 ... dyn |dy

:/ / / / / FWi, - Y%i-1,9,Yit1, - Yn)

dyi ...dy;—1dydyit1 ... dyn

= lim F(a:l,...,xifl,x,a:i+1,...,xn)
T —00,...,Tj_1—>00,&; 4] —>00,Tpn—+00

= P(X; <a),
ahol az utolso el6tti egyenlGségnél folhasznaltuk a 4.13 Allitast. Tehat

/ fily P(X; <uz),

ami éppen a bizonyitand6 allitas. O

4.15. Allitas. Legyen f(u,v) az (X,Y) wvéletlen vektor sﬁrﬁségfﬁggvénye
Ekkor X ésY is folytonos véletlen vdltozok fR u,v)dov ll. fR u,v)dv si-
riségfigguénnyel.

Bizonyitds. A strtségfiiggvény definicioja szerint

P(X < ) :P(ng,Y<oo):/:o (/_Zf(u,v)dv) du

]
4.4. Véletlen valtozok fiiggetlensége
Legyenek X, ..., X, az (Q, A, P) valoszintiségi mezdn értelmezett véletlen

valtozok.

4.16. Definicié. Az X4, ..., X, fliiggetlenek, ha minden x4, ..., x, € R ese-
tén

P(Xl S .flfl,...,Xn § In) = P(Xl S xl)P(Xn S an)
teljesiil. Vagyis az egyiittes eloszlasfiiggvény az egyes eloszlastfiiggvények
szorzata.
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Megjegyzés. Megmutathato, hogy ha X, ..., X, fiiggetlenek, akkor tetszéle-
ges By,..., B, véges vagy végtelen intervallumok esetén

P(X,€By,...,X, € B,)=P(X, € B))...P(X, € B,)

teljesiil.

A diszkrét, illetve a folytonos esetben ez a karakterizacié tovabb egysze-
riisithetd.

4.17. Allitas. Legyenek Xy, ..., X, diszkrét véletlen vdltozok gy, hogy X;
lehetséges értékei .TJY), xél), ot =1,2,...,n. Ekkor Xy,...,X, pontosan

akkor fiiggetlenek, ha
P(X, =2, X, =2") =P(X, =2V).. . P(X, = 2"

teljesiil tetszdleges i;, . . ., 1, indexekre.
Legyenek X4, ..., X, egyiittesen folytonos véletlen vdltozok f egyiittes si-
riségfigguénnyel. Ekkor X, ..., X, pontosan akkor fiiggetlenek, ha

f(xh SR 71:”) = le(ml) S an<In)7
ahol in az X; suriségfiggvénye.

A folytonos esetben csak n = 2 esetén bizonyitunk. Az altaldnos eset
ugyanez, csak macerdasabb a jelolés. Ha a strtiségfiiggvény faktorizalodik,
akkor

oy
P(X <z Y <y)= / / fx(u) fy (v)dvdu

/ h-du/ fyr(v)dv = P(X < 2) P(Y <),

azaz a valtozok fiiggetlenek. Megforditva, tegyiik fel, hogy a valtozok fiig-
getlenek. Ekkor

PX<z,Y<y)=PX<z2)PY <y)

/ fx(u du/ fy(v
:[m[mﬁwmmmww

azaz fx(u)fy(v) az egyiittes stirtségfiiggvény, amint allitottuk. O

27



4.5. Fuggetlenség és geometriai valészintiség

4.18. Definici6é. Legyen T = [a1,b1] X ...[an,bn] egy n-dimenzids tégla, ahol —co < a; < b; < oo,
i =1,2,...,n. Az X = (X1,...,Xn) : © = T egyenletes eloszlastu véletlen valtozé T-n, ha tetszSleges
S =e1,d1] X ... X [cn, dn] résztéglajara T-nek

(di —c1)...(dn —cn)

(b1 —a1)...(bn —an)

Ekkor X indukal egy geometriai valoszintiségi mez&t.

P(Xes) =

4.19. Allitas. Az X = (X1,...,Xn) véletlen vektorvdltozé pontosan akkor egyenletes eloszldsi a T =
[a1,b1] X ... X [an,byn] tégldn, ha minden i-re X; egyenletes eloszldsi [ai, bi]-n, és X1,..., Xy figgetlenek.

Bizonyitds. <: Legyen S = [c1,d1] X ... X [cn, dn]. Ekkor
P(X € S)=P(X1 € [c1,d1],..., Xn € [cn,dn])

= H P(Xz S [Cz,dz]) — H di —c¢;
i=1

o1 bi —ai
_ T, (di = i)
[T5 (b — as)

=: Legyen i € {1,...,n}, a; < ¢; < d; < b; tetsz6leges. Ekkor

P(X; € [¢i,d;]) = P(X1 € [a1,b1],..., X € [ci,di],. .., Xn € [an,bn])
=P(X €la1,b1] X ... X [ci,di] X ... X [an,bn])
(di — ¢i) [T;25(b5 — a5) _di—c
[17=1(b5 —aj) S obi—ai

Hasonléan igazolhato6 a fliggetlenség az intervallumok esetén, ahonnan pedig kovetkezik altalanosan. [

5. VArhato érték

Egy kisérletet n-szer fiiggetleniil ismétliink és minden alkalommal megfigyel-
jik X értékét: Xy, Xo, ..., X,,. Ezen értékek atlagai egy szdmhoz tartanak,
ez lesz EX.

Motivacio
5.1. Definicié. Ha X diszkrét véletlen valtozod x1, zo, . .. lehetséges értékek-
kel, akkor az X wdrhato értéke

EX =) 2P(X =),

ha . |z;|P(X = ;) < o0.
Ha X folytonos véletlen valtozd f(x) strtségfiiggvénnyel, akkor az X
varhato értéke

EX = /_Oo yf(y)dy,

ha [ [yl f(y)dy < .

Folytonos eset magyarazata h hosszusagi intervallumokkal.
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5.1. Varhato érték tulajdonsagai

5.2. Allitas. Legyenek X,Y véletlen vdltozok, g : R — R, h : R? — R olyan
figguények, melyekre az dllitasokban szerepld vdarhato értékek léteznek. Ekkor

By(X) = > gl P(X = ). il Bgle) = [ glu) (),

— 00

ahol f(x) az X sdrdségfiggvénye, és

EW(X,Y) = > ha,y)P(X =, Y =vy;), ill.
(2

BHCXY) = [ [ b ey

ahol f(z,y) az (X,Y) folytonos véletlen vektorvdltozo siriségfiggvénye.

Bizonyitds. Csak az els6 allitast igazoljuk és csak diszkrét esetben. Mivel X
diszkrét, ezért g(X) is diszkrét yp, s, . .. lehetséges értékekkel. Ezért

Eg(X) = ZyjP(g(X) =)

irg(wi)=y;

J o ig(me)=y;

= Z Z g(z;))P(X = ;)

i igla)=y;
= g(@)P(X = ;).
0

5.3. Allitas. A kovetkezékben a,b valds konstansok, X,Y, Xy, ..., X, vélet-
len wvdltozok.

(i) A vdrhato érték linedris, azaz tetszéleges a,b € R dllanddkra

EaX +b=aEX +0b.

(i) Ha a < X <b, akkor a < EX < tetszdleges a,b € R szamok esetén.
(iii) E(X +Y) = EX + EY.
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(iv) Ha X1, Xo,..., X, véletlen viltozdk, akkor
EY X;=) EX,
i=1 i=1

(v) Ha X ésY fiiggetlenek, akkor Egi(X)g2(Y) = Eg1(X)Ego(Y). Speci-
alisan, ha X és'Y figgetlenek, akkor EXY = EXEY .

Bizonyitds. (i) Az el6z6 allitast g(z) = azx + b fiiggvénnyel felirva

E(aX +b) =Y (az; +b)P(X = 2;) = aBX +b.

i

Folytonosra ugyanigy.

(i)
a=a) P(X=ux <sz = EX<ZbP ;) = b.

Folytonosra ugyanigy.
(iii) Az 5.2 Allitast h(z,y) = x + y fiiggvénnyel felirva

X+Y ZZ%Z—F% xi7Y:yj)
:Z%ZP =Y = +Z%ZP =2, Y =Yj)
i J
:Za}lP( =; —|—Zy] _y]

=EX +EY.
Csak diszkrét esetben bizonyitunk.

(iv) Kovetkezik (iii)-bol teljes indukcioval.

(v) Az 5.2 Allitast h(z,y) = g1(7)g2(y) fiiggvénnyel felirva

E(g:1(X Zzgl )92(y))P(X =2, Y = y;)
= Z Z gl 92 y] X = 'T'L)P(Y = y]) fiiggetlenség
2291 z;)P(X = ZQQ(Z/j>P<Y:yJ‘)

i J

= E(g1(X))E(g2(Y)).
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A folytonos esetben

E(g) (X)g2(Y)) = / N / " 0 (@)ga(y) f (,y)dady
= \/_Oo /Oo gl( ) (y)fl( ) ( )dl"dy fliggetlenség

I
|
8
S
Q_.
8
\
Q 8
S

dy szukcessziv integralas

]

5.4. Példa. Csodaorszag munka torvénykonyve szerint egy cég minden mun-
késa fizetett szabadsagot kap azokon a napokon, amikor legalabb az egyikiik-
nek sziiletésnapja van. Ezen napok kivételével azonban az év minden napjan
mindenkinek dolgoznia kell. Minden munkas 1 TV-késziiléket készit egy nap
alatt. Hany alkalmazottat vegyen fel a cégtulajdonos, ha azt akarja, hogy a
gyartott TV-késziilékek szamanak a varhatod értéke maximalis legyen?

Legyen n az alkalmazottak szama. Jelolje X,, az egy évben gyartott TV-k
szamat, és legyen Y; az i-edik napon gyartott TV-k szama, i = 1,2, ...,365.
Vilagos, hogy

X=Y1+Ys+ ...+ Y.

Masrészt Y-k azonos eloszlasuak, lehetséges értékeik n vagy 0, és

364\"
P(Y; = n) = P(nincs sziiletésnap az i-edik napon) = <%)

364
E(X,) =
(X,) = 365n(365>

Egyszerd szdmolassal kapjuk, hogy

E(Xy)

—— <1 & n <364,
E(Xn-i-l) - B

azaz a maximum az n = 364 és n = 365 helyeken vétetik fel.

5.5. Definici6. Az X véletlen valtoz6 k-adik momentuma E(X¥), és k-adik
centralis momentuma E[(X — EX)¥], k = 1,2,.... Az 5.2 Allitas szerint

E(Xk) _ Zz fo(X = X;), ha X diszkrét,
- f_oooo 2 f(z)d, ha X folytonos.
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5.2. Szoras, kovariancia, korrelacio
5.6. Definicio. Az X véletlen véltoz6 szordsa D(X) = /E(X — E(X))2

A szoras annak a mérdszama, hogy a valtozé mennyire tér el a varhato
értéketsl. Mivel E(X — E(X)) = 0, E|X — E(X)| pedig nehezen kezelhetd
(nem differencialhaté az | - | fliggvény), ezért ez a legegyszertibb ilyen.

5.7. Allitas. Tetszéleges X véletlen vdltozé és a,b valds szimok esetén
(i) D*(X) = E(X?) — (E(X))*;
(i) D*(aX +b) = a’D?*(X);
(i7i) D(X) = 0 akkor és csak akkor, ha X = E(X), azaz X konstans véletlen
vdltozo.

Bizonyitds. A definici6 alkalmazéasa. O
Véletlen valtozok fliggdségének mérdszamai a kovariancia és a korrelacio.

5.8. Definici6. Az X és Y véletlen valtozok kovariancidja
Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y - E(Y))],

korreldcioja

Cov(X,Y)

X,)Y)= ———.
A kovariancia egyszerd tulajdonsagai:

5.9. Allitas. Tetszdleges X, X1,..., X, Y. Y1, ....Y,, véletlen vdltozdk és a,b
valos szamok esetén igazak az aldbbiak.

(i) Cov(X, X) = D*X);
(ii)) Cov(X,Y) = Cov(Y, X);
(i1i) Cov(aX,bY) = abCov(X,Y);

(iv) Cov (S0, X5, 7, V) = 00y Yy Cov(X,, V)
(v) ha X ésY figgetlenek, akkor Cov(X,Y) = 0.

Bizonyitds. Egyszertd szamolés. O

5.10. Allitas. (i) Bunyakovszkij-Cauchy-Schwarz-egyenldtlenség:
|ICov(X,Y)| <D(X)D(Y),
ahonnan adddik, hogy p(X,Y) € [-1,1];
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(ii) ha p(X,Y) =1, akkor

X =E(X)+ %(Y —E(Y));
(11i) ha p(X,Y) = —1, akkor
X =EX) - %(Y —E(Y)).

Bizonyitds. (i): Tekintsiik az U +tV véletlen valtozot, ahol ¢ egy valos szam.
Mivel E[(U + tV)? > 0, ezért a

p(t) = B[(U + tV)?] = *E(V?) + 2tE(UV) + E(U?) (1)
t-ben mésodfoku polinom diszkriminédnsa nempozitiv. Azaz
AEUV)? < AB(UE(V?), (2)
amibdl kévetkezik, hogy

IE(UV)| < VEU?)E(V?2).

Ezt az egyenl6tlenséget az U = X — E(X) és V =Y — E(Y) valtozokra
felirva kapjuk az allitast.

(i) és (iii): Ha |[p(X,Y)| = 1, akkor a (2) egyenlStlenség U = X —
E(X) és V =Y — E(Y) valtozokra egyenldség, azaz a méasodfokt p polinom
diszkriminénsa 0. Ezek szerint

E[(X —EX)(Y —EY)] D(X

ey e - b

~—

zérushely, vagyis
X -—EX)+tY -EY)) =0,

ami éppen a bizonyitando. O]

Megjegyzés. Korreldacio jelentése. Ha p(X,Y) = 0, akkor X és Y korre-
ldlatlanok. Az 5.9 Allitas (v) pontja szerint a fiiggetlenségbdl kivetkezik a
korrelalatlansig. Forditva ez nem igaz, konnyt ellenpéldat gyartani. Minden-
esetre, minél kisebb a korrelacié annal gyengébb a két valtozo kozotti fiiggeés.
Az 5.10 Allitasbol pedig azt latjuk, hogy minél kbzelebb van |p(X,Y)| értéke
1-hez, annéal erGsebb a valtozok kozotti fliggés.

Ha a korrelacié pozitiv, akkor ha X nagy, akkor Y is nagy, ha pedig
negativ, akkor ha X nagy, akkor Y kicsi, és forditva. Ezek a megallapitasok
persze nem tehet6k nagyon precizzé, ez a szemléletes jelentés.
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5.11. Allitas. Legyenek X1, Xo, ..., X, pdronként figgetlen véletlen vdlto-

20k. Ekkor
> (Z Xi) -y oDh)
i=1 i=1
Bizonyitds. Egyszertd szamolés. [

5.12. Példa. Egy szabalyos dobokockéaval n-szer dobunk. Jel6lje X a hatosok,
Y egyesek szamat! Legyen I; = 1, ha az i-edik dobas hatos, kiilonben 0,
J; = 1, ha az i-edik dobés egyes, kiilénben 0, ¢ = 1,2, ..., n. Nyilvan

=1 =1

Tovabba I, ..., I, fiiggetlenek, és Ji, ..., J, is fiiggetlenek.

Ekkor Iy, ..., 1, fuggetlen, Bernoulli eloszldsu véletlen véaltozok 1/6 pa-
raméterrel. A megfelels eloszlas P(I; = 1) =1/6, P(I; =0) =5/6. A J-kre
hasonléan. A hatosok szama X binomidlis eloszldsi véletlen valtozo (n, 1/6)
paraméterrel. Eloszlasa

P(X = k) = (Z) (%)k (g)n_k, k=0,1,...,n.

A varhato értéket és a szorast a definici6 alapjan szamolhatjuk. Valoban,

1 5 1

E()=1--40.2 =~

(1) 6+O 6 67
& 1 1 5
D(1,) = B(I?) — (B(I)))® = = — — — =

Es persze E(I;) = E(J;) = £, D*([;) =D?*(J;)) = 2,i=1,...,n. Az E(X),
D?(X) értékek meghatérozasa szamolésabb:
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és hasonléan

E(X?) =) ¥ -P(X =k)

S (3) (2
_ n(n —1) L
36 6
Ezért 5
D*(X) = E(X®) — (E(X))* = nge.

Sok szamolast megsporolunk, ha felhasznaljuk a (3) egyenletet és az 5.3
(iv) és 5.11 Allitasokat. Valoban,

:ZE(I):—
:ZDQ([):

S6t, igy az X és Y kovarianciajat is konnyen meghatarozhatjuk. Vegyiik
észre, hogy ha i # j, akkor I; és J; fiiggetlenek, azaz Cov([;,J;) = 0,

1 1
Cov(X,Y) ZZCOV I, J;) = —n—,
=1 j5=1 =1 36 36

korrelaciojuk pedig

~ Cov(X,Y) —n% 1
GRS o T R

Latjuk, hogy a korrelaci6é negativ, azaz ha sok hatost dobunk, akkor kevés
egyest, és forditva, ami teljesen természetes.

Egy egyszert észrevétellel még kevesebbet kell szamolni. Vegyiik észre,
hogy X + Y ~Binomialis(n, 1/3). Igy

D*(X+Y)=n

OOIL\D

1
3
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MAsrészt

D*(X +Y)=D*X) +D*(Y) +2Cov(X,Y) = Qn% : g +2Cov(X,Y).

Atrendezve, adodik a korabbi eredmény.

5.3. Ferdeség és lapultsag

5.13. Definicié. Az X véletlen valtozo ferdesége

E[(X —EX)3
D3(X)

amennyiben E|X|? < co, lapultsaga (csticsosséga)

E[(X —EX)Y
D*(X)

A ferdeség a véletlen véltozo varhato értékére valo szimmetriajat mutat-

ja. Egy X véletlen valtozo szimmetrikus (a 0O-ra), ha X és —X eloszlasa
megegyezik, és X szimmetrikus c-re, ha X —c és ¢ — X eloszlasa megegyezik.

5.14. Allitas. Ha X szimmetrikus EX -re, és S(X) létezik, akkor S(X) = 0.

Bizonyitds. Mivel X szimmetrikus EX-re, ezért X —EX és EX — X eloszlasa
megegyezik. Specidlisan

E[(X - EX)’] = B[(EX - X)7],
ahonnan kapjuk, hogy E[(X — EX)3] = 0. O

S(X) =

K(X) = ~3.

Ha S(X) > 0, akkor ez szemléletesen azt jelenti, hogy a valtozo nagy
pozitiv értékeket vehet fel, az stirtiségfiiggvénye / valoszintiségeloszlasa jobbra
dsl; ha S(X) < 0, akkor pedig balra.

5.15. Allitas. Ha a lapultsdg létezik, akkor K(X) > —2.

Bizonyitds. AzY = (X —EX)? jelolést bevezetve az llitas azt mondja, hogy
(B(Y))? < B(Y?).

Ezt mar lattuk. O

A lapultsag a strtségfiiggvény / valoszintiségeloszlas alakjat mutatja meg
a varhato érték kortil. Ha K(X) kicsi, akkor a stirtségfiiggvény tipikusan
sima, lapos, ha pedig K (X) nagy, akkor csicsos.

5.16. Allitas. Mind a ferdeség, mind a lapultsdg eltolds- és skdlainvaridns;
azaz tetszdles a > 0 és b € R esetén

S(aX +b)=5(X), K(aX+0b)=K(X),

amennyiben a megfeleld mennyiségek léteznek.
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5.4. Feltételes varhato érték

Legyen X véletlen valtozo egy (£2,.A, P) valoszintiségi mezén, és legyen B
egy pozitiv valoszintiségl esemény. Ekkor X B-re vonatkozo feltételes elosz-
lasfiiggvénye

P{X <z}NnB)
P(B)

Fp(z) =P(X <z|B)=Pp(X <z)=

A feltételes valoszintiség tulajdonsagainal lattuk, hogy P p(+) valoszintiségi
meérték (§2, A)-n, tehat Fp valoban eloszlasfiiggvény.

Ha X diszkrét, akkor (persze a B-re vonatkozo feltételes eloszlasa is diszk-
rét) feltételes varhato értéke

E(X|B) = ZP = ;| B)x;,

feltéve, hogy > . P(X = ;| B)|z;| < oco. Ha pedig van olyan fp strtségfiigg-
vény, melyre Fg(z) = [*_ fg(y)dy, akkor

E(X|B) :/ xfp(x)dx
feltéve, hogy az integral joldefinialt, azaz ffooo |z| fp(z)dr < co.

5.4.1. Diszkrét feltétel

Legyenek XY diszkrét véletlen valtozok i, xs, ..., és y1,¥s, ... lehetséges
értékekkel. A korabbiak szerint

P(X = Xk, Y = yg)

és
X|Y—yg ZP —ZL’;C|Y:yg)[Ek

Jelolje E(X|Y) azt az (Q, A, P) valoszintiségi mezon értelmezett véletlen
valtozot, melynek értéke az {Y = y,} eseményen E(X|Y = y,). Formalisan

EX|[Y)(w ZEX’Y_Z/@) Y =),

ahol I(-) az indikatorvaltozot jeloli. Vegyiik észre, hogy E(X|Y') egy olyan
véletlen valtozo, mely fiiggvénye Y -nak.
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5.17. Tétel (Teljes valoszintiség és varhato érték tétele diszkrét esetben).
Legyenek XY diszkrét véletlen vdltozok xq,xs,..., €S y1,Ya2,... lehetséges
értékekkel. Ekkor

P(X =ux) = ZP(X =z;|Y = y)P(Y = y;)

E(X) = Y E(X|Y = y)P(Y = ).

Bizonyitds. Az els6 egyenlSség egy teljes valoszintiség tétele az {Y = y;}
teljes eseményrendszerrel felirva. A maésodik egyenlGség pedig az elsd és a
definicié kovetkezménye:

E(X) =) P(X =)
k
=> ) PX =Y = y)P(Y = yi)ay
k %
— ZZP(X = 2i|Y = y) P(Y = i)y,

= Z EXY = y)P(Y = ).

5.4.2. Folytonos feltétel

Legyenek X,Y egyiittesen folytonos véletlen valtozok h stirtségfiiggvénnyel.
Jelolje

(e o]

fuw) = [ by, fr(y) = | nwas

o —0o0
X és Y strtségfiiggvényét. Ekkor az X véletlen valtozé Y-ra vonatkozo
feltételes stirtségtiiggvénye

U ha fy(y) #0,

fx|y(17|y) h {O, kiilonben.

Vegyiik észre, hogy ha fy(y) > 0, akkor fxy(-|y) valoban stirtiségfiiggvény.
Az X véletlen valtozd Y-ra vonatkozo feltételes varhato értéke

(e o]

E(X]Y =y) = / z fxy (z|y)de,

—0o0

amennyiben az integral értelmes.
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5.18. Tétel (Teljes valoszintség és varhato érték tétele folytonos esetben).
Legyenek XY egyiittesen folytonos véletlen vdltozok h sdriségfigguénnyel.
Ekkor

fﬂ@:Z%AWQMh@My

B(x) - | TEBXY = ) fy (n)dy.

—00

Bizonyitds. Definici6 alapjan.

/_Oo Fxy (zly) fy (y)dy = / fxy (zly) fy (v)dy

:fy (y)>0

_ h(z,y)
a /y:fy(y)>0 fY(y) fY(y)dy

- / h(z,y)dy
y:fy (y)>0

- / " h(eay)dy = fx (@)

—00

A teljes varhato érték tétele

BOO = [ afc(o)s

e}

B /Z ( / O; fxy<x|y>fy<y>dy) de
- /-Z (/_Z fXY(xm’”d“f) fr(y)dy

-/ TR = )y ()dy.

o0

]

A fenti teljes varhato érték tétel altalanosabban is igaz. Ha (X,Y) tet-
sz6leges véletlen vektorvaltozo, Y folytonos, akkor

E(X) = / TEIXIY = gy ()dy.

Ekkor persze a formuldban szereplds E[X]Y = y| mennyiséget nem definial-
tuk, de sok esetben latszik, hogy mi az.? Specidlisan, ha X = I(A), akkor

p(4) - [ TP = ) fy (5)dy.

(e 9]

2Ez persze teljesen precizen lesz késébb Valészintiségelmélet, vagy Sztochasztikus fo-
lyamatok kurzuson MSc-n.
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Innen addédik a Bayes-tétel folytonos valtozata.

5.19. Tétel (Bayes-tétel folytonos valtozata). Legyenek x,y olyanok, hogy
fx(x) >0, fy(y) > 0. Ekkor

frix(lz) fx ()
I fyix (ylu) fx (w)du

Bizonyitds. Hat persze, hiszen az el6z6ek szerint

hay) oo Frix(yle) fx(@) _ Feehfx(@)
) xviel) = = Fhx@fx@de — frly)

fxy(zly) =

6. Nevezetes eloszlasok

6.1. Bernoulli-eloszlas

Az X véletlen valtozo p paraméterd Bernoulli-eloszldsi, X ~ Bernoulli(p),
€ [0,1], ha lehetséges értékei 0,1, és P(X = 1) =p =1—-P(X = 0).
Vérhaté érteke E(X) = p, szorasnégyzete D*(X) = E(X?) — (E(X))? =

p—p*=p(l-p).
Tipikus példa egy A esemény [, indikatorvaltozoja.

6.2. Binomialis eloszlas

Az X véletlen valtozo (n, p) paraméterd binomialis eloszlasa, X ~ Bln( n,p
n € {1,2,...}, p € [0,1], ha lehetséges értékei 0,1,...,n, és P(X = k)
)= Py k=01, m

Ez tényleg eloszlas, hiszen a binomialis tétel szerint

2”: (Z)pk(l )" =+ (1-p)" =1

k=0

Varhato értéke E(X) = np, szorasnégyzete D*(X) = np(1 — p). Ez
ugyanugy igazolhato, mint a fonti példédban.

Tipikus példa: egy p valoszintiségii A esemény bekovetkezéseinek a szamat
vizsgaljuk n fiiggetlen kisérlet soran. Ekkor, ha
)1, haa j-edik kisérletnél A bekovetkezett,

0, kilonben,
akkor I; ~ Bernoulli(p), és X = """ | I; ~ Bin(n,p). Ebbdl az elsallitasbol
gyorsan adodik a varhato értékre és a szorasnégyzetre adott formula.

p),

J
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6.3. Poisson-eloszlas

Az X véletlen valtozd A paraméterid Poisson-eloszldsi, X ~ Poisson(p), A >
0, ha X lehetséges értékei 0,1,2,..., és

Masodik momentuma hasonléan szamolhato
E(X?) =\ + ),
igy szorasnégyzete
D?*(X) = E(X?) — (E(X))* = A

Poisson-eloszlads a binomidlis eloszlads hatareloszlasaként all el6. Legyen
p = pp = A/n, valamely A > 0 szamra. Ha X, ~ Bin(n,p,), akkor némi
szamolas utan

lim P(X, = ) = (" )ph (1 = po)t = e
Jim P(X, = k)=, Joa(l = pa)" ™" = 17e™"

Ezek alapjan azt latjuk, hogy akkor 1ép fel Poisson-eloszlas, ha egy kis
valoszintiségli eseményt sokszor ,ismételiink’

e téves telefonhivasok szama;

e autobalesetek szama;

e nyomdahubak szama egy oldalon;

o foldrengések szama;

e csillagok szama egy adott térrészben;
e mazsolak szama a pudingban.

e halélos lorugasok szama egy év alatt a porosz hadseregben (Bortkiewicz
(1868-1931) orosz kozgazdasz 20 évig figyelt 14 lovas ezredet. 1898: A
kis szamok torvénye)
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6.4. Geometriail eloszlas

Az X véletlen valtozo p paraméteri geometriai eloszlisu, X ~ Geo(p), ha a
lehetséges értékek 1,2, ... és

PX=k=>01-p)"'p, k=12,....
Ez tényleg eloszlas, hiszen

= k=1 _ 1 _
;p(l—p) —Pm—l-

Mivel

Z k’:lfk_l _ Z(l,k)/ _ (Z [L’k>

k=1

() e

E(X) = kp(1—p)t =

ezért a varhato érték

p

A maésodik momentum hasonldan szémolhato

E(X?) = 27

p?

és igy
D*(X) = E(X?) - (E(X))* =

2

Tipikus példa: addig ismétliink egy kisérletet, amig a vizsgalt A esemény
be nem kovetkezik.

A geometriai eloszléas a diszkrét 6rokifju eloszléas, hiszen ha k, ¢ € N, akkor
P(X>k+17)

P(X > k)
¢+ ,
:?:q =P(X > 7).

6.1. Példa. Kupongytijté probléma. Egy N kiilonbozs elembdl 4llo soka-
sdgbol visszatevéses mintat vesziink. Jelolje S, azt a véletlen szamot, ahany
elemet kellett hiiznunk, hogy kapjunk r kiillonb6z6 elemet. Hatarozzuk meg
S, varhato értékét, szoérasat, majd adjunk ezekre kezelhetd aszimptotikus
egyenlGséget.

Vezessiik be az X = Siy1 — Sk valtozot, Sy = 0. Ekkor X geometriai
eloszlast, ahol a siker valoszintsége pr, = (IV — k))/N.

P(X >k+{X>k) =
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-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

6. abra. Az a = 0, b = 1 paraméteri egyenletes eloszlas stirtiség- és eloszlas-
fliggvénye

6.5. Egyenletes eloszlas

Az X véletlen valtozo egyenletes eloszlasi az (a,b) intervallumon, X ~
Egy(a,b), —0o < a < b < 00, ha siirtiségfiiggvénye

£ = {_ hay € (a,),
0, kiilonben.
Ez tényleg siirtiségfliggvény, hiszen f > 0, és ffooo fly)dy = 1.
Vegylik észre, hogy ez ugyanaz a definicié, mint korabban, a geometriai
valoszintiségi mezonél. Valoban, ha (c,d) C (a,b) egy tetszéleges részinter-
vallum, akkor

d d—c
P(Xe(ed)= | flydy=5—.
Eloszlasfiiggvénye
0, ha z < a,

F<x>=/ fw)dy =14 =2, hazelab)
= 1, ha z > b.
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Momentumai, £ > 1

E(X*) = /_OO y* fy)dy

_ /b yk 1 dy _ bk—i—l _ ak—i—l |
o  b—a (k+1)(b—a)
Speciélisan
2
E(X):a+b, D2(X):(b a) '
2 12

6.6. Exponencialis eloszlas

Az X véletlen valtozo A-paraméteri exponencidlis eloszldsi, X ~ Exp()\),
A > 0, ha stirtiségfiiggvénye

)\e"\y, y >0,
0, y < 0.

Ez tényleg siirtiségfiiggvény. A megfelels eloszlasfiiggvény

T Az
Fa) = [ f(y)dy:{(l) e

<0
Momentumai
E(X") = / y* fy)dy = / yFAe Mdy
—00 0
g [Tk s —k k!
=\ i 2¥e*dz = A F(k—i—l):ﬁ.

Itt folhasznaltuk, hogy a
() :/ y* e Vdy, a >0,
0

Gamma-fiiggvényre teljestil, hogy I'(k) = (k — 1)!, azaz a fliggvény a fakto-
rialis folytonos kiterjesztése. Ez az azonossig kovetkezik a

INa+1) =al(a)

azonossagbol, ami parcialis integralassal konnyen adodik.
Ezek szerint



7. abra. A A = 2 paraméteri exponencialis eloszlas strtiség- és eloszlasfiigg-
vénye

Az exponencialis eloszlas karakterizalja az an. érékifju tulajdonsdg, vagy
emlékezet nélkiiliség. Ez azt jelenti, hogy tetszbleges x,y > 0 esetén

PX>z+ylX>z)=PX >y). (4)
Ez valoban azt jelenti, hogy az eloszlas nem 6regszik.
Ha X ~ Exp()), akkor ez teljesiil, hiszen

P(X >z+y)
P(X > )
=e W =P(X >y),

PX>z+ylX>zx) =

ami éppen (4). A forditott irany, logaritmust véve, a Cauchy-féle fiiggvény-
egyenlet megoldasabol kovetkezik.

Tipikus példék: telefonhivas hossza, varakozasi id6, alkatrészek élettar-
tama, iivegpohar élethossza.

6.7. Normalis eloszlas

Az X véletlen valtozo normdlis eloszldsi o és o® paraméterekkel, jelben X ~
N(u,0%), p € R, 02 > 0, ha stirtiségfiiggvénye

fu,cr<y> =

1 _ (y—w)?
e 202

2mo
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A =0 és 0 = 1 paraméterekhez tartozo eloszlast standard normdlis elosz-
lasnak nevezziikk. A normélis eloszlast nevezik Gauss-eloszlasnak is.
Koénnyen lathato, hogy f, » fiiggvény p-re szimmetrikus, azaz f, ,(u+y) =
fuo(t —y), y € R, p-ben van a maximuma, és p & o inflexiés pontok.
Ahhoz, hogy belassuk, hogy f,, strtiségfiiggvény, el6szor az alabbi lem-
mat igazoljuk.

6.1.1. Lemma. Az [ e~ /24t integrdl létezik mint improprius Riemann-
integrdl és értéke /2.

Bizonyitds. Legyen I = [ e 2dt és I, = J" e?dt, n € N. Ekkor
I, = I, amint n — oco. Jeldlje R, = {(z,y) : |z| < n,|y| < n} a 2n élhosszu-
sagu négyzetet és B, = {(z,y) : /22 +y?> < n} az n sugari kérlapot. A
szukcessziv integralas szabalya szerint

2242
Is:// e 2 dz dy.

Vezessiik be a J? = fan e~ @ H)/2 dzdy jelolést. Ekkor J2 < I < J3,
hiszen B,, C R,, C By, ezért elegendd belatni, hogy J? — 27, amint n — oo.
Attérve polarkoordindtakra az x = rcosf, y = rsin helyettesitéssel a

n 2m n
Jh = / / e 2r drdf = 27?/ re "2 dr = 2 (1 — e‘”2/2>
o Jo 0

egyenléséget kapjuk, amibél lim,, ., J? = 27 adodik. O

Az f, , figgvény nemnegativ. A t = (y — p)/o helyettesitéssel

0 © 1 _(y—u)2
/ fro(y)dy = / e 27 dy
—0o —00 27TU

/OO L -Sar
= e = s
—oo V2T

ahol az utols6 egyenldségnél a 6.1.1 Lemmat hasznaltuk. Azaz f,, valoban
strtiség.
A varhato érték

E(X) = / T yfe(w)dy

g o Yy— U _w=w? 1 /OO o w=w? 1 )
= — (& 202 —d + —e 202 —d —= s
Vo (/_Oo o o 4 0 O o Y #
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a szorasnégyzet pedig
D*(X) = E((X — p)?)
— [ - ety

o ) Yy—p o2
o (y—p)

Z{———Mereszm +—3—/me%2dy=0-
V2T —o0 V2T J oo

Tehét a definicioban szereplé két paraméter az a varhato érték és a szoras-
négyzet.
Az X eloszlasfiiggvénye a kovetkezSképpen szamolhato:

_ (y—w)?
e 202 dy

F@) =P <0)= [ fuao)dy

(z=n)/o 2
:/m 5=ty = ((w - /o),

ahol ) N ,
d(z) = — e '7d
(z) TZFQ/:N y

a standard normélis eloszlas eloszlasfiiggvénye. Ebbdl a szamolasbol vilagos,
hogy elég a & fliggvény értékeit ismerni, és ebbdl tetszéleges paramétert
normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye szamolhato.

Ugyancsak (5) egyszeri kovetkezménye az alabbi allitas.

6.2. Allitas. Ha X ~ N(u,0?), akkor (X — pu)/o ~ N(0,1).

S6t, ez kicsit altalanosabban is igaz: ha X ~ N(u,o0?), és a,b valos
allandok, a # 0, akkor aX + b ~ N(au + b, a*c?).

A normalis eloszlés nagyon erésen koncentralodik a varhato értéke koriil.
Valoban, ha X ~ N(u,0?) és Z ~ N(0, 1), akkor

P(IX — 1| < Ao) = P(|Z] < A) = B()) — B(—A)
0, 6827,
0, 9545,

0,9973,
0, 9999,

—20(\) — 1 =

> > > >
I

Il
= W N =
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8. abra. A standard normélis eloszlas stirtiség- és eloszlasfiiggvénye

7. Véletlen valtozék konvergenciaja

7.1. Markov és Csebisev egyenlGtlenségei

7.1. Tétel (Markov-egyenl6tlenség). Legyen X egy véletlen vdltozo (€2, A, P)
valdsziniségi mezdn, melynek véges a varhato értéke. Ekkor tetszdleges pozi-
tiv ¢ konstansra

P(|X|> ¢) < E(f(').

Bizonyitds. Ha X diszkrét xq, xo, ... lehetséges értékekkel, akkor

P(IX|>c)= > PX=x)< ) @PO(:%)

iz |>c iz |>c

< Z@P(X:%) = M

Ha X folytonos f stirtiségfiiggvénnyel, akkor

P(X|z0 - [ funs [ 91 ¢4y

ly|>c ly>c €

< [ Wy = EUXD

T ) C c
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A Markov-egyenl6tlenség egyszert alkalmazasaval adodik a

7.2. Tétel (Csebisev-egyenl6tlenség). Legyen X egy véletlen vdltozo (€2, A, P)
valosziniségi mezdn, melynek véges a szordsa. FEkkor tetszdleges pozitiv c
konstansra

D*(X)

c2

P(X -E(X)| >¢) <

Bizonyitds. A Markov-egyenlGtlenség szerint

D*(X)

c2

P(IX — E(X)| 2 ¢) = P((X — B(X))? > &) <

7.2. Nagy szamok gyenge torvénye

7.3. Tétel (Csebisev-féle nagy szamok gyenge torvénye). Legyenek X1, X, . ..
paronként fliggetlen, véges szordsiu véletlen valtozok, melyek kozos vdrhato ér-
téke p és szordsnégyzete 0. Ekkor tetszdleges € > 0 esetén

Xi+...+X,
limP(’ 1 —M‘>5)=0.

n—00 n

Bizonyitds. A péaronkénti fliggetlenség miatt
D*( X, +...+ X,) =no*

A Csebisev-egyenlétlenséget az X = Xy + ... + X, valtozora folirva kapjuk,
hogy

Xi+...+ X, DX, + ...+ X,
P(‘ 1+t —u‘>€)§ (1+22+ )
n nee

0.2
S_a

ne?
ami tart 0-hoz. O

A bizonyitasbol latjuk, hogy a paronkénti fliggetlenség helyett elég kor-
relalatlansagot feltenni.
Specialis esetként adodik a

7.4. Tétel (Bernoulli-féle nagy szamok gyenge torvénye (1713)). Jeldlje S,
eqy p valdsziniségi A esemény bekovetkezéseinek a szdmdt eqy kisérlet n
fiiggetlen ismétlése soran. Ekkor tetszdleges € > 0 esetén

lim P ( > 6) =0.
n—00

n
— P
n
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A tétel szerint a relativ gyakorisagok a fenti értelemben konvergalnak az
igazi valoszintiséghez. Mivel a valészintiség definiciojat a relativ gyakorisagok
tulajdonsagai motivaltak (additivitas), ezért a fenti tétel szerint a valoszint-
ség tényleg az, amit akarunk.

A fenti tételekben szereplé konvergencia a sztochasztikus konvergencia,
melynek altalanos definicioja a kévetkezd.

7.5. Definici6. Az (X,,)nen Véletlen véltozok sorozata sztochasztikusan kon-
vergdal X -hez, ha minden € > ( esetén

lim P (| X, — X| >¢) =0.

n—oo

A fenti tételekben szereplé gyenge jelzé arra utal, hogy a konvergencia
sztochasztikusan teljestil. Erds konvergenciarol akkor beszéliink, ha a véletlen
valtozok majdnem biztosan konvergalnak. Pontosabban, az (X,,),en véletlen
valtozok sorozata majdnem biztosan, vagy 1 valosziniséggel konvergdl X -hez,
ha
P ({w o lim X, (w) = X(w)}) =P(lim X, = X)=1.

n—oo n—0o0

Itt persze mar az is magyarazatra szorul, hogy az {w : lim,, ., X, (w) = X(w)}
halmaz valéoban esemény, azaz eleme a megfelel§ o-algebranak. FEz a o-
algebra tulajdonsagaibol kovetkezik. Erre részletesebben nem tériink ki.

7.3. Centralis hatareloszlas-tétel

A nagy szamok torvénye azt allitja, hogy fliggetlen, azonos eloszlasi véletlen
valtozok atlagai kozel vannak a varhatd értékhez. Az alabbiakban ezt a
kozelséget tessziik precizzé.

7.6. Tétel (Centralis hatéareloszlas-tétel). Legyenek X, X1, Xo, ... figgetlen,
azonos eloszlasi véletlen vdltozok kiézos B(X) = p vdrhato értékkel, és véges
D(X) = o szordssal. Ekkor tetszdleges x € R esetén

e (EE )

ahol
B(z) = — / e % d
V2T J - Y
a standard normdlis eloszlds eloszldsfligguénye.

A tétel bizonyitasa mar komolyabb eszkozokkel, a karakterisztikus fiigg-
vények modszerével torténik.
A tétel indikatorvaltokra vonatkozo speciélis esete a
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7.7. Tétel (de Moivre-Laplace tétel). Jelolje S, eqy p valdsziniségi A ese-
mény bekovetkezéseinek a szamdt eqy kisérlet n fiiggetlen ismétlése sordn.
Ekkor tetszdleges © € R esetén

lim P (an) < :(:) = d(z).

np(l—p

Valoban, kordbban lattuk, hogy a p-paramétert Bernoulli-eloszlas varhato
értéke p és szordsa /p(1 —p). A specidlis eset bizonyitasa a binomialis
egyiitthatok pontos aszimptotikidjanak meghatarozasaval torténhet.
7.8. Példa. A kakucsretyegei polgarmestervalasztason két jelolt van: A és B.
Kakucsretyege 40000 szavazoja egymastol fiiggetleniil, 1/2—1/2 valoszintiség-
gel szavaz a két jelolt egyikére. A fesziilt politikai helyzet miatt a szavazatok
ujraszamlalasat rendelik el, ha a két jeloltre leadott szavazatok szama kozott
legfeljebb 100 a kiilonbség. Mi a valdszintisége, hogy ujraszamlélasra kertil
sor?

Ekkor tehat n = 40000, p = P(A-ra szavaz valaki) = 1/2. Legyen S,
az A-ra szavazok szama, ekkor n — S, a B-re szavazok szama. A kérdés
P(|S, — (n — S,)| <100). A CHT-ban eléfordulé mennyiségek np = 20000

és \/np(1 — p) = 100. Igy a CHT szerint
P(|S, — (n—S,)| <100) = P(—100 < 2S,, — n < 100)
=P (_()’5§ M §075)
v 1pq

~ ®(0,5) — ¢(-0,5)

=29(0,5) —1~0,38.
Galton deszkaja. Sir Francis Galton (1822-1911): polihisztor, Darwin
unokatestvére. A centralis hatareloszlas szemléltetése. Az elsé sorban 1 ék
van, alatta 2, ..., az n-edik sorban n. Az n-edik éksor alatt van n+ 1 tartaly,
0-t6l n-ig sorszamozva. Egy golyot elinditunk az els6 éknél, és a golyot min-
den ék 1/2 —1/2 valoszintiséggel tériti el jobbra vagy balra. Annak a val6szi-

ntiisége, hogy a golyo a k-adik tartalyban landol = 2% azon utvonalak szama,
ahol a goly6 k-szor megy jobbra és (n — k)-szor balra = 2% (Z) Masként, ha

Sy, a golyo jobbra eltéritéseinek szama, akkor .S,, binomialis eloszlast (n, 1/2)
paraméterekkel. Ha sok golyot engediink le, akkor a haranggdrbe rajzolodik
ki a tartalyokban.

7.4. Borel-Cantelli-lemmak

Legyenek Ay, Ay, ... € A események. Legyen limsup,, . A, az az esemény,
hogy az A;, As, ... események koziil végtelen sok bekovetkezik, az pontosan
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azon w kimenetelek halmaza, melyre w € A; végtelen sok i-re, azaz

limsup A, := {A; végtelen sok i-re bekovetkezik }

n—oo
={w: w € A; végtelen sok i-re } =Ny, UX, A,
Az elgallitasbol vilagos, hogy limsup,,_, . A, esemény.

Hasonloan, liminf,, ,. A, az az esemény, melyre az Aq, As, ... események
koziil véges sok kivételével mind bekovetkezik, azaz

liminf A, = U2, N2, A

n—oo
Nyilvan liminf A,, C limsup A,,.

7.9. Tétel (1. Borel-Cantelli-lemma). Legyenek Ay, As, ... olyan események,
melyekre

i P(4;) < oo.

Ekkor 1 valosziniséggel az Ay, As, ... események kizil csak véges sok kovet-
kezik be, azaz
P(limsup A,) = 0.

n—oo
Bizonyitds. Legyen
X => T(4).
i=1
Ez értelmes (lehet végtelen is!), hiszen minden Gsszeadandd nemnegativ.
Nyilvan X (w) = oo pontosan akkor teljesiil, ha w végtelen sok A; esemény-

nek eleme, vagyis w kimenetel esetén végtelen sok A; esemény kovetkezik be.
A feltétel szerint

B(X) = P(4) < oc.

amibdl persze kovetkezik, hogy X < oo egy valdszintiséggel. O

A lemma megforditasahoz kell (valamennyi) fiiggetlenség.

7.10. Tétel (II. Borel-Cantelli-lemma). Legyenek Ay, As, ... figgetlen ese-
mények, melyekre

Ekkor 1 valdszintiséggel az Ay, As, ... események kozil végtelen sok bekdvet-
kezik, azaz
P(limsup 4,) = 1.

n—oo
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Bizonyitds. A valoészintiség tulajdonsagai szerint

P((limsup A,)°) = P(U;2, N2, AF) = lim P(N2, A)

n—oo r=n v
lim H[l P(A;)] < r}ggoeXp{ ZP(AZ)}
A feltétel szerint az exponens —oo minden n-re, igy az allitas kovetkezik. [

7.5. Nagy szamok erds torvénye

Az 1. Borel-Cantelli-lemma segitségével erds torvényt is igazolhatunk.
7.11. Tétel (Nagy szamok erds torvénye). Legyenek X, Xy, ... figgetlen,
azonos eloszldsu véletlen valtozok, véges mdsodik momentummal. Ekkor

lim — = E(X) majdnem biztosan.

Bizonyitds. Feltehets, hogy a valtozok nemnegativak, hiszen az X = X+ —
X~ felbontasbol kovetkezik az allitas altaldnos esetben. Legyen € > 0 tet-
sz6leges. A Csebisev-egyenlétlenség szerint

p (5= EBUOL, ) DI LD

kie2 g2

Az 1. Borel-Cantelli-lemma szerint a |Sy2 — k*E(X)| > k% események koziil
1 valoszintiséggel véges sok kovetkezik be. Mivel € > 0 tetsz6leges, kapjuk,

hogy
S

k2

Legyen k* < n < (k+ 1)%. A nemnegativitds miatt
Sk2 Sh

_ Pk P

CES )

ahol a bal és jobb oldal is konvergal E(X)-hez, amint k — oo. O

— E(X) majdnem biztosan.

S(kt1)2
k2

<

A varhato érték létezése elegendd, nem kell masodik momentum.

7.12. Tétel (Nagy szamok Etemadi-féle erds torvénye (1981)). Legyenek
X, X1, Xs, ... pdronként figgetlen, azonos eloszldasi véletlen vdltozok, véges
E(X) vdrhato értékkel. Ekkor

lim iz Xi E(X) majdnem biztosan.
n

n—o0
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8. A valo6szintiségi modszer

8.1. Weierstrass approximaciotétele

Most a Csebisev-egyenl6tlenség analizisbeli alkalmazasidra adunk egy szép
példat. Weierstrass approximéciotétele szerint a polinomok szuprémum nor-
méaban stirtin vannak a zart intervallumon folytonos fliggvények terében. Az
alabbiakban erre adunk egy konstruktiv bizonyitast. Legyen f folytonos
fiiggvény a [0, 1] intervallumon. A hozzatartozo n-edik Bernstein-polinom
Bo(f)(z) =Y o f(k/n)(})z* (1 —z)"*. Ekkor B,(f) egyenletesen konver-
gal az f fliggvényhez, azaz

lim sup |B,(f)(x) — f(z)| = 0.

=00 4el0,1]
Ennek igazolasahoz vegytik észre, hogy B,(f)(xz) = Ef(S,/n), ahol S, =
Xi+4...+X,, s Xy, ..., X, fiiggetlen azonos eloszlasu Bernoulli(z) véletlen
valtozok (azaz P(X; =1) =2 =1—P(X; =0)). A Csebisev-egyenl6tlenség
szerint P(|S,/n — x| > ¢) < D?(S,)/(n*c*) = z(1 — z)/(nc?). Legyen € > 0
rogzitett. Mivel folytonos fiiggvény zart intervallumon egyenletesen folyto-
nos, ezért létezik olyan § = d(g) > 0, hogy |u—v| < § esetén | f(u)—f(v)] < e.
Igy

[f (@) = Bu(f)(2)] = [E[f(x) = f(Sn/n)]| < 2MP([S,/n — x> 6) +¢
D%(S,) 2Mz(1 — x)
+e< —F—

< 2M
- n242 - no2

+ ¢,

ahol M az |f| maximuma a [0, 1] intervallumon. A kapott becslés z-ben
egyenletes, ezért az allitast belattuk.

8.2. Ramsey szamok

Adott k € N esetén jelolje R(k) a legkisebb olyan n szamot, melyre igaz,
hogy egy n csucsu teljes graf (K,) éleit tetszéleges modon pirossal és kékkel
szinezve a grafban talalhatunk egyszini teljes k cstcsu részgrafot.
Megmutatjuk, hogy R(k) < 22*. Ehhez nem lesz sziikség véletlenre. Te-
kintsiik egy n = 22* csiicsu teljes graf egy tetszéleges szinezését. A kovetke-
z6kben megadunk egy egysziniti K;-t. Legyen x; egy tetszéleges csiics. Neki
22k _ 1 szomszédja van, ezért a skatulya elv szerint van legalabb 22~ olyan
szomszédja, akivel ugyanolyan szind éllel van Osszekotve. Jelolje As ezen
szomszédok halmazat. Most valasszunk egy tetszéleges xo € Ag csiicsot. Az
A, halmazban neki legalabb 22%~! — 1 szomszédja van, ezért skatulya elv sze-
rint van legalabb 2272 olyan szomszédja, akivel ugyanolyan szint éllel van
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Osszekotve (ez a szin persze nem biztos, hogy ugyanolyan, mint ami a 29
él szine). Ezt folytatva, kapunk egy {z1,xs,..., 2o} sorozatot, melyre az
teljesiil, hogy az z;x;, ¢ < j, €l szine csak i-t6] fiigg. Ismét a skatulya elv
szerint van k olyan cstics, melyekre ez a szin azonos. Talaltunk egy egyszinid
Kk—t.

Most belatjuk, hogy R(k) > 2¥/2. A bizonyitas Erdds Pdltol szarmazik
1947-bsl. Vegyiink egy n csicsi teljes grafot és szinezziik ki az éleit egymastol
fiiggetlentil 1/2 — 1/2 valoszintiséggel pirosra vagy kékre. Azaz minden egyes
élre foldobunk egy érmét. Annak a valoszintisége, hogy rogzitett {xy, ..., xx}

k
csucsok altal meghatarozott graf egyszind Ky az 2 - 9-(5 , hiszen vagy min-

den él piros, vagy minden él kék, és pontosan (g) él van. Tehéat annak a

valoszintisége, hogy lesz egyszind K} legfeljebb (2)21*(5). Némi szamolassal
kapjuk, hogy ha n < 2¥/2_ akkor ez az érték kisebb, mint 1. Valéban,

k
n 1— k n 1+E_
(k)2 R Ch

21+k/2
k!

BN
ol

<< 1.

Azaz, pozitiv valoszintiséggel nem lesz egyszind Kj, ami éppen azt jelenti,
hogy van olyan szinezés, amiben nincs egyszint Ky. Igy R(k) > 2F/2.

Ez a bizonyitds nem ad meg egy explicit szinezést, amiben nincs mono-
kromatikus K. A k = 20 esetben n = 20 = 1024, és annak a valosziniisége,
hogy egy véletlen szinezés nem tartalmaz egyszini Kog-at, a fenti becslés

szerint kisebb mint "
2
~_~8-10716,
20!

Ez azt jelenti, hogy a véletlen szinezés biztos jo lesz. Osszehasonlitasképp,
annak a valoszintisége, hogy egy szelvénnyel jatszva két egymas utani héten
telitalalatunk lesz az 6toslotton

11
.~ 5.10716,

(5) %)
9. Konvolucid

A konvoliciés formulak fiiggetlen véletlen valtozok Osszegének eloszlasat ad-
jak meg.

9.1. Diszkrét eset

Legyenek X,Y fiiggetlen diszkrét véletlen valtozok i, xo,..., és y1, s, ...
lehetséges értékekkel. Ekkor Z = X +Y véletlen valtozoé is diszkrét, lehetséges
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értékei {z1, 20,...} = {z; +y; 1 4,5 € N}. Tovabb4, Z eloszlasa
P(Z=2)=P(X+Y =2)
:ZP(X:xi,Y:z—:ci)

= ZP(X =z2,)P(Y =z — ).

Specialisan, ha X, Y nemnegativ egész értékiek, akkor X + Y is nemne-
gativ egész értékd, és

P(X+Y =n) :iP(X:k)P(Y:n—k).

vezzik.

9.1. Példa. Legyenek X és Y fiiggetlen Poisson eloszlast véletlen valtozok A
ill. o paraméterrel. Ekkor Z = X + Y ~Poisson(A + p). Valoban,

P(Z =n) _iP(X_k)P(Y_n—k)

n

= ei'LL

— k! (n—k)!

1 «— /n
— o~ (A tp) = )\k n—k
S ()N

_ Q)" o

n!

9.2. Folytonos eset

9.2. Allitas. Legyenek X ésY figgetlen, folytonos véletlen vdltozok f és g
striségfiggvénnyel. Ekkor Z = X +Y folytonos véletlen vdltozo, melynek
striségfigguénye

h(z) = / " fa—y)gly)dy = / " fw)glz — y)dy.

A h fiiggvény az f és g konvolucidja.
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Bizonyitds. Mivel X ésY fiiggetlenek, ezért az (X,Y) véletlen vektorvaltozo
stirtségfiiggvénye f(z)g(y). Legyen A, = {(z,y) : x + y < z}. Ekkor

P(Z<2) =P((X,Y) € A.)
= / /A f(2)g(y)drdy

- [ ([ rwatnan) as
= /_C: f(x) /_; g(u — z)dudx
= /_; (/_Z f(x)g(u— :c)dm) du.

A stirtségtiiggvény definiciojabol kovetkezik az allitas. ]

9.3. Példa. Legyenek Xy, X, ... fliggetlen exponencialis véletlen valtozok A
paraméterrel. Ekkor X; + Xo + ...+ X,,, n > 1, stirtiségfiiggvénye

hp(x) = " e 1 > 0.

Ezt az eloszlast (n, \) paramétert gamma eloszlasnak nevezik.

Az allitas nyilvan igaz n = 1 esetén. Teljes indukcioval bizonyitunk. Te-
gyiik fel, hogy a formula teljesiil n-re. Mivel X;+...+X,, és X1, fliggetlenek,
ezért hasznalhatjuk a konvoluciés formulat. Eszerint

B () = / (e — y)ha(y)dy

3 Aa—y) A" 1A
= [ A2 ymlohg
/0 (n— 1)!y Y
)\n—i—l N x .
= ——Fe "d
(n—1)! / s
)\n+1
— xne—)\x’
n!

ami éppen a bizonyitand6 formula n + 1 esetén.

9.4. Példa (Normaélis eloszlas). Megmutatjuk, hogy fiiggetlen normélisok Gssze-
ge normalis. Legyen X ~ N(0,1), Y ~ N(0,0?) fiiggetlenek. Konnyt latni,
hogy az &ltalanos eset erre visszavezethets. Ekkor az 6sszeg Z7 = X + Y
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strtsége

[e.9]

h(x) = fx (@ —y)gy(y)dy

—00

/°° 1 _ (z—QwQ 1 _yiQd
pnd (& —F€ 20
oo V21 V2o Y

1 00 l[ 5 2 2
_ [T raryen ey
20 J_o c !
00 = ?
_ L 6_%{(1+1/02)(y—m> +z2(1_ﬁ)}dy
2o J_
1 1

o 121
- v/ 92 2% <1+02>
2o 7T\/l—l—U?e

1 z?

_ T 2(1402)
— e 2(1+09) ,

27(1 + 0?)

ami éppen az N (0,1 + o?) stirtisége, azaz Z ~ N (0,1 + o?).
A skalazasi tulajdonsagbol kovetkezik, hogy ha X ~ N(ux,0%) ésY ~
N(py,0%) fiiggetlenek, akkor

X +Y ~ N(ux + py, 0% +0y).

10. Generatorfiiggvények

A kovetkezskben kizarolag nemnegativ egész értéki véletlen valtozokkal foglalkozunk.

10.1. Definicié. Az X nemnegativ egész értékid véletlen valtoz6 generatorfiiggvénye
(oo} o o]
g(s) = E(s¥) = Z P(X =n)s" = ans".
n=0 n=0

A generatorfliggvény egy végtelen hatvanysor, melynek a konvergenciasugara legalabb 1, hiszen p,, <
1. Tehat a fliggvény folytonos (—1, 1)-en. Megjegyezziik, hogy a konvergenciasugar lehet éppen 1.

10.2. Allitas. Legyenek X ésY fiiggetlenek g1, g2 generdtorfiggvénnyel.

(i) A generdtorfiggvény egyértelmien meghatdrozza az eloszldst.
(ii) g folytonos [—1,1]-en, és g(1) = 1.
(i5i) E(X) = g'(1) (pontosabban lims_1_ g'(s)).
(iv) D2(X) =g"(1) + ¢’ (1) — (¢'(1))?, feltéve, hogy E(X?) < oo.
(v) Az X +Y generdtorfiggvénye E(sX+Y) = g1(s)g2(s).
(n)

n!

Bizonyitds. (i) Hat persze, hiszen p,, = <

(ii) Kovetkezik abbol, hogy >0° o pn = 1.
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(iii) Hatvanysor a konvergenciaintervalluman beliil tagonként derivalhato, ezért

oo oo
9'(s) = Z npns" ! — Z npn = E(X)
n=1 n=1

amint s — 1—. Itt lehet E(X) = co.

(iv) Az el6z6hoz hasonléan
(oo}

g"(1) =3 n(n—)pn = E(X2) — E(X).

n=1

(v) Mivel X és Y fiiggetlenek, ezért

E(sXTY) = B(s¥sY) = E(s)E(sY).

10.3. Példa. 1. Legyen I ~ Bernoulli(p). Ekkor
E(sI) =1—p+ps, secR

2. Legyenek I, ..., I, fiiggetlen Bernoulli(p) véletlen valtozok. Ekkor Sy = > 7'_; I ~ Binomialis(n, p).
Igy az el6z6 allitas szerint

E(s°) = [ E(s'8) = (1 —p+ps)™.

k=1
3. Legyen X ~ Poisson(\). Ekkor
S n
EsX = Sniefk e*k(lfs).
n!
n=0
4. Legyen X ~ Geometriai(p). Ekkor
EsX = s"p(1 —p)n*1 =
n;l 1-(1-p)s

i Lattuk, hogy fiiggetlen Poisson-eloszlasu véletlen valtozok 6sszege Poisson. Ezt megkaphatjuk a 10.2
Allitas kovetkezményeként. Valoban, ha X és Y fliggetlen, Poisson-eloszlasu véletlen valtozok A\ és p
paraméterekkel, akkor

EsXTY = Es¥XEsY = 67()\+“)<178),

ami éppen a A+ paraméteri Poisson-eloszlas generatorfiiggvénye. Az egyértelmiiségi tétel szerint X +Y ~
Poisson(A + p).
A kovetkezs tétel ravilagit a generatorfliiggvények igazi hasznéra.

10.4. Tétel (Folytonossagi tétel). Legyen (Xn) nemnegativ egészértéki véletlen vdltozdk sorozata, és
legyen gn az Xy generdtorfigguvénye. Ekkor a kévetkezék ekvivalensek:

(i) limp— oo P(Xyn = k) = pi létezik minden k > 0 esetén.

(it) limp— oo gn(s) = g(s) létezik minden s € (0,1) esetén.
Tovdbbd, g(s) = >.72 o prs”.

Vigyézat, (px) nem feltétleniil valészintiségeloszlas. Valoban, legyen példaul X,, = n. Ekkor persze
teljesiil (i) és (ii) a px =0, g(s) =0, s € (0,1) hatarértékekkel. Vagyis a tomeg kiszaladhat a végtelenbe.
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10.5. Tétel (Poisson konvergenciatétel). Legyenek (Xin,Xon,...,Xnn)n flggetlen véletlen vdltozdk-
bol dllé vektorok, ahol X ~ Bernoulli(p;n). Tegyik fol, hogy maxi<;<yn Pin — 0 amint n — oo, és

> 1 Pin = A Ekkor Sp hatdreloszldsa A paraméterd Poisson-eloszlds, azaz tetszéleges k = 0,1,...
esetén
. DL
nli)mooP(Sn =k)= e

Bizonyitds. A fliggetlenség miatt

n
Essn o H Esxin
i=1

=10~ pin(1—5)
=1

exp {Zlog(l —pin(l — 8))}

=1
exp {— S (pin(1 = 5)) + O(Pin))}
=1
=exp{—A(1—-3s)+o0o(N)}.

A folytonossagi tételbsl kovetkezik az allitas. O
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