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ElGszo

A feladatgytjtemény a Szegedi Tudoményegyetem Matematika BSc szakos
hallgatéi szamara tartott Valoszintiségelmélet c. targyhoz késziilt. A heti
négy ora el6adashoz csupan egy éra gyakorlat van, ezért kiillonosen fontos az
otthoni feladatmegoldas. Ennek megkdnnyitését célozza meg a jegyzet.

Magyar nyelven kevés olyan valoszintiségszamités feladatgytdjtemény van,
ami hasznalhatoé a Valoszintiségelmélet targyhoz. Ilyen a klasszikus ,Otszer-
z6s” példatar, Bognar, Mogyorodi, Prékopa, Rényi, Szasz: Valoszintiségsza-
mitasi feladatgytjtemény [3]. Ugyanakkor e feladatgytjtemény sem fedi le
teljesen a jelen példatar anyagat, hiszen nem mértékelmeéleti megkozelitést
hasznél, igy események mérhetdsége, farokesemények kimaradnak. Masrészt
[3] sok olyan témakort is tartalmaz, amivel itt nem foglalkozunk; pl. elemi
valoszintiségszamitasi példék, sztochasztikus folyamatok. A mésik magyar
nyelvi feladatgytjtemény az interneten elérhet§ Barczy, Pap: Valoszintség-
szamitas II. példatar [1], ami mar felleli a Valoszintiségelmélet targy anya-
gat. A jelen példatar és [1] anyaga nagyjabol megegyezik, az egyes témakbol
az egyik illetve masik tartalmaz tobb feladatot.

A targyalt feladatok koziil sok része a matematikai folklornak, de ahol
tudtam feltiintettem a forrast. Az emlitett két példatar mellett sok feladatot
vettem at Billingsley [2] és Breiman [4] kényvébdl, néhany a Kolmogorov ver-
seny feladatai |5] koziil valo. Sok példa kutatésaim soran meriilt fel, ezeknél
megadtam a hivatkozast (cikket vagy konyvet), illetve sok sajat agysziilemé-
nyem.

A feladatok témék szerint vannak csoportositva, minden téma elején egy
rovid elméleti Osszefoglald talalhatd, melyben a sziikséges definiciok és f6bb
tételek, tulajdonsiagok szerepelnek. Minden téméban j6 néhény feladat meg-
oldasa nagyon részletesen ki van dolgozva, egyes példaknal pedig révid ut-
mutatés talalhato.

A feladatgytijtemény irasa a TAMOP 4.2.4.A/2-11-1-2012-0001 Nemzeti
Kivalosdg Program cimi kiemelt projekt keretében zajlott. A projekt az
Eurépai Unidé tamogatéasaval, az Europai Szocidlis Alap téarsfinanszirozésaval
valosul meg.



1. MérhetGség

Meérhetdség, o-algebrak, Lebesque—Stieltjes-integral, véletlen vdltozok és el-
oszldsfiggvényeik

Az A halmazrendszer o-algebra az € alaphalmazon, ha Q € A; A € A=
Ace A; A, € A, i € N, = UjenA4; € A Az A halmazrendszer algebra, ha
csak a véges unioéra zart. A p halmazfiiggvény meérték, ha nemnegativ, nem
azonosan végtelen és o-additiv A-n. Valdszinidségi mérték esetén p() =
1. A C halmazrendszer félalgebra, ha zart a metszetre és minden elemének
komplementere elGall C-beli halmazok diszjunkt uni6jaként.

Tetszbleges sok o-algebra metszete o-algebra. Ebbdl kévetkezik, hogy
minden C halmazrendszerhez van 6t tartalmazé legsziikebb o-algebra; ezt
nevezzik a C altal generalt o-algebranak. Jele: o(C).

Ha adott egy topologia, akkor a nyitott halmazok altal generalt o-algebra
a Borel-halmazok o-algebraja.

Az f : Q — R valos fliggvény A-mérhetd, ha minden B € B Borel-
halmazra f~'(B) = {w : f(w) € B} € A. Az X valos fiiggvény akkor
véletlen vdltozd, ha mérhets. Floszldsfigguénye F(z) = P{X < z}. Egy
fliggvény akkor és csak akkor eloszlasfiiggvény, ha monoton névs, jobbrol
folytonos és F'(—o0) =0, F(c0) = 1.

A mérhetGséget elég generdtorrendszeren ellendrizni. A leggyakrabban
hasznalt specialis esetek: f mérhets, ha minden z-re: f~!((—o0,x]) € A;
H(—o00,2)) € A; f7H((z,00)) € A; .... S6t elegends csak racionalis z-
ekre megkovetelni a feltételeket.

Legyen F' monoton névd jobbrol folytonos fliggvény az egyenesen és le-
gyen a < b esetén pp((a,b]) = F(b) — F(a). Ezzel definialtuk pp-et a
C = {(a,b] : —00 < a < b < oo} félalgebran. Megmutathato, hogy g
mérték C-n. A kiterjesztési eljaras szerint up kiterjeszthets a B = o(C) Borel-
halmazokon definialt mértékké. Ezt nevezziik az F' altal indukalt Lebesgue—
Stieltjes-mértéknek, melyet pp-el jeloliink. S6t, dltalaban a dup = dF jelolést
hasznaljuk.

1.1. Legyen A a véges vagy ko-véges (A ko-véges, ha komplementere véges)
halmazok osztalya. Igazoljuk, hogy A algebra, de csak akkor o-algebra, ha
Q) véges!

Megoldas. Az A halmazrendszer definiciojaban A és A¢ szerepe szimmet-
rikus, ezért ha A € A, akkor A° € A is teljesiil. Nézziik most az uniéra
valo zartsagot. Elég 2-re igazolni, azaz ha A, B € A, akkor AU B € A. Ha
A° vagy B¢ véges, akkor (AU B)¢ = A°N B° miatt (AN B)¢ is véges, igy



(AUB) € A. Ha pedig A és B is véges, akkor AU B is véges, igy € A. Ezzel
belattuk, hogy A algebra.

Ha || = oo, akkor van wy, ws, ... végtelen sok kiilonb6zd eleme. Nyilvan
{w} € A minden w € ) esetén. Viszont az A = {wy,ws,ws, ...} halmaz vég-
telen, és a komplementere tartalmazza az {wq,wy, ws, ...} végtelen halmazt,
igy A ¢ A. Tehat ekkor A nem o-algebra. Véges alaphalmazon persze az
algebra és a o-algebra tulajdonsag ugyanaz.

1.2. Legyen A a megszamlalhato vagy ko-megszdmlalhato halmazok osztéa-
lya. Igazoljuk, hogy A o-algebra! Legyen C = {{z} : x € Q}. Mutassuk
meg, hogy o(C) = A!

1.3. Legyen Q =N={1,2/...} és

C= {A CN:D(A) = lim AL o)) létezik }

n—o0 n

A D(A) értéket az A halmaz szamelmeéleti strtiségének nevezik (persze csak
ha létezik). Igazoljuk, hogy

(a) D(-) végesen additiv C-n;
(b) D(:) nem mérték C-n;
(c) C kontinuum szamossagu;
(d) C zart a véges diszjunkt unioral
Mi lesz a D altal indukalt kiilsé mérték? (|2] Problem 2.18 p.35)
1.4. Adjuk meg a lottohuizast leird valoszintiségi mezst!

1.5. Igazoljuk, hogy o-algebra szédmossiga nem lehet megszamlalhatéan vég-
telen, tehat vagy véges vagy legalabb kontinuum sok eleme van.

1.6. Hatéarozzuk meg az alabbi halmazrendszerek altal generalt 7(H) topo-
logiat és o(H) o-algebrat! Milyen kapcsolat all 7(H) és o(H) kozott?

a) Hi={(a,b) : a,b € R,a < b};

(a,b] :a,b € R a<b};
(d) Hy ={(—00,a] : a € R};
(

a,0) : a € R}.



1.7. Legyenek X, n = 1,2,..., véletlen valtozok az (Q2, A, P) valoszintiségi
mez6n. Igazoljuk, hogy a kovetkezs halmazok mérhetsk: (i) {sup, X,, > 0};
(ii) {sup, X,, = 0}; (iii) lim sup,, X,, > 0}.

Tetszbleges Y : Q@ - R, és B C Resetén Y 1(B) = {Y € B} = {w :
Y (w) € B}.

Megoldas. Az ilyen feladatoknél a kérdéses halmazt el§ kell allitani nivohal-
mazokbol ({X,, <z}, vagy {X,, <z}, vagy ezek komplementere) megszam-
lalhato sok halmazelméleti mivelet (metszet, unio, kiilonbség) segitségével.

(i) Az els§ példaban azt kell észrevenni, hogy egy x, valds szamsorozat
szuprémuma pontosan akkor szigortian pozitiv, ha van pozitiv eleme. Azaz
sup,, £, > 0 pontosan akkor, ha létezik olyan n, melyre z,, > 0. A példaban
azokat az w kimeneteleket kell Gsszegytjteni, melyre sup,, X, (w) > 0. Ezek
szerint

{sup X,, > 0} = {w :sup X,,(w) > 0}
= U {w: X,(w) >0} =uy {X, > 0}.

Mivel minden n esetén {X, > 0} mérhet6 halmaz, és mérheté halmazok
megszamlalhatoé unidja is mérhetd, ezért az allitast belattuk. A tobbi rész
bizonyitasat nem irjuk ki ilyen részletesen.

(ii) Vilagos, hogy a fenti gondolatmenetben 0 helyett tetszSleges valos
szamot irva is minden igaz marad, igy {sup, X, > a} € A (a mérhetSség
szinoniméja a € A), tetszleges o € R esetén. Mivel

{sup X, = 0} = {sup X,, > 0}\{sup X,, > 0},

ezért ha belatjuk, hogy {sup, X, > 0} € A, akkor készen vagyunk. Na de

{sup X,, > 0} = M2 {sup X,, > -k '},

és a megszamlalhaté metszet minden eleme mérhetd, igy a o-algebra tulaj-
donsag miatt a metszet is mérhets. (Vegyiik észre, hogy {sup, X, > 0} #
U {X, > 0}. A —1/n sorozat egy ellenpélda.)

(iii) A lim sup definiciojat kell hasznalni, amit valos szamsorozatokra ta-
nultunk. Eszerint lim sup,, ,, > 0 pontosan akkor, ha minden € > 0 esetén a
sorozatnak végtelen sok —e-nél nagyobb eleme van, vagy mésképp, minden
e > 0, minden n € N esetén létezik £k > n, hogy z, > —e. Kénnytd meggon-
dolni, hogy a halmazos atirdsban a minden kvantornak az metszet, a létezik
kvantornak pedig az unid felel meg (ezt mar (i)-nél is hasznéltuk). Arra kell



még figyelni, hogy ¢ helyett egy diszkrét 0-hoz tarto sorozatot kell irni, hogy
megszamlalhato metszetet kapjunk. Tehét
{limsup X,, > 0} = N>_, N2, U { X} > —m '}
n
Mivel X,,, n =1,2,..., véletlen valtozok, ezért mérhetsek, { X, > —m™1} €
A, minden k és m esetén. Ilyenek megszamlalhaté uni6ja mérhetd, mérhets

halmazok megszamlélhatd metszete mérhets, végiil mérheté halmazok meg-
szamlalhatd metszete megint mérhetd, és kész.

1.8. Legyenek X, n =1,2,..., véletlen valtozok az (Q2, A, P) valoszintiségi
mezo6n és ¢ tetszbleges valos szam. Igazoljuk, hogy az alabbi halmazok mér-
hetSk: {w : lim,, o X, (w) = ¢} = {lim, 00 X, = ¢}; {lim,, o0 X, 16tezik};
{3207 X, < oo}; {limsup,,_,. X, > c}.

1.9. Legyenek f, g, f, mérhetSek. Mutassuk meg, hogy f+g, cf, min(f, g),
inf f,,, sup f,,, liminf f,, mérhet&ek!

1.10. Egy halmaz Gy, ha megszamlalhato sok nyitott halmaz metszete. Mu-
tassuk meg, hogy az irracionalis szamok halmaza Gs. Adjunk példat olyan
fiiggvényre, melynek folytonosségi pontjai az irracionalis szamok. [Azaz a
fiiggvény minden racionalis pontban szakad, de minden irracionalisban foly-
tonos.| Mutassuk meg, hogy a racionalis szamok halmaza nem Gj. [Hasznal-
juk a Baire-kategoriatételt!| ([10])

1.11. Igazoljuk, hogy f : R — R tetszdleges fiiggvény folytonossagi pontja-
inak halmaza Gs! Az el6z6 feladat alapjan ez azt jelenti, hogy nincs olyan

fliggvény, ami a racionalis pontokban folytonos, az irracionalisokban meg
szakad. ([10])

Segitség. Definialjuk a ¢(z,d) = sup{|f(s) — f(t)| : s,t € (x — 0,z + )}, Pp(x) =
infs~o ¢(x,0) fiiggvényeket. Mutassuk meg, hogy f pontosan akkor folytonos z-
ben, ha ¢(z) = 0. A ¢ nullhelyeit meg el lehet allitani megszamlalhato sok nyitott
halmaz metszeteként.

1.12. Legyen f : R — R Borel-mérhet§ fiiggvény. Mutassuk meg, hogy az a
halmaz, ahol a derivéltja létezik, mérhetd!

1.13. Legyen F(x) tetszoleges eloszlasfiiggvény. Irjuk fel F(z) segitsége-
vel a kovetkez6 halmazok pp (F' altal generalt) Lebesgue—Stieltjes-mértékét:
(0,1],{0},[0,1),10,00), R, Q,Q".
Megoldas. A definici6 szerint ug((0,1]) = F(1) — F(0).

Az egyelemti halmazok viszont mar nem (a,b] alakuak, ezért ilyenkor a
definici6 nem elég. Hasznéljuk a mértékek folytonossagi tételét! Vildgos,
hogy {0} = N2, (—n"1,0], és a (—1/n, 0] halmazsorozat monoton csékkend,
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igy, mivel pp((—1,0]) < oo (valoszintiségi mérték esetén ez a feltétel mindig
teljestil) igy a folytonossagi tétel szerint

pr({0}) = (G2, (=0, 0) = lim pup((—n ™", 0))
= lim (F(0) ~ F(~n"")) = F(0) ~ F(0-),

n—oo

ahol F(x—) = limy, F(y) az x-beli baloldali hatarérték. Fontos latni, hogy
ez éppen az F eloszlasfiiggvény ugrasa a 0 pontban. Altalanosan, tetszéleges
x € R esetén pp({z}) = F(xr) — F(z—). Ebbdl azonnal kévetkezik, hogy
ha F folytonos akkor minden egyelemi, és igy minden megszadmlalhatd sok
elemtd halmaz mértéke 0.

Mivel [0,1) = ({0} U (0, 1])\{1}, igy az el6z6ek és a mérték tulajdonsagai
alapjan

pr([0,1)) = (F(0)=F(0-)+F(1)—F(0) = (F(1)-F(1-)) = F(1-)=F(0-).

Megint a folytonosséagi tételt hasznaljuk: (0,00) = U2 (0, n], és az unio
monoton, ezért

p1r((0,00)) = pr (UnZ,(0,n])
= lim (F(n) — F(0)) =1 — F(0).

n—oo

Igy 11r([0,00)) =1 — F(0-).
A szamegyenes mértékét hasonldan szamolhatjuk: R = U2, (—n,n], és
az unié monoton, igy
pr(R) = pp(UnZy (=n, n]) = Tim pp((—n,n))
= lim (F(n) — F(—n))=1-0=1.

n—oo

A racionalis szamok megszamlalhato sokan vannak, ezért

1r(Q) = pr(Ure{r}) = Y ur({r}) = Y (F(r) = F(r-)).

reQ reQ

Végiil R = QU Q*, és az uni6 diszjunkt, igy

pr(Q) =1—pp(Q) =1-> (F(r)— F(r-)).

re@Q

1.14. Legyen



(a) F(z) =1haz >0, 0 kiilonben;
(b) F(x)=k/n,hax € [kk+1),1<k<n,0,haz<1ésl, hax <n.
(c) F(z) =1—e"" haz >0, 0 kiilénben.

Hatéarozzuk meg az [ gdur integral értékét, ahol g tetsz6leges mérhets fligg-
vény!

Megoldas. (a) Az el6z6ek szerint pp({0}) = F(0) — F(0—) = 1, azaz a
mérték egységnyi tomeget tesz a 0 pontba, és mashova nem is tesz tomeget.
Ezért tetszoleges A Borel-halmazra pup(A) = I4,(0) = 1 ha0 € A és 0
kiilénben. Ebbdl vilagos, hogy a g fliggvénynek csak a 0-ban felvett értéke
az érdekes, és az integral definicioja alapjan

/ng: /gduF =g(0) - 1.

Fontos latni, hogy ez a fliggvény egy olyan véletlen valtozo eloszlasfiiggvénye,
mely egy valoszintiséggel 0 értéket vesz fel. Az ilyen valtozokat degenerdlt
véletlen valtozonak nevezziik, hiszen valojaban nem is véletlen.

(b) Ez a fiiggvény is egy tiszta ugrofiiggvény, ami egy olyan valtozo el-
oszlasfiiggvénye, mely az {1,2,...,n} értékeket veheti fel, mindegyiket 1/n

valosziniséggel. Tehat a pp mérték az {1,2,...,n} pontokra koncentralodik,
és pp(A) =n"YHAN{1,2,...,n}|, A € B!, azaz csak az szamit, hogy az A
halmazba hany pont esik az {1,2,...,n} elemek koziil. Innen vilagos, hogy

a g fliggvény {1,2,...,n} pontokban felvett értéke az érdekes, és

/ng=/9duF zig(/f) : %

(c) Ez a fliggvény folytonos (hat persze, 6 az egy paraméterd exponencialis
eloszlas eloszlasfiiggvénye), ezért minden megszamlalhato halmaz pp szerinti
meértéke 0. Azt is latjuk, hogy a (—oo, 0] félegyenes mértéke 0, és igy ennek
barmely részhalmazanak is 0 a mértéke. Legyen most 0 < a < b < co. A
Newton—Leibniz-formulat, és az indukalt mérték definiciojat alkalmazva

b
pr((a,b]) = F(b) — F(a) =e *—e’ = / e Ydy.

Ezt éppen ugy is irhatjuk, hogy

/R L (y)AF(y) = / Ty (y)e"dy.
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Az integrél linearitasat és a Lebesgue Monoton Konvergenciatételt hasznalva
(éppen ugy, ahogy ezt mértékelméletbsl megtanultuk) kapjuk, hogy tetszgsle-
ges g mérhetd fiiggvényre

Jaar = [ gtweray= [ s s

ahol f(y) = e7¥, hay > 0, és 0 kiilonben, azaz f(y) = F'(y). Itt azt kell
megjegyezni, hogy abszolit folytonos esetben dF(y) = f(y)dy.

1.15. Adjuk meg a G(x) fiiggvény altal indukéalt pg Lebesgue—Stieltjes-
mértéknek a A Lebesgue-mértékre vonatkozo Lebesgue-felbontasat, és hata-
rozzuk meg az abszolut folytonos tag Radon—Nikodym-derivéltjat. Szamol-
juk ki az [, g(x)dG(z) Lebesgue-Stieltjes-integralok értéket!

(a) A=R, g(x) =z, G(z)=

{1—e_"“, ha x >0,
, k> 0.

0, ha z <0,

Y o 2 hax € [nyn+ 1),

m!’

_ _ 2 _J ¢
) A=F, g(o) =", Ge) = { { ha o € [n
(C) A:(_2’2)7
-1, ha z < —1, r, haz<-—1,
(z) = r+3, ha —1<z<0, Glz) = 0, ha —1<x<0,
I =1 cosa, ha 0 < x < /2, TN 22 ha0<az <1,
x?, ha 7/2 < z, e’, hal<ux.

1.16. Legyen (92, A, P) tetsz6leges valoszintiségi mezs, és A = {w € Q :
P({w}) > 0}. Mutassuk meg, hogy A megszamlalhato!

1.17. Igazak-e a kovetkezd allitasok?
(a) Ha X véletlen véltozo, akkor X? is.
(b) Ha X? véletlen valtozo, akkor X is.

(c) Ha X? véletlen valtozo, akkor |X| is.

1.18. Az X véletlen valtozorol akkor mondjuk, hogy eloszlasa szimmetrikus
O-ra, ha X és —X eloszldsa megegyezik. Mutassuk meg, hogy X eloszlasa
pontosan akkor szimmetrikus O-ra, ha eloszlasfiiggvényére F(z)+ F(—z—) =
1, z € R fennall!



1.19. Mutassuk meg, hogy tetszéleges F'(x) eloszlasfiiggvény esetén fennall:

lim m/ —dF(z) =0, lim x/ —-dF(z) =0;
s 2

T—00 T——00 oo ?

1 1
lim x/ —-dF(z) =0, lim -dF(z) =0.
x—0+ = z r—0— oo z

Megoldas. Belatjuk az elsg allitast, a tobbi ugyanigy megy. Nyilvan

o [TaPE) = [ L)

Az integrandus (mint z fiiggvénye) minden rogzitett z > 0 esetén konvergal
0-hoz, amint x — oo, hiszen ha x > z, akkor az integrandus 0. Azt kell tehat
megmutatni, hogy az integral és a hataratmenet felcserélhets. Ezt Lebes-
gue Majorans Konvergenciatételével igazoljuk. Ehhez kell egy integralhato
majorans. Vegyiik észre, hogy minden z-re és minden z-re,

T
;IZ>$(’Z) S 1,

ami persze integralhato pp szerint, és ezzel az allitast igazoltuk.

1.20. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges F eloszlasfliggvényre, melyre F'(0) =
0,

/OO F" Y z)dF(z) = 1

0 n

1.21. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges A;, Ao, ..., A, események esetén

P{AinAn---NnA,}>P{A}+P{A}+---+P{A,} —(n—1).

1.22. Bizonyitsuk be, hogy tetszSleges A, B, C' eseményekre
(a) P{AoC} <P{AoB}+P{Bo(C}
(b) ha P{Ao B} =0 akkor P{A} = P{B};
(c) [P{ANB}—-P{ANC} <P{Bo(C}.



Megjegyzés. A o a szimmetrikus differenciat jeldli, azaz Ao B = A\B U B\ A.

1.23. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges A és B eseményre

P{AN B} — P{AYP{B}| < i

1.24. Legyen (92, A, P) valoszintiségi mez6, Ay C A rész-o-algebra és A € A
olyan esemény, melyre minden ¢ > 0 szam esetén létezik A, € Aj, hogy
P(Ao A.) <e. Mutassuk meg, hogy van A € Ay, melyre P(Ao Aj) = 0.
1.25. Legyen Q = {wi,wy, ...} megszamlalhaté halmaz, A = 2% és P(w,) =
Pn > O, ahol Pn 2 Pn+1-

(a) Bizonyitsuk be, hogy R(P) = {z : 3 A € A, P(A) = z} perfekt halmaz.

(b) Bizonyitsuk be, hogy R(P) = [0, 1] pontosan akkor, ha minden n-re
teljesiil a p, < D77 . pr feltétel.

(191)

1.26. Az (2, A, P) valoszintiségi mez6t atommentesnek nevezziik, ha minden
pozitiv valészintiségli A eseményhez van olyan B C A esemény, hogy 0 <
P{B} < P{A}. Bizonyitsuk be, hogy atommentes valosziniiségi mezd esetén
R(P) =0,1]. ([9])

1.27. Bizonyitsuk be, hogy R(P) tetszéleges valoszintiségi mez6 esetén zart
halmaz. ([9])

2. 0—-1 torvények
Farok-o-algebrdk, Borel-Cantelli lemmdk és Kolmogorov 0-1 torvénye

Borel-Cantelli-lemmak. Legyenek Ay, Ao, ... események.

(L) Ha Y >°  P{A,} < oo, akkor az események koziil egy valoszintiséggel,
csak véges sok kovetkezik be, azaz a

)
n=1

{w e N : we A,végtelen sok n-re} = U, N2 Ay = limsup 4,

n—oo

halmaz mértéke 0, azaz P{limsup,,_,.  A4,} = 0.

(II.) Ha az események figgetlenek és >~ P{A,} = oo, akkor az Ay, As, ...
események koziil egy valoszintiséggel (majdnem biztosan) végtelen sok
kovetkezik be, azaz P{limsup,_,.  A,} = 1.
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Farok-c-algebra. Legyenek X, Xy, ... véletlen valtozok az (Q2, A, P)
valoszintiségi mezén. Az Xy, Xo, ... valtozok altal generélt farok-o-algebra a

T — m;’l.o:lo-(XT“ Xn_l'_l, . .)

o-algebra. Az A € T eseményeket farokeseményeknek nevezziik.

A definicibban o-algebrak monoton cstkkend sorozatdnak metszete szere-
pel. Az intuitiv jelentés: a T-beli események bekovetkezését nem befolyasolja
ha a valtozok koziil véges sok megvaltozik. Valoban, hiszen ha A € T ak-
kor tetszéleges m € N esetén A € o(Xpi1, Xmao,-..), azaz A nem fiigg
az X1, Xo, ..., X, valtozoktol. Ez alapjan vilagos, hogy a {lim,, X,létezik},
{307, X,, < oo} alaku események farokesemények, viszont az {inf, X,, < 0},
{X10 > 2} események nem azok. A preciz bizonyitast lasd a feladatok kozott.

Kolmogorov 0-1 torvénye. Legyenek X, X,,... fiiggetlen véletlen
valtozok, és legyen T az altaluk meghatéarozott farok-o-algebra. Ekkor tet-
sz6leges A € T farokesemény valdszintisége 0 vagy 1.

2.1. Az alabbi események koziil melyek elemei az X, X, . .. véletlen valtozok
altal generalt farok-o-algebréanak?

{inIan < c}; {lim X, létezik}; {limsup X, > 0};
ne n—oo

{an < oo}; {an <O}.
n=1 n=1

(Tehat ami eleme, arrél mutassuk meg hogy eleme, ami nem eleme, arrol
mutassuk meg hogy nem.)

Megoldas. Feltehetjiik, hogy ¢ = 0. Az intuici6 alapjan vilagos, hogy
{inf,, X,, < 0} nem farokesemény, hiszen egyetlen valtoz6 megvaltoztatasa is
befolyéasolja az infimum értéket, ezaltal az esemény bekovetkezését. A preciz
bizonyitas ezért itt ellenpélda konstruélasat jelenti. Legyen Q = {wi,ws},
A =2%= {0, {w },{w}, Q}. Legyen Xi(w;) = —1, Xi(wq) =0, és X, = 2,
n > 2. Mivel n > 2 esetén X,, degeneralt, igy o(X,,) = {0, Q} a trivialis o-
algebra, és ezért ugyancsak o(X,,, X,,11,...) = {0, Q}. Innen azonnal latjuk,

hogy
T =n20(X,, Xns1,...) ={0,Q},

azaz a farok-c-algebra is a trivialis. Ugyanakkor

{i%an <0} ={X1 <0} ={Xy =—-1} ={w },
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ami nem farokesemény.
Hasonl6an egyszert konstrukcioval igazolhato, hogy {> - | X, <0} ¢ T.
A masik harom esemény farokesemény, csak az egyik bizonyitasat irjuk
ki részletesen. Mivel az {lim,, ., X, létezik} eseménynél a hatarérték nincs
megadva, ezért létezését a Cauchy-féle bels§ konvergenciakritérium segitsé-
gével tudjuk leirni. Eszerint az x4, s, ..., (determinisztikus!) valos szamso-
rozat pontosan akkor konvergens, ha

(Ve > 0)(IN = N(e))(Vm,n > N) : |z, — z,| < e.

A folytonos e-t kicseréljiik egy megszamlalhato sorozatra (k') és a korabban
latott modon leforditjuk halmazok nyelvére a fenti tulajdonsagot. Eszerint

{lim X, letezik} = M2, UR_; Moy Moty {|Xm — Xa| < k')

Mivel {|X,, — X,,| < k~'} mérhet6, és mérhet6 halmazokon megszamlalhato
halmazelméleti mitiveletet elvégezve mérhetét kapunk, azt lattuk be, hogy
{lim,, X,, létezik} € A. Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy a {lim, X,, létezik}
esemény farokesemény, azt kell megmutatni, hogy minden K esetén

{lim X,, létezik} € o(Xr, Xk11,...).

Ehhez vegyiik észre, hogy a N°_, Ny {|X,, — X,,| < k~'} halmazsorozat
rogzitett k esetén N-ben monoton novs. Hat persze, hisz egyre kevesebb
halmazt metsziink 6ssze. Emiatt

U?\?ﬂ“ﬁ:]\fm?:N{‘Xm_Xn’ < k_l} = U?VO:Kﬂan:Nsz:N{’Xm_Xn’ < kf_l}>

és a jobb oldalon &ll6 minden halmaz méar € o(Xg, Xgi1,...). Ezzel az
allitas belattuk.

2.2. Legyenek Aq, As, ... események. Mi a

limsup A, =N3>, U~ A, és liminfA, =0, N>_ A,

n—o0o n—o0
események jelentése? Milyen tartalmazas all fonn a két halmaz kozott?

Megoldas. Megmutatjuk, hogy

limsup 4,, = {w : w € A,végtelen sok n esetén}.
n

Valéban, ha w € A, végtelen sok n esetén, akkor minden ng természetes

szamhoz van olyan m > ng, hogy w € A,,. Ezért w € Uy_,  minden ng
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esetén, ami éppen azt jelenti, hogy w € limsup, A,. A forditott iranya
tartalmazas ugyanigy igazolhato.
Megmutatjuk, hogy

liminf A, = {w : w € A, véges sok kivételével minden n esetén}.

Valéban, ha van olyan n, hogy w € A,, minden m > n esetén, akkor w €
Nin=n00 A, és igy w € US| Nyeyn Ay A forditott irdny ugyanigy megy.

A fenti atfogalmazasbol vildgos, hogy liminf, A, C limsup,, A,,.

Mindig erre a szemléletes jelentésre gondoljunk, és ne a definiciora!

2.3. Mutassuk meg, hogy

P{liminf A,,} <liminf P{A4,} <limsupP{A,} < P{limsup A4, }.

2.4. Mutassuk meg, hogy

<lim sup An) N (lim sup Bn) D limsup(A4, N By,);

n n n

n n

(lim sup An) U (lim sup Bn) = limsup(A, U B,);
(hmninf An> N (hmninf Bn> = limninf(An N B,);
(hn&l inf An> N (hmninf Bn> C limninf (A, N B,),

tovabba, hogy a két tartalmazas lehet szigortu. (|2] Problem 4.2. p.64)

2.5. Legyenek X, Xo, ... fliggetlen Exp(1) eloszlasu véletlen valtozok. Iga-
zoljuk, hogy

X
lim sup =1 m.b.
nooo lOgn

Megoldas. Elgszor megmutatjuk, hogy lim sup,, ., X,,/logn > 1 m.b. Le-
gyen £ > 0 tetszlleges, rogzitett, és legyen A, = {X,, > (1 — ¢)logn}.
Ekkor az A,, n =1,2,... események fiiggetlenek, hiszen az X,,, n =1,2,...
valtozok fiiggetlenek és

P{A,} =P{X,, > (1 —¢)logn} = e~ (1=e)logn _ , —(1—¢)

Mivel >0 P{A,} = Y27 n~(179 = oo, ezért a masodik Borel-Cantelli-
lemma szerint az A,, események koziil egy valoszintiséggel végtelen sok bekdo-
vetkezik, azaz az X, /logn végtelen sok n-re meghaladja 1 — ¢ értéket, ami
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éppen azt jelenti, hogy limsup,,_, . X, /logn > 1 — &, m.b. Ezzel belattuk,
hogy tetszdleges € > 0 szam esetén limsup,, . X, /logn > 1—¢, m.b., vagy
masképpen, ha

B. = {w : limsup X,,/logn > 1 — ¢},
n—oo

akkor P{B.} = 1. Legyen ¢, | 0 egy 0-hoz tart6 monoton csékkend so-
rozat, és B := M2, B.,. Megszdmlalhato sok 1 mértékd esemény metszete
is 1 mértekd, igy P{B} = 1. Ugyanakkor, B éppen az az esemény, ahol
limsup,, X,,/logn > 1. Ezzel az egyik irany kész.

Azt kell még belatni, hogy lim sup,,,., X,,/logn <1 m.b. Legyen megint
e > 0 tetszoleges, rogzitett, és legyen C),, = {X,, > (1 +¢)logn}. Ekkor

P{Cn} = P{Xn > (1 + 5) log n} — o (1+e)logn _ n_(1+6)7

és igy > .~ P{C,} < co. Az els6 Borel-Cantelli-lemma szerint a C,, esemé-
nyek koziil egy valoszintiséggel csak véges sok kovetkezik be. Vegyiik észre,
hogy itt nincs sziikségink a fiiggetlenségre! Ez pedig éppen azt jelenti, hogy
limsup,,_,, Xn/logn < 1+¢c m.b. Jelolje D, alimsup,,_,,, X,/logn < 1+¢
eseményt! Megmutattuk, hogy P{D.} = 1. Legyen ¢, | 0 egy 0-hoz tarto
monoton csokkend sorozat, és D := M2, D, . Megszamlalhat6 sok 1 mértékd
esemény metszete is 1 mértékd, igy P{D} = 1. Ugyanakkor, D éppen az az
esemény, ahol lim sup,, X,,/logn < 1. Ezzel a méasik irany is kész.

2.6. Legyenek X, Xs,... fliggetlen nemnegativ egész értéki véletlen val-
tozok. Mutassuk meg, hogy az X; + X5 + --- sor akkor és csakis akkor
konvergens m.b., ha

> P{X, >0} <oo.
n=1

2.7. Legyenek X1, Xs, ... fiiggetlen standard normalis véletlen valtozok. Mu-
tassuk meg, hogy

limsup ———— =1 m.b.

n—oo  \ 2 lOg n

Segitség. Mutassuk meg, hogy

(1 _ 1) o) <1-0(x) < %@(w)-

x oz

2.8. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges p € (0, 1) esetén annak a valdszintisége,
hogy Z?* élperkolaciojaban van végtelen komponens, az 0 vagy 1. (Azaz a
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négyzetracs minden élét egymastol fiiggetleniil p valdszintiséggel megtartom,
1 — p valoészintiséggel pedig eldobom.)

2.9. Legyenek X, Xi, X,,... fliggetlen, azonos eloszlasu véletlen valtozok,
melyek kozos eloszlasfiiggvénye P{X <z} =1—1/z, ha x > 1, kiilénben 0.
[gazoljuk, hogy

lim sup =00 m.b.

n—oo nlogn

2.10. Legyenek Xy, Xy, ... fiiggetlen, azonos eloszlast véletlen valtozok [0, 1]-

en. Mutassuk meg, hogy a

2 L%

végtelen sor majdnem biztosan konvergens, ha P{X =1} < 1.

2.11. Legyenek X;, Xs,... fiiggetlen Uniform(0, 1) véletlen valtozok. Mu-
tassuk meg hogy az Xi, Xs, ... sorozat torlodési pontjainak halmaza [0, 1]
m.b.

2.12. Legyenek X, Xs, ... fliggetlen A > 0 paraméterd exponencialis elosz-
last véletlen valtozok. Adjunk meg egy konkrét a,, sorozatot, melyre n — oo
esetén a,, 1 0o és

0, hae>0,

P{X, > (1 + ¢)a, végtelen sok n-re} =
X > (1 €)an vég } {1, ha & < 0.

2.13. Legyen Xy, Xy, ... egy végtelen érmedobéssorozat. Jeldlje ¢, az n-
edik 1épéssel kezd6d6 O-futam hosszat, azaz ¢, = k, ha X,, = X,,,1 = ... =
Xnik—1 = 0, és X,,1x = 1. Mutassuk meg, hogy P{(, > r} =277 r € N.
Tovabbé, ha Y~ >° 27" < oo, akkor

P{¢, > r, végtelen sokszor } = 0.

Kovetkezményként igazoljuk, hogy

Uy
P{lim sup <1} =1

n—oo 10gy M

(|2] Example 4.1 p.53)

2.14. Folytatas. Igazoljuk, hogy 7, € N monoton nové sorozat esetén ha
>, 27™ /r, = oo akkor

P{¢, > r, végtelen sokszor } = 1.
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Kovetkezményként

ln
P{ > 1 végtelen sokszor } = 1,
log, n

és igy a két feladatbol egyiitt

Cn
P{lim sup =1} =1
n—oo 10Zy M

(|2] Example 4.1 p.53)

2.15. Szentpétervari paradoxon. Péter addig dobal egy szabalyos érmét,
mig fej nem lesz. Ha ez a k-adik dobéasra kiévetkezik be elGszor, akkor fizet
Palnak 2% dukatot. Ekkor, ha X jeloli Pal nyereményét, akkor P{X = 2F} =
1/2%. Mennyi E(X)? Legyenek X1, Xo, ... fiiggetlen szentpétervari valtozok.
Ezekre teljesiil a kovetkezd gyenge torvény (Feller, 1945):

i

minden € > 0 esetén. Mutassuk meg, hogy

Sn

nlogn

-1

>€}—>O,

lim sup =00 m.b.,

n—oo nlogn

azaz a megfelels erds torvény nem teljesiilhet.

2.16. Tekintsiink egy végtelen fej—iras sorozatot. Jelolje A,, azt az eseményt,
hogy az n hosszu sorozatban van 1/2log, n egymaés utani fej, B, pedig azt
az eseményt, hogy van 3log, n egymas uténi fej. Igazoljuk, hogy egy valoszi-
niiséggel A,, véges sok n kivételével bekovetkezik, ugyanakkor B, csak véges
sok n-re kovetkezik be! Erdds—Rényi: On a new law of large numbers

3. Vektorvaltozok

Vektorvdltozok, abszolut folytonos és diszkrét eloszldsok, siriségfigguény,
fiiggetlenség, véletlen valtozok transzformdcion

AzX = (X1,...,Xq) : Q — R? fiiggvényt véletlen vektornak nevezziik, ha
mérhetd, azaz minden B € B¢ d-dimenziés Borel-halmaz inverz képe A-beli.
Ez pontosan akkor teljesiil, ha minden komponens véletlen valtozo (miért?).
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A véletlen vektor egyetlen komponensének eloszlasat nevezziik peremelosz-
lasnak. Az X véletlen vektor eloszldsfligguénye, vagy az Xy, ..., Xy valtozok
egyiittes eloszlasfiiggvénye az

F(ry,...,2q) = P{Xy <mq,..., Xy <24}
fliggvény. Egy d-valtozos fiiggvény pontosan akkor eloszlasfiiggvény, ha

(1) minden koordinatajaban jobbrol folytonos és monoton névé (nemesok-

kend);

(2) minden i-re és minden rogzitett z1, ...,z 1, Tiy1, - . ., Tq valos szamok
esetén lim, , o F'(z1,...,2i_1,2,Ti1,...,2q) = 0 teljestl;

(3) lmy, oo, ay—00 F(21, ..., 2q4) = 1;

(4) F megvaltozasa minden téglatesten > 0.

[Az egydimenzios esetben (4) kovetkezik a monotonitasbol, de magasabb
dimenzioban nem (lasd 3.1. Feladat).]

Az F eloszlasfiiggvény altal indukalt upr Lebesgue—Stieltjes-mérték az egy-
dimenzios esethez hasonloan definidlhato |a balrol nyitott jobbrol zart téglak
most is félalgebrat alkotnak; egy ilyen tégla mértéke legyen F' megvaltozasal.

Az X véletlen vektor eloszldsa folytonos, ha eloszlasfliiggvénye abszolut
folytonos, azaz van olyan f : RY — R valés mérhetd fiiggvény, hogy pr(B) =
[ f(z)dz, minden B € B? d-dimenziés Borel-halmazra. Nyilvan f csak
Lebesgue-m.m. egyértelmiien meghatéarozott; ezt nevezziik X sdriségfiiggué-
nyének.

Az X véletlen valtozo diszkrét, ha pp-nek van megszamlalhato tartoja,
azaz vannak Xi,Xa, ... R*-beli pontok, hogy > °7  ur({x,}) = 1.

Az X, Xo, ..., X, véletlen valtozok fiiggetlenek, ha P{X; € By,..., X, €
B,} = P{X; € By} ---P{X,, € B,} teljesiil minden By,..., B, Borel-
halmazra. Ennek sziikséges és elegendé feltétele, hogy az egyiittes elosz-
lasfiiggvény faktorizalhato, azaz F(xq,...,x,) = F(x1)--- F(z,). Konnyen
igazolhatd, hogy folytonos eloszlasok esetén ez az egyiittes striiségfiiggvény
faktorizalhatosagaval ekvivalens.

Ha X folytonos, strtiségfiiggvény-e f és P{X € I} = 1, ahol I véges
vagy végtelen intervallum és h szigortian monoton (noévé vagy csokkend),
folytonosan differencialhato fiiggvény I-n, h'(x) # 0, x € I, akkor az Y =
h(X) valtozo is folytonos és striiségfiiggvénye

S ()
gly) = { We=y e ha v € hlD),
0, ha y & h(I),
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3.1. Eloszlasfiiggvény-e?
(a) H(z,y)=e""";
(b) H(z,y)=e™ """

3.2. Hatarozzuk meg a polinomialis eloszlas peremeloszlasait!

Megjegyzés. Az (X1, Xo,...,X,,) véletlen vektor polinomialis eloszlasi, ha

m
P{Xi=Fk,Xo=ky,.... X, =k,} = <k1 . 1 >plf1p’2€2"'pﬁ"
b AR | n
n
Sk
x(l—ij)m = Jv
=1

ahol kj >0, >0 1 kj <m, p; >0, 30 p; <1, és

m B m!
kl,kg,...,kn - kl!kg!-“k?n!(m— Z?:l kj)! '

3.3. Legyen U(z,y) = F(2)G(y)[1+a(l—F(z))(1-G(y))], ahol F(x), G(x)
eloszlasfliggvények és |o| < 1. Mutassuk meg, hogy U(x,y) eloszlasfiiggvény,
melynek peremeloszlasai F'(z) és G(y)!

3.4. Legyen az (X,Y") véletlen valtozo eloszlasa egyenletes az egységkorben.
Hatarozzuk meg az egylittes eloszlasfiiggvényt és a peremeloszlasok stirtiség-
fliggvényeit!

3.5. Legyen az X és Y véletlen valtozok egylittes striiségfiiggvénye

s(@+ay+y), ha(z,y) € (0,1)?
— 5 ) ) ) I
T, y) = { 0, kiilénben .

Hatarozzuk meg a peremeloszlasokat!

3.6. Mutassuk meg, hogy a kiévetkez§ fiiggvények strtiségfiiggvények!

(a) A X paramétert, p-ed rendt I'-eloszlas (p > 0, A > 0):

APzP=1l Az
f(x):{ e haa >0,

0, kiilonben .

(b) Az (a,b) paraméterti Cauchy—eloszlas (a > 0,b € R):

1 a

e P
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(c¢) Keétdimenzios I'-eloszlas (p,q > 0):

INOING) ’

h(z,y) = 1 Y 7
0, kiilénben .

3.7. A béta—fliggvény (vagy elséfaju Euler—féle integral).

(a) Bizonyitsuk be, hogy B(x,y) = fol N1 —t)ytdt < oo, x>0,y > 0,
¢s B(x,y) = B(y, z).

(b) Bizonyitsuk be, hogy = > 0,y > 1 esetén B(z,y) = zgilB(x, y—1).

—1)
(c) Hay € N, akkor B(x,y) = m

(d) Tetszoleges n € N szamra

c+y)(z+y+1).. (e+y+n—1)
yly+1)...(y+n—1)

B(z,y) = ( B(z,y+n).

(e) Igazoljuk a béta—fiiggvény alabbi végtelen szorzat elGallitasat:

_ n—D)(z+y)(z+y+1)...(x+y+n—1)
nsooz(r+1)... (r4+n—1Dyly+1)...(y+n—1)

3.8. A gamma-fiiggvény (vagy mésodfajiu Euler—féle integral).

(a) Mutassuk meg, hogy I'(z) = [;"t" 'e™"dt < oo, x> 0, ¢s tetszleges
p > 0esetén I(z) = p” [;7 u* e " du.

(b) Mutassuk meg, hogy p*B(z,p+ 1) <T'(z) < (p+ 2+ 1)*B(x,p+1).

(c) Mutassuk meg, hogy

L (n—1)!n"
F($)_nh—golox(:v—i-l)...(:c—i—n—l)'

. . _ I@)'(y)
(d) Bizonyitsuk be, hogy B(x,y) = Tty

3.9. Az alabbi f(-), h(-,-) fiiggvények esetében hatérozzuk meg ¢ allando
értékét, hogy strtiségfiiggvényt kapjunk! Tébbdimenzios esetben adjuk meg
a peremeloszlasokat!
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(a) A (p, q)-rendii B—eloszlas (p,q > 0):

e (1—2)7! hal<az <1,
f(z) = { 0, kiilonben.

(b) Kétdimenzios B-eloszlas (p, ¢, > 0):

ey (1 —2—y) !, hal0<zyész+y<l,
hz,y) = { 0, kiilsnben.

e hal0<z, 0<y<2,
, kiilonben.

@ e ={ §

- efc:r7 ha0<y<ﬂfa
(d) h(z,y) = { 0, kiilénben.

3.10. Jeldlje ¢(n) az Euler-féle figgvényt, azaz ¢(n) az n-nél kisebb n-hez
relativ prim pozitiv egészek szama. Bizonyitsuk be valészintiségszamitasi

uton, hogy
1
gp(n):nl | <1—;).

pln

3.11. Adjunk példat olyan A, B, C' eseményekre, melyek paronként fiigget-
lenek, de nem fiiggetlenek! Adjunk példat A, B, C' és D eseményekre, hogy
barmely harom koziiliik fiiggetlen, de mind a négy nem fiiggetlen!

3.12. Mutassuk meg, hogy események egy {A; : j € J} halmaza pontosan
akkor fiiggetlen, ha a megfelel§ indikatorvéltozok fiiggetlenek.

3.13. Legyenek X, X5, ..., X, fliggetlen véletlen valtozok, és gx(-), k =
1,2,...,n Borel-mérhetd fiiggvények. Bizonyitsuk be, hogy ¢;(X1), g2(Xs),
-+ gn(X,,) véletlen valtozok is fiiggetlenek!

3.14. Lattuk, hogy abszolut folytonos véletlen vektorvaltozé peremeloszlasai
abszolut folytonosak. Igazoljuk, hogy ez nem megfordithato, azaz mutassunk
X, Y abszolit folytonos véletlen valtozokat, melyek egyiittes eloszlasa nem
abszolut folytonos!

3.15. Lassuk be, hogy ha az (X, Y) véletlen vektorvaltozo abszolut folytonos,
akkor P(X =Y) = 0. Az egyiittes strtiségfiiggvénnyel irjuk fel a P(X <Y’)
valoszintiséget!

3.16. Hatéarozzuk meg a P(X =Y') és P(X <Y) valoszintiségeket, ha
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(a) Ha X ~ Exp()\), Y ~ Exp(u) fuggetlen véletlen valtozo;
(b) Ha X,V fiiggetlen geometriai eloszlasu véletlen véaltozok;

(c) Ha X és Y diszkrét fiiggetlen véletlen véaltozok, melyek lehetséges ér-
tékei ugyanazok az xi, s, ... szdmok. Tovabba P(X = xy) = py és

3.17. Legyenek X és Y fiiggetlen Exp(\) véletlen valtozok. Igazoljuk, hogy
| X — Y| is exponencidlis eloszlasi és adjuk meg a paraméterét is!

Megoldas. Meg kell hataroznunk | X —Y'| eloszlasfiiggvényét, azaz az F(z) =
P{|X — Y| < z} valészintségeket. Mivel | X — Y| > 0 ezért feltehetjiik, hogy
z > 0. F(2) helyett 1 —F(z) = P{|X =Y > z} értéket szamoljuk ki. Legyen

S: ={(z,y) : o —y[> 2,220,y >0},

és jelolje f(x,y) az (X,Y) vektor egyiittes stirtiségfiiggvényét. Ekkor
P{X - ¥|>2) =PV € 5.} = [ [ fay)dody.
Sz

A fiiggetlenség miatt f(x,y) = Ae - Xe™ haz > 0ésy > 0, és 0 kiilonben.
Ezért a szimmetria és a Fubini-tétel alapjan

/ f(z,y)dady = // N2e @) qrdy
SZ z
= 2/ {/ /\2eA(”+y)dy} dz
z 0

= 2/ e M [1 - e’)‘(‘”’z)] dz

— ef)\z'

Tehat F(2) = 1—e™** azaz | X —Y| is exponencialis eloszlasti A paraméterrel.

Megjegyzés. Valojaban az S, halmaz (X,Y) vektor altal indukalt kétdimenzids
p(x,y) Lebesgue-Stieltjes-mértékét hataroztuk meg. Ez abszolut folytonos esetben
az f(z,y)dzdy mérték, azaz formalisan y(x yy(dz,dy) = f(z,y)drdy.

3.18. Legyenek X ésY fiiggetlen standard normaélisok. Tekintsiik a polarkoor-
dinata-transzformacioval kapott (R, ©) vektorvaltozot, ahol R = /X2 + Y2
és tg® = X/Y. Hatarozzuk meg (R, O) egylittes eloszlasat! Igazoljuk, hogy
ezek fliggetlenek!
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Megoldas. Meg kell hataroznunk az (R, ©) vektorvaltozo eloszlasfiiggvé-
nyét. Vilagos, hogy R > 0 és © € [0,27). Legyen tehat r > 0 és a € (0, 27).
A standard normalis stirtiségfiiggvény e~ 7/2 /V/2m, és mivel a valtozok fiig-
getlenek, az egyiittes strtiségfiggvény f(x,y) = e */27°/2/(21). Legyen

Sra = {(m,y) c oty <r? f < tana} :
Y
Ez éppen azon (x,y) = (pcos g, psin ) pontok halmaza, melyek polarkoor-
dinatas alakjaban p = /22 +y2 <7 és ¢ < a. Igy

P{R<r©<a}= P{XY)eSm}

2
// —e +y dzdy.

A integralasi tartoméany alakjabol és integrandusbdl is latszik, hogy érdemes
attérni polarkoordinatas alakra; azaz legyen © = pcosp,y = psing. A
transzforméacié Jacobi-méatrixanak determinansa p, igy

1 _z y
// = dxdy—/ / —fracp? 2pdpdyp
50 27
T or (1_8 2)'

Az eloszlasfiiggvény alakjabol latjuk (o = 27 ill. r — oo helyettesitéssel),
hogy a két peremeloszlas

r2 0%

P{R<r}=1-e2, P{O<a}= o
T

és az is vilagos, hogy R és O fiiggetlenek, valamint © egyenletes eloszlasu a
[0, 27] intervallumon.

3.19. Legyenek X és Y fiiggetlen standard normalisok. Hatarozzuk meg az

XY/V X2+ Y? eloszlasat!

3.20. Legyenek X és Y fiiggetlen standard normalisok. Igazoljuk, hogy
X +Y és X —Y fliggetlenek! [Ez a tulajdonsag karakterizalja is a normalist,
de errdl majd késsbb, a karakterisztikus fiiggvényeknél, 6.13. Feladat.|

3.21. Egyenletes eloszlas szerint valasszunk egy pontot az egységgdmbon.
A szélességi és hosszusagi korok megadasaval a véletlen pont leirhato (©, V)
parral, ahol 0 € [0, 7], ©» € (=7, w]. Hatarozzuk meg (©, V) eloszlasat!

3.22. Legyenek X, X, ..., X, fliggetlen véletlen valtozok Fi, Fs, ..., F, el-
oszlasfliggvénnyel.
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(a) Adjuk meg az m,, = min{ Xy, Xo,..., X,,}, M,, = max{ Xy, Xo,..., X,;}
véletlen valtozok eloszlasat!

(b) Tegyiik fel, hogy a kozos eloszlas E(0,1). Adjunk sziikséges és elegends
feltételt az {a,, } sorozatra, hogy P(m,, > a,) — 1ésP(M, < 1—a,) —
1.

3.23. Legyenek X1, Xs, ..., X, fiiggetlen exponenciélis eloszlasu véletlen val-
tozok, i, Ag, ..., A\, paraméterekkel és X = min{ Xy, Xo,..., X, }. Igazoljuk,
hogy X ~ Exp(A + A2 + ...+ \y), és

Ak
M+ A+ .+ A\,

P(X = X;) =

Megoldas. Feltehetjiik, hogy k = 1. Ekkor
{X=X1}={X1 <X, X; < X3,...,. X1 < X,,} ={(X1,..., X)) € 51},

ahol
S1={(z1,29,...,2,) €ER" : 2y = min{zy,z9,...,2,}}.

Mivel a valtozoink fliggetlenek, ezért az egytittes stirtiségfiiggvény

flz, ..o xn) = fx (1) .o fx, (x)

= )\16_>\1$1 Ce /\ne Anzn[;,;1>0( ) . Ixn>0($n),

tehat a keresett valoszintiség

P{X Xl}_/ fxl,,xn)dxldxn

= / / Ae M N e M dpy L da,.
Slﬂ[(),oo)”

Fubini tételével a fenti n-szeres integréal egyszertien szamolhato. Mivel x; a
legkisebb, ezért a tobbi Véltozé rogzitett xy esetén az (r1,00) intervallumon
valtozik, x; pedig a (0, 00)-en. Tehat az el6bbi integral

/ {/ / / Ae NI\ e d gy .dxn} dzy
= / e~ {/ Aoe 2721y / )\ne’\"”"dxn} dz;
0 x1 x1

o0
= / Ao MTteT AT o= ATl
0

T
VI

?
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amint allitottuk.

3.24. Adjunk példat olyan X és Y exponenciilis eloszlasu véletlen valtozok-
ra, melyek

(a) minimuma exponencialis, de nem az el6z6 feladatban megadott para-
méterrel;

(b) minimuma nem exponencialis;

(¢) maximuma exponencialis.

3.25. Mit mondhatunk geometriai eloszlasu véletlen valtozok minimumaroél
és maximumarol?

3.26. Legyenek X3, X, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasi, abszolat folyto-
nos véletlen valtozok. Mennyi a valoszintisége, hogy X; nagyobb az Gsszes
tobbinél?

3.27. Egy megbeszélésre hivatalos n ember. Mindenki 5 éra és 5:10 kozott
érkezik egymaéstol fiiggetleniil, egyenletes eloszlas szerint. Amint valaki meg-
érkezik és csonget, o id6 telik el és a hézigazda beengedi. Ha ekozben masok
is érkeznek, akkor azok egyszerre mennek be a korabban érkezével. Mennyi
a valoszintsége, hogy mindenki egyszerre érkezik?

3.28. Legyen X ~ E(-1,1) eloszlasu véletlen valtozo. Hatarozzuk meg a
kovetkezd véletlen valtozok strtiségtiiggvényeit:

(a) [X];
(b) X%

(c) e¥.

3.29. Legyen X ~ Exp()\) eloszlasu véletlen valtozo. Hatarozzuk meg a
kovetkezd véletlen valtozok stirtségfiiggvényeit:

(a) 2X + 3;
(b) X°;
(c) VX.

3.30. Bizonyitsuk be, hogy ha X ~ E(—n/2,7/2) eloszlast, akkor tgX az
(1,0) paramétert Cauchy—eloszlasu véletlen valtozo.

3.31. Bizonyitsuk be, hogy ha X az (1,0) paramétert Cauchy—eloszlast
véletlen valtozo, akkor
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(b) 2X

X2

> _ Y3
() F550

is Cauchy— eloszlasu.

3.32. Legyenek X és Y fiiggetlen egyenletes eloszlasuak [0,1]-en, és legyen
R = v/ X? +Y?2. Hatéarozzuk meg R eloszlas- és siirtiségfiiggvényét!

3.33. Legyen X = min{U,V'}, Y = max{U,V}, ahol U és V fliggetlenek és
egyenletes eloszlasuak [0,1]-en. Hatérozzuk meg

(a) X

(b)y 1-Y

(c) Y - X
eloszlasat!

3.34. Tegyiik fel, hogy (X,Y) egyenletes eloszlasiu az {(x,y) : 0 < |y| <
x < 1} tartomanyon. Hatarozzuk meg az egyiittes eloszlasfliiggvényt és a
marginalis strtiségeket! Filiggetlenek-e X és Y7

3.35. Legyen az X és Y valtozok egyiittes stirtiségfiiggvénye
fla,y) =6e7 7% (z,y > 0),

0, kiilonben. Hatérozzuk meg az egyiittes és marginalis eloszlasfiiggvényeket!
Fiiggetlenek-e X és Y?

3.36. Legyen X és Y egyiittes stirtisége

_ C(’y2 - x2)e_y7 -y <z < v,y > 07
flw.y) = { 0, kiilonben,

Adjuk meg c értékét és igazoljuk, hogy Y gamma eloszlasu!
3.37. Legyen X és Y egylittes stirtisége f, ahol
(a) flw,y) =ze ") haz,y>0;
(b) f(z,y)
(¢) f(z,y) =2zy +x, ha x,y € (0,1);
(d) f(z,y)

Hatarozzuk meg a marginalisokat! Fiiggetlenek-e a valtozok?

=6zy?, haz,y>0ésa+y<1;

=(z+y)*—(x—y)? hax,yec(0,1).
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4. Véletlen valtozék transzformaltjai

Véletlen vdltozok osszegének, szorzatanak, hdnyadosdanak eloszldsa, konvoli-
cto

Legyenek X és Y fiiggetlen véletlen valtozok F' és GG eloszlasfiiggvénnyel.
A Z = X 4+ Y valtozo eloszlasfiiggvénye

H(z) = P{Z<z}=P{X+Y <z}
— /RF(ac —y)dG(y) = / G(z —y)dF(y).

R

A H eloszlasfiiggvényt az F' és G fiiggvények Lebesgue—Stieltjes-konvolici-
6janak nevezziik. Ha még X és Y folytonosak is f és g strtiségfiiggvénnyel,
akkor Z is folytonos és stirtisége

o0

h@w:[%f@—yM@My=/‘g@—yﬁ@ﬂy

—00

c stz

Hasonloan meghatarozhato fliggetlen véletlen véltozok hanyadosanak el-
oszlasa is. Legyenek X és Y folytonos véletlen valtozok f és g strtiséggel.
Ekkor a Z = X/Y valtozo is folytonos és siirtisége

h@%=[%f@®WM@Mv

4.1. Legyenek X és Y filiggetlenek, melyek 1,2,3 és 4 értéket vesznek fel
rendre 0,1, 0,2, 0,3 és 0,4 valoszintiséggel. Adjuk meg X + Y eloszlasat!

4.2. Legyenek X ésY fliggetlen p-paramétert geometriai eloszlasa valtozok.
Adjuk meg X + Y eloszlasat!

4.3. Legyenek X és Y fiiggetlen Poisson eloszlasu véletlen valtozok X és
paraméterekkel. Hatarozzuk meg Z = X + Y eloszlasat!

Megoldas. Diszkrét esetben egyszertibben is meghatarozhatjuk az eloszlést,
nem kell a konvoliciés formulat hasznalnunk. Vildgos, hogy Z nemnegativ
egész értékeket vehet fel, és a fiiggetlenség és a Poisson eloszlas definicidja
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szerint

P{Z =k} = P{X =0Y =Fk—{, Valamilyen ¢e{0,1,...,k} esetén }

_ZP{X_zy_k 0 = ZP{X—E}P{Y—k }

k k
)‘Z A Mk—é —(A\p 1
_ A A B )+ ARt
a oo Kl ( a
£=0 =0
— o) (A + p)”
N Kl

Tehat Z egy A + p paraméterd Poisson-eloszlasi véletlen valtozo.

4.4. Legyenek XY fiiggetlen, a (0, 1)-en egyenletes eloszlasu véletlen vélto-
z0k. Hatarozzuk meg Z = X + Y eloszlasat!

Megoldas. Mivel az egyenletes eloszlas abszolut folytonos eloszlas, f(x) =
Io.1)(x) strtiségfiiggvénnyel, igy hasznalhatjuk a stirtiségfiiggvényre vonatko-

z6 formulat. Eszerint
1
/f r—y)f(y)dy = / Tioq(x — y)dy.
0

Mivel 0 <z—y<lez—-1<y<uzigy g(x) =0, haz ¢ [0,2], és

! fxldy:x ha0 <z <1
)= | Ioy(z—y)dy=<"9 ’ -
g9(z) /0 o,1(z — y)dy {f;_lldy:2—x, ha 1<

4.5. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggetlen véletlen valtozok Osszegének elosz-
lasat!

(a) X ~ N(u1,0%), Y ~ N(pz, 03) ;
(b) X,Y,Z ~ E(0,1);
(c) X ~ Poisson(A), Y ~ E(0,1).
4.6. Legyenek X, Xs, ..., X, fliggetlen Exp(\) eloszlasu véletlen valtozok.

Bizonyitsuk be, hogy az X = X; + Xy + --- + X, véletlen valtoz6 strtiség-
fiiggvénye

)\n
folz) = " e x> 0.
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Megoldas. Teljes indukciéval bizonyitunk. Az n = 1 esetben igaz az éllitas,
és tegytik fel, hogy valamely n > 1 esetén igaz. A konvolucios formula, és az
indukcios feltevés szerint

frra(z / file —y) fuly)dy

0

n—1)!
)\n+1 -z ¢ n—1
e / o
_ )\nJrlxnei/\x
n)! ’

amint allitottuk.

4.7. Az n-szabadséagi foku y?-eloszlas. Legyenek Z,, 2, ..., Z, fiiggetlen
N(0,1) eloszlast véletlen véltozok. Bizonyitsuk be, hogy az X = Z7 + Z2 +
-+ + Z2 véletlen valtozo. stirtségfiiggvénye
xn/Q—leff

folz) = 22T (n)2) x> 0.

Hatarozzuk meg /X strtiségfiiggvényét (n-szabadsagi foki y-eloszlas) !
4.8. Az n-szabadsagi foku Student-eloszlas. Legyen

B VvnXo
VX2 X+ X2

ahol Xy, X1,..., X, fliggetlen N(0,1) véletlen valtozok. Mutassuk meg, hogy
T strtségfiiggvénye

4.9. Az n és m szabadsagi foku F-eloszlas. Legyenek X ~ x%(n) és Y ~
x%(m) fiiggetlen véletlen valtozo. Hatarozzuk meg mX/(nY") véletlen valtozo
stirtiségfiiggvényét!

4.10. Legyenek XY fiiggetlen, azonos eloszlasi nemnegativ véletlen valto-
70k, F eloszlasfiiggvénnyel. Adjuk meg az (X 4 Y, max{X,Y}) vektorvaltozo
eloszlasat!
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4.11. Legyenek X7, X, ..., X, véletlen valtozok fiiggetlenek és azonos el-
oszlastiak. Tovabba legyen P(X; = k) = 1/3, k € {0,1,2}. Adjuk meg
Y = X1 X,... X, eloszlasat!

4.12. Legyen F' egy nemnegativ véletlen valtozo eloszlasfiiggvénye. Igazol-

juk, hogy = > 0 esetén

F?(z/2) + 2/90 F(z —u)F(du) = F*(z),

x/2
és 0 <z <z <2z esetén

F?(x/2) +2/

z/2

z

F(x — u)F(du) :F(Z)F(m—z)+/i F(x — u)F(du).

(Ez nem tul szorakoztato, de segit begyakorolni a Lebesgue—Stieltjes integ-
rallal valo szamolast.)

Megjegyzés. Ennél a feladnal sziikség van a parcialis integralas formulajara.
Eszerint

b b
/ F(2)dG(z) = FB)G(b) — F(a)Gla) — / G(2)dF ().

Ennek bizonyitasa megtalalhato a [6] jegyzetben. Vegyiik észre, hogy abban az
esetben mikor F, G abszolut folytonosak, akkor a formula a Riemann-féle integ-
ralelméletben ismert parciélis integral formulaja. Azt is megjegyezziik, hogy a
Lebesgue—Stieltjes-féle altalanos esetben egyszertibb megjegyezni a formulat.

4.13. Legyenek X és Y fiiggetlen E(0,1) eloszlasu véletlen véaltozok. Adjuk
meg XY és X/Y véletlen valtozo eloszlasat!

4.14. Konvolucié altalaban. Legyen M a komplex Borel-mértékek tere
R-en, a ||u|| = |p¢|(R) norméval. Tetsz6leges E Borel-mérhetd halmaz esetén
tekintsiik az

Ey={(z,y) :x+y € E} CR?

halmazt. Tetsz6leges A\, u € M mértékek esetén definidljuk a két mérték

c sz

(A (E) = (1 x A)(Ex)
formulaval, ahol a (1 x A) a szorzatmérték.

(a) Mutassuk meg, hogy Ax u € M, és ||\ * u|| < [|A|| |]u]]-

(b) Mutassuk meg, hogy

[rav= [ [ @+ anto) )

ahol v = Ax u, és f € Cy(R) (végtelenben eltiing fliggvény).
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(c) Mutassuk meg, hogy a konvolicié kommutativ, asszociativ és disztri-
butiv az Osszeadasra.

(d) Mutassuk meg, hogy

(1% N)(E) = / W(E — 1) A1),
ahol E —t={z—t:z € E}.

(e) Mutassuk meg, hogy p* A diszkrét, ha p és A is diszkrét, és folytonos,
ha p folytonos. Tovabba px A << m, ha A << m, ahol m a Lebesgue-
mérték (m & M!).

(f) Ha dpu = fdm és d\ = gdm, ahol f,g € L'(R), akkor d(A x u) =
(f xg)dm, ahol (f *g)(z) = [ f(z —t)g(t) dt a szokasos konvolucio.

([101)

Megjegyzés. A valoszintiségszamitasban definialt konvoltcio a fentinek specialis
esete, amikor \ és u Lebesgue—Stieltjes-mértékek. Az (f) pont a stirtiségfiiggvényre
vonatkozd formula altaldnosan.

4.15. Legyenek X7, X5, X3 fiiggetlen Exp(1) eloszlasa véletlen valtozok. Ha-
tarozzuk meg (Xy — X1, X3 — Xy) egyiittes strtségfiiggvényét!

4.16. Legyenek X; és X, fluggetlen (1,0) paraméteri Cauchy-eloszlast vé-
letlen valtozok. Mutassuk meg, hogy
X1+ Xo

Y = ———
1—X1X,
is (1,0) paramétertd Cauchy-eloszlas.

4.17. Igazoljuk, hogy fiiggetlen standard normalisok hanyadosa Cauchy-
eloszlasu!

4.18. Legyenek X,Y fiiggetlen exponencialis eloszlasi véletlen valtozok 1
paraméterrel. Hatarozzuk meg X/(X +Y') eloszlasat!

4.19. Legyenek v és +/ fliggetlen gamma eloszlasa véletlen valtozok (a, c) és
(b, ¢) paraméterekkel. Mutassuk meg, hogy v/(y + 7/) eloszlasa beta(a,b),
és fliggetlen v + +' véaltozotol, aminek eloszlasa gamma(a + b, ¢). Bertoin, de
folklor

4.20. Legyenek Xi, X, ... figgetlen Exp(1) eloszlastu véletlen valtozok, és
jelolje S, = X7 + - - - + X, a részletosszegiiket. Igazoljuk, hogy az

( S5y Sh )
Sn+1 ’ Sn-‘,-l’ S Sn+1
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véletlen vektor eloszlasa tetszéleges rogzitett n esetén megegyezik egy [0,1]-
en egyenletes eloszlasbol vett n elemi rendezett minta eloszlasaval, azaz az
(U}, ..., Uy) vektor eloszlasaval, ahol Uy, ..., U, fiiggetlen Egyenletes(0, 1)
véletlen valtozok, és Uy < Uj < ... < U ezek sorba rendezése.

Segitség. A striiségfiiggvények egyenlGségét igazoljuk. Vilagos, hogy mindkét
vektor az {0 < x1 < ... <z, < 1} térrészbe koncentralt. Vilagos, hogy a rendezett
minta stirtisége ezen a halmazon konstans n!. Vegyiink egy tetszfleges 0 < z1 <
To < ...< xp <1 pontot. A

hi—0,i=1,...,n

n —1
lim (2”Hh1> P{Si/sn—i—l € (l‘l —hi,ib‘i—i-hi),i: 1,...,n}
=1

hatarértéket akarjuk meghatarozni. Hajtsuk végre az xy + --- + x; = u;, @ =
1,...,n,n + 1 integraltranszforméaciot, és vegyiik észre, hogy elég kis h; értékek
esetén a diszjunkt ((x; — hi)unt1, (z; + hi)ups1) intervallumokon integralunk, i =
1,...,n. Igy azt kapjuk, hogy a fonti limesz

n -1 o N

=  lim 2" [ i [1127iwns1le "+ dup 1 = nl.
hZ'*)O,iZI,...,TL 1 0 1
1= 1=

5. VArhato érték

Varhato érték, momentumok, egyenldtlenségek

Legyen (9, A, P) valoszintiségi mezs, X egy véletlen valtozo. Az X vé-
letlen valtoz6 wvdrhato értéke

E(X) = /QXdP.

Jelolje F' az X eloszlasfliggvényét, és up az F altal indukalt Lebesgue—
Stieltjes-mértéket. Teljesiil az in. transzforméacios tétel:

[ P = [ h@ar)= [ (o),

ahol h valos mérhetd fliggvény. Az egyenlGség gy értendd, hogy a két oldal
ugyanakkor 1étezik, és ha léteznek akkor egyenlék. Az X k-adik momentuma
E(X%), ill. k-adik centralis momentuma E((X — E(X))*). Specidlisan a
szorasnégyzet a masodik centralis momentum: D?(X) = E((X — E(X))?).
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A Csebisev-egyenldtienséggel becsiilhetjiik a varhato értéktsl valo eltérést:
P{|X — E(X)| > ¢} < D*(X)/e*. |[Magasabb momentumok létezése esetén
a becslés finomithato (lasd 5.32. Feladat) .|

Mivel a varhato érték egy integral, ezért a szokasos tulajdonsagok teljestil-
nek: linearitéas; konvergenciatételek: Lebesgue monoton, Lebesgue majorans;
Holder-, Minkowski-, Jensen-egyenlStlenség.

Az (Xq,...,X,) : Q — R” véletlen vektorvaltozo varhatoérték-vektora az
(E(X1),...,B(X,)) vektor, kovarianciamétrixa az a (0;;);;—, métrix, melyre

0y =Cov(X;, X;) = E[(X; — E(X;))(X; — E(X}))].

5.1. Egy halastoban N hal van. Kihalaszunk M halat, megjel6ljiik Sket,
és visszaeresztjiikk a toba. Bizonyos id6 elteltével, miutan jol elkeveredtek,
kihaldszunk n-et. Ezek kozott legyen a megjeloltek szama X. A teljes halal-
lomany N meghatarozasara az Mn/(X +1) becslést hasznaljuk. Szamitsuk ki
ennek a varhato értékét és szorasat! Miért nem a logikusabb Mn /X becslést
hasznaljuk?

5.2. Hatarozzuk meg a Poisson, a binomialis, az egyenletes és az exponenci-
alis eloszlas varhato értékét és szorasat!

5.3. Hatarozzuk meg 1/(X + 1) varhato értékét, ha
a) X ~ Binom(n,p);

(a)

(b) X ~ Poisson(\);

(c) X geometriai eloszlasi;
)

(d) X hipergeometriai eloszlasu.

5.4. Adjunk példat olyan X véletlen valtozora, melyre E(|X|*) = oo, tet-
sz6leges a > 0 esetén.

5.5. Legyen (X,Y) egytittes stirtiségfliggvénye

1 7392‘5’7\'21/2
h(z,y) = 320

Fiiggetlenek-e X és Y7 Hatarozzuk meg a varhato érték vektort és a kovari-
anciamatrixot!

5.6. Legyenek X és Y fiiggetlen N(0,1) véletlen valtozo. Hatarozzuk meg
E(|X? — Y?|) értéket!

5.7. Hatarozzuk meg X véletlen valtoz6 k-adik momentumét, £ = 1,2,.. .,
ha
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(a) X ~ N(0,0%);
(b) X ~ Exp(});

(c) X ~x*(n).

5.8. Szamitsuk ki az 6toslotton kihtizott legnagyobb és legkisebb szam vér-
hat6 értékét és szorasat!
5.9. Hatéarozzuk meg a polinomialis és polihipergeometrikus eloszlas varhato

érték vektorat és kovarianciamatrixat!

Megjegyzés. Polihipergeometrikus eloszlas:

P(X) = k1, X2 = ko, e X = k)
_(M\ TN (My (Mo M\ (M =0, M;
- \m ki J\ka )  Nkn)\m—=27" ki)
ahol k; >0, Y " ks <més M; >0,i=1,2,...,n, > My < M,m < M,

5.10. Mutassuk meg, hogy ha X és Y fiiggetlenek akkor korrelalatlanok.
Példaval igazoljuk, hogy a megforditas nem igaz!

5.11. Mutassuk meg, hogy |r(X,Y)| = 1 pontosan akkor teljesiil, ha ¥ =
aX + b, valamilyen a,b € R allandokra.

5.12. Legyen f(x,y) = c(z +vy), 0 < z,y < 1, egy (X,Y) vektorvaltozo
strtségfiiggvénye. Mennyi c értéke, peremeloszlasok, varhato érték vektor,
kovarianciamatrix, Xe varhato értéke.

5.13. Legyen X és Y fliggetlen Poisson eloszlasiu véletlen valtozo A illetve
i paraméterrel. Hatérozzuk meg X + Y és XY varhato értékét és szorasat,
valamint a két valtozo kovariancidjat.

5.14. Legyen az X és Y valtozok egylittes striiségfiiggvénye
fla,y) =6e77% (2,5 > 0),

0, kiilonben. Hatérozzuk meg az egyiittes és marginalis eloszlasfiiggvényeket!
Adjuk meg a kovarianciamatrixot!

5.15. Legyen X és Y egylittes stirtisége f, ahol
(a) f(z,y) =2e ¥ haz,y > 0;
(b) f(z,y) =6xy* haz,y>0ésa+y<1;

(¢) f(z,y) =22y +z, hax,y € (0,1);
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(d) f(z,y) = (x+y)’ - (x—y)* haz,y € (0,1).
Hatarozzuk meg a kovarianciamatrixot!

5.16. Legyen az (X,Y) véletlen vektor stirtisége f(z,y) = 3/2° hax >y >
0, x > 1. Adjuk meg a kovarianciamatrixot!

5.17. Legyenek X és Y fiiggetlen standard normalisok. Hatérozzuk meg az
(X =Y, X +Y) vektor varhatoérték-vektorat és kovarianciamatrixat!

5.18. Legyenek X, X5,..., X, ugyanazon a valosziniiségi mezén definialt
véletlen valtozok. Mutassuk meg, hogy a véletlen valtozok pontosan akkor
fliggetlenek, ha tetszéleges t1, to, ..., t, : R = R korlatos mérhet6 fiiggvények
esetén

E (4 (X)t2(X2) .. . 1a(X0) = E ((X) E (t2(X2)) . . . E (ta(X,0)) -

5.19. Legyen X véletlen valtoz6. Mutassuk meg, hogy
(a) ha E(X) < oo, akkor

lim z[1—F(z)] =0 és lim zF(z)=0;

T—00 Tr—r—00

(b) ha E(X?) < oo, akkor

2
lim > 4F ) -0

Megoldas. Az (a) részt bizonyitjuk, a (b) hasonléan megy. Elgszor integ-
ralalakba irjuk az x[1 — F(z)] kifejezést, majd a hatarbol levalasztjuk z-et.
Ha z > 0, akkor

elt= P = [T aFQ) = [ ol 0)4F )

Vegyiik észre, hogy minden y > 0 esetén xlyy~.(y) — 0, amint x — oo,
hisz ha x > y akkor az integrandus 0. Tehat csak azt kell belatni, hogy az
integralas és a hataratmenet felcserélhets, amit Lebesgue Majorans Konver-
genciatételével bizonyitunk. Vilagos, hogy x>,y (y) < y minden x-re, és y
integralhato dF'(y) szerint, hiszen [, |y|dF(y) = E|X| < co. Ezzel az allitast
belattuk.
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5.20. Legyenek Xy, X, ... fliggetlen, azonos eloszlast nemnegativ véletlen
valtozok, melyre EX < co. Mutassuk meg, hogy

o1
lim —E max X, = 0.
n—oo N 1<k<n

5.21. Legyen X nemnegativ egész értéki véletlen valtozo, és tegyiik fol,
hogy E(X) < oo. Bizonyitsuk be, hogy

E(X) = ip(x > ).

5.22. Legyen X nemnegativ véletlen valtozo F' eloszlasfiiggvénnyel, és tegyiik
fol, hogy EX < oco. Mutassuk meg, hogy

EX = /Ooo[l — F(z)|dz

5.23. Mutassuk meg, hogy nemnegativ X valtozo esetén

EX? = /Ooopxpl[l — F(z)]|dz.

Megoldas. Ez a Fubini-tétel egyszerd alkalmazéasaval igazolhato, hiszen

EXP:/Xde:/
Q

Q/O [{KX(W)}(:U)pxp’lda:dP(w)
—/ prP 1 — F(z)]d.
0

5.24. Legyenek X és Y nemnegativ, nem feltétleniil fiiggetlen véletlen val-
tozok. Mutassuk meg, hogy

EXY = / / P(X > 2,Y > y)dady.
o Jo

5.25. Legyenek X és Y fiiggetlen, nemnegativ egész értékid véletlen valtozo.
Mutassuk meg, hogy
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(a) ha E(X) < oo, akkor

(b) ha E(X) < oo, E(Y) < o0, akkor

E(max(X,Y)) i 1-P{X <i}P{Y <i}].

5.26. Legyen X nemnegativ egész értékd véletlen valtozd. Mutassuk meg,
hogy

Zz‘P{X > i} = %[E(XQ) — E(X)].

5.27. Legyen X (1,0) paraméterti Cauchy-eloszlasu véletlen valtozo. Sza-
mitsuk ki a lim._,oeE(]X|'~¢) hatarértéket!

5.28. Legyen X nemnegativ véletlen valtozo, melyre E(X) és E(X ') létezik.
Mutassuk meg, hogy E(X™!) > E(X)™!
5.29. Forditott Csebisev. Legyen Y > 0. Mutassuk meg, hogy

(EY)?,

> !
P{Y >0} > oo

Altalanosabban: Legyen Y nemnegativ és ¢ € (0,1). Mutassuk meg, hogy

(EY)?

!
EY? "~

P{Y > cEY} > (1 —¢)?

(171)

Segitség. Hasznaljuk a Cauchy—Schwartz egyenl6tlenséget az Y Iy > véltozora.

5.30. Altalanositott Markov-egyenlStlenség. Legyenek Ay, ..., A, tet-
sz6leges események. Bizonyitsuk be, hogy

1 n
P {legalabb k bekovetkezik az Ay, ..., A, események koziil } < z Z P{A;}.

=1
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5.31. Legyen f nemnegativ folytonos fiiggvény, X, Xo, ... fiiggetlen Exp(1)
closzlasu véletlen valtozok, és S, = > | X;. Mutassuk meg, hogy

B f(5) = / " fy)dy.

5.32. Legyen f(x) > 0, x € R szigorian monoton névekeds fiiggvény és
tegytk fel, hogy E(f(|X —m)|)) < oo, ahol m = E(X). Mutassuk meg, hogy

[ X —ml))
fle)

P(X —m| > <) < 2

5.33. Egyenldség a Csebisev-egyenlStlenségben. Legyen X olyan,
hogy P{X = +k} = 1/(2k?), P{X = 0} = 1 — 1/k* Adjuk meg a vér-
hato értéket és a szorast! Igazoljuk, hogy P{|X| > k} = 1/k? azaz a
Csebisev-egyenl6tlenség most egyenlGség.
5.34. A Weierstrass—féle approximécios tétel szerint a polinomok stirtin van-
nak a [0,1] (vagy akdrmilyen mas) intervallumon folytonos fiiggvények te-
rében. A Csebisev—egyenlGtlenség egy szép alkalmazésa erre ad konstruktiv
bizonyitast.

Legyen f € C[0,1]. Az f figgvényhez tartozd m-ed fokt Bernstein—
polinom

- n
B, (x) = k/n (1= x)"F.
0= 10m ()40 )
Igazoljuk, hogy sup,¢p |f(x) — Bp(z)| — 0!
5.35. Legyen f € C'[0,1]. Mutassuk meg, hogy
I£]

If = Bl <elfl +2 =,
ne

ahol | f| = sup, | f(z)|. Igazoljuk, hogy |f — B,| = O(n~'/3).

6. Karakterisztikus fliggvény

Karakterisztikus fiigguény, momentumgenerdlo figguény

Az X véletlen valtozo, vagy a hozzatartozo F' eloszlas karakterisztikus
fligguénye

o) =E(e™) = [

Q

"X dP = / " dF(x).
R
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Egyszert tulajdonsagok: ¢(0) = 1; ¢(t) egyenletesen folytonos az egye-
nesen; |o(t)| < 1. A karakterisztikus fliggvényt azért szeretjiik, mert fiig-
getlen véltozok Osszegének karakterisztikus fliggvénye faktorizalodik, vagyis
kénnyen szamolhato a(z eloszlasfliggvény kiszdmolasa azonban macerés): ha
X és'Y fliggetlenek, akkor

ox+v(t) = B("M) = E(")E(™) = ¢x (t)oy ().

Az alabbi tétel szerint kiilonbo6z§ eloszlasok karakterisztikus fliggvényei
kiilonboz6ek:

Unicitasi tétel. Legyenek F' és G eloszlasfigguények, ¢(t) = [ e dF (x),
Y(t) = [pe"dG(z). Ha ¢(t) = (t) minden t-re, akkor F = G.

Az F, eloszlasfiiggvények sorozata gyengén konvergdal F eloszlasfiiggvény-
hez, jelben F,, = F', ha F,(z) — F(x) minden olyan x pontban, ami folyto-
nossagi pontja F-nek. Akkor mondjuk, hogy X,, eloszldsban konvergdl X -hez,

jelben X, B x , ha a megfelels eloszlasfiiggvényekre F,, = F. A kiévetkezd
tétel hatareloszlasok bizonyitasanal alapvets fontossagu:

Folytonossagi tétel. Legyenek X, Xy, Xo, ... véletlen vidltozok ¢, ¢1, ¢a, . ..
karakterisztikus fligguényekkel. FEkkor X, = X akkor és csakis akkor, ha
On(t) — @(t minden t € R esetén.

6.1. Hatarozzuk meg az alabbi véletlen valtozok karakterisztikus fiiggvényét!
(a) X ~ E(a,b);

(b) X ~ Poisson(\);

(c) X ~ Exp(\);

(d) X ~ Bernoulli(p);

(e) X ~ Binom(n,p).

Megoldas. (a) Az egyenletes eloszlas abszolut folytonos, striiségfiiggvénye
f(z) = (b—a) 'ja,b](a), ezért

4 4 . 1 b
Ec'tX :/e‘mdF(:c) = / e f(z)dr = —— e dx
R R

b—a/,
B 1 eitz b 7 eitb - eita
S b—alit |, (b—a)it’
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(b) A Poisson-eloszlas diszkrét, igy

k=0
(¢) Az exponencialis eloszlas strtsége f(x) = Ae I ,~01(2), igy

itX - ite y \—Ax OO z(it—X) ex(it—/\) > A
Ee'* = e e dr = A e dr =M |- = —.
0 0 t—A|,., A—it

(d) Ha X ~ Bernoulli(p), akkor P{X =1} =p=1—-P{X = 0}, igy
Ee itX _pelt I .

(e) Ha X ~ Binom(n,p), akkor X = Y] + ... +Y,, ahol Y7, Y,,... Y,
fiiggetlen Bernoulli(p) eloszlast véletlen valtozok. Igy a fiiggetlenség és az
el6z6 pont szerint

EeitX Eelt (Yi+...4Yy) H EeltYk _ pelt + 1— p)n

6.2. Hatarozzuk meg annak az X véletlen valtozonak a karakterisztikus
fliggvényét, melyre P(0 < X < z) = 2?5/12, 0 < z < 1; P(X = 0) =
1/4, P(X =1)=1/3.

6.3. Hatarozzuk meg a kovetkezd f(x) striségfiiggvényekhez tartozo karak-
terisztikus fliggvényeket!

_ 1—|SL’|, ha|x|§1,
(a) f(x) _{ 0, kiilonben;

(b) f(z)=2e il 2R, a>0.

6.4. Igazoljuk, hogy a standard normalis karakterisztikus fiiggvénye ¢(t) =
—t2/2
e :

6.5. Karakterisztikus fiiggvények segitségével igazoljuk, hogy (tetszdleges
paraméterek esetén!)

(a) fliggetlen normalisok Gsszege normalis;
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(b) fliggetlen Poissonok sszege Poisson.

Megoldas. (a) Ha Z standard normalis, akkor u+0Z ~ N(u, 0?). Ezért, ha
X ~ N(p,0?), akkor standard normalis karakterisztikus fiiggvénye alapjan

2,2

EeitX _ Eeit(u+o’Z) — eit,uefGT'

Ha X ~ N(u1,02), Y ~ N(us,03), és X ésY fiiggetlenek, akkor a fiiggetlen-
ség miatt
Eait(X+Y) _ FoitX . FailY — @it tie) =5 (03+03)

Y

ami éppen egy N(py + po, 0% + 02) eloszlas karakterisztikus fiiggvénye. Mivel
a karakterisztikus fiiggvény egyértelmtien meghatarozza az eloszlast, innen
kapjuk, hogy az eloszlas N(uy + p2, 07 + 03), amit igazolni kellett. (Ezt a
bizonyitast az tudja igazan értékelni, aki belatta az allitast a konvolucios
formula segitségével.)

(b) A X paraméterti Poisson eloszlas karakterisztikus fiiggvénye e
Ha X ~ Poisson(A), Y ~ Poisson(u) és figgetlenek, akkor

ett—1)

Ect(X+Y) _ ReitX . ReitY — e(Aw)(eitl)’

ami éppen egy A + p paramétert Poisson eloszlas karakterisztikus fliggveé-
nye. Az unicitasi tétel alapjan kapjuk, hogy X + Y Poisson eloszlasa A + u
paraméterrel.

6.6. Legyenek X;, Xs,..., X, fliggetlen Egyenletes(0,1) véletlen valtozok.
Adjuk meg a maximumuk karakterisztikus fiiggvényét!

6.7. Hatarozzuk meg a Cauchy—eloszlas karakterisztikus fliggvényét!

Segitség. Hasznaljuk a reziduum-tételt; vagy inkdbb hatérozzuk meg a dupla
exponencialis karakterisztikus fiiggvényét (ennek a stirtisége f(z) = e~11/2, z € R).

6.8. Igazoljuk, hogy karakterisztikus fiiggvény abszolut értékének négyzete
is karakterisztikus fiiggvény!

6.9. Igazoljuk, hogy X véletlen valtozo karakterisztikus fiiggvénye pontosan
akkor valos, ha X eloszlasa szimmetrikus. (X eloszlasa szimmetrikus, ha

xX2-X)

6.10. Igazoljuk, hogy X véletlen valtozé pontosan akkor récsos eloszlasi,
ha karakterisztikus fliggvényének abszolit értéke valamely 0-t6l kiilonb6z6
helyen 1.
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Megjegyzés. Az X véletlen valtozo eloszlasat racsosnak nevezziik, ha léteznek
a € R és h > 0 szamok, hogy X barmely lehetséges értéke elGall a + kh alakban,
k€ Z.

Megoldas. Legyen p(t) = Ee™. A feltétel szerint |¢(tg)] = 1 valamilyen
to # 0 szamra. Ekkor létezik b € R, hogy o(t) = e’ masképpen

1 — efitobgo(to) — efitobEeit()X — /eito(azb)dF<x>.
R

Atrendezve, és valos részt véve

/ [1 — cos(to(z — b)) dF(x) = 0.

R

Mivel 1 — cos(to(x — b)) > 0 az integral csak akkor lehet 0, ha
1 —cos(to(x — b)) = 0, pp-majdnem mindeniitt.

Az 1 — cos(to(x — b)) figgvény a 2km/tg + b, k € Z, alaku pontokban 0, igy

uF<{Qf—7T+b:keZ}>:1.
0

/ : : 2kr ) : et 4
Ez éppen azt jelenti, hogy X € {T +b: ke Z}, ami az allitas.

6.11. Tegyiik fel, hogy a ¢ karakterisztikus fiiggvényre |p(t)| = |¢(t')| = 1
és t/t' ¢ Q. Igazoljuk, hogy ¢ egy konstans véletlen valtozo karakterisztikus
fliggvénye!

6.12. Mutassuk meg, hogy tetszdleges ¢ karakterisztikus fliggvényre, minden
t € R esetén 1 — Rep(2t) < 4(1 — Rep(t)). ([8])

6.13. Legyenek X és Y fiiggetlen, azonos eloszlasi, véges szérésu véletlen
valtozok, melyekre az X +Y és X —Y véletlen valtozok fliggetlenek. Igazoljuk,
hogy X ¢és Y eloszlasa normalis. ([9])

Segitség. Feltehetd, hogy a varhato érték 0, a szoras pedig 1. Az altaldnos eset
skalazassal megkaphato. Jelolje p(t) a kozos karakterisztikus fiiggvényt. Mivel X
és Y fiiggetlenek

Eeit(X+Y) = (p(t)zv Eeit(X_Y) = go(t)go(—t),
masrészt X +Y és X — Y is fliggetlenek, igy

Bl XX = op)3a(—),
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méasrészt a baloldal = (2t). Igy a

©(2t) = p(t)*p(—t)

fiiggvényegyenlethez jutunk. Logaritmust véve (persze ehhez be kell latni, hogy
©(t) nem lehet 0)
log p(2t) = 3log (t) + log (1),

majd ugyanezt —t-re felirva, és a két egyenletet Gsszeadva

log ¢(2t) — log p(—2t) = 2 (log p(t) — log p(—1)) .

Ezt iteralva, belathatjuk, hogy ¢(t) = ¢(—t), amit a kiindul6 fiiggvényegyenletbe
visszairva

p(2t) = (1),
Felhasznélva, hogy ¢'(0) = 0 és ¢”(0) = —1, némi szamolassal belathato, hogy az
egyenlet egyetlen megoldasa az exp{—t2/2} fiiggvény.

6.14. Legyenek X és Y fiiggetlen, azonos eloszlast, 0 varhato értéki, véges

szorasu véletlen valtozok. Tegyiik fel, hogy X—\;%Y eloszlasa megegyezik X

eloszlasaval. Mutassuk meg, hogy X normaélis eloszlast. ([9])

6.15. Mutassuk meg, hogy a normalis, a Poisson és a Cauchy—eloszlas kor-
latlanul oszthato!

Megjegyzés. Az X véletlen valtozo korldtlanul oszthatd, ha minden n € N termé-
szetes szamra megadhato Yi,..., Y, fiiggetlen, azonos eloszlasiu véletlen valtozok,
hogy
D
X=Y1+--4Y,.

Ezzel nyilvan ekvivalens, hogy tetszéleges n € N esetén X karakterisztikus fiigg-
vénye el6all p(t) = ¢'(t) alakban, ahol ¢,, karakterisztikus fiiggvény.

6.16. Igazoljuk, hogy az az eloszlas, melynek stirtisége f(x) = |z| a (—1,1)-
en, nem korlatlanul oszthato! ([5] 1.8., kiilonben standard)

6.17. Legyenek X7, Xo, ..., X,, nemnegativ fiiggetlen, azonos eloszlasu vélet-
len véaltozok. Legyen S, = X; +---+ X, és X! = max{Xy,..., X, }. Jelolje
¢ az X, véletlen valtozo karakterisztikus fiiggvényét! Adjuk meg S,/X;
karakterisztikus figgvényét! Darling, The role of the maximum term in the
sum of independent random variables, Trans Amer. Math. Soc., 73 (1952),
pp. 95-107.

6.18. Legyen ¢ egy 0 varhato értékd véletlen valtozo karakterisztikus fiigg-
vénye. Tekintsiik az

F:{(a:l,xQ,...):mlzxgzzgz...EO,szgl}
k=1
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halmazt, és ezen a [0, 1] szorzattopologia megszoritasat. Bizonyitsuk be,
hogy az

(Tr)oey — H p(x)

fiiggvény folytonos! Példaval igazoljuk, hogy az EX = 0 feltétel sziikséges!
Breiman, L. (1965). On some limit theorems similar to the arc-sin law.
Teor. Verojatnost. i Primenen. 10 351-360.

6.19. Az X véletlen valtozd momentumgenerdlo fiigguénye az M (t) = EetX

amennyiben ez létezik.

Fejezziik ki a momentumokat a momentumgenerald fliggvény derivaltja-
ival. Szamitsuk ki a Bernoulli; binomialis; Poisson; geometriai; exponencialis;
normalis eloszlas momentumgeneralé fiiggvényét!

)

6.20. Egy kis nagy eltérés tétel. Legyen X véletlen valtozdé momentum-
general6 fiiggvénye M. Mutassuk meg, hogy ¢ > 0 esetén tetszéleges A > 0
szamra
P{X >c} < M(\)e ™
Legyenek most X, X7, ... fliggetlen, azonos eloszlasu véletlen valtozok,
m = EX, és S, = > X; a részletosszeg. Mutassuk meg, hogy = > 0
esetén

1 N
—limsup —log P {S,,/n >m + x} > —sup </\:B — logM()\)> ,

n—oo T A>0

ahol M az X —m momentumgenerald fiiggvénye. (Valojaban egyenléség
teljesiil.)

7. Véletlen valtozok konvergenciaja

Sztochasztikus, majdnem biztos, LP normdban vett és eloszlasbeli konvergen-
cia, ezek viszonya

Legyenek X, Xi, Xy, ... véletlen valtozok egy (2, A, P) valoszintiségi me-
z6n. Az X, sorozat sztochasztikusan konvergens és hatdrértéke az X wvéletlen

valtozo, jelben X, P x , ha minden pozitiv € esetén
lim P{|X, — X|>¢}=0.
n—oo

Az X, sorozat majdnem biztosan, vagy 1 wvaldsziniiséggel konvergdl és
hatdrértéke X, ha az {w : lim, ., X, (w) = X(w)} halmaz mértéke 1, azaz
P{lim, 0 X,, = X} = 1.
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A majdnem biztos konvergencia ergsebb, mint a sztochasztikus, azaz ha

X, — X m.b.; akkor X, Pox. A megforditas nem teljestil.

Az X,, n = 1,2,..., véletlen valtozok sorozata r-edik momentumban
konvergél az X véletlen valtozohoz (X, N X),ha E|X,|" <oco,n=1,2,...,
E|X|" < oo, és

E| X, — X|" = 0.

Az r-edik momentumban vett konvergenciabél kovetkezik a sztochaszti-
kus. A m.b. konvergencia és a momentumkonvergencia viszont nem 0sszeha-
sonlithatoak, azaz egyikbdél sem kovetkezik a masik.

Véletlen valtozok atlagaira vonatkozo konvergenciatételeket nagy szdmok
torvényének nevezzilk. Sztochasztikus konvergencia esetén gyenge, m.b. kon-
vergencia esetén erds torvényrsl beszéliink.

Etemadi tétele (1981). Legyenek X1, Xo, ... pdaronként korreldlatlan vé-
letlen vdltozok, véges vdarhato értékkel. Ekkor

—Zkzl X —E(X) m.b.

7.1. Mutassuk meg, hogy a majdnem biztos konvergencia erGsebb, mint a
sztochasztikus. Példaval igazoljuk, hogy a megforditas nem igaz.

7.2. Mutassuk meg, hogy az Y,, — 0 majdnem biztosan, és a sup,,,, |Yom| LN
0 feltételek ekvivalensek!

7.3. Mutassuk meg, hogy az r-edik, » > 0, momentumban valé konvergencia
erGsebb, mint a sztochasztikus! Példaval igazoljuk, hogy a megforditds nem
igaz!

7.4. Vizsgaljuk meg az r-edik momentumban valé és a majdnem biztos
konvergencia viszonyat!

7.5. Legyenek X1, X, ... fiiggetlen véletlen valtozok az (92, A, P) valoszini-
ségi mezén

1
P{X,=0l=1——-=1-P{X, =1}, neN,
n

eloszlassal. Mutassuk meg, hogy X, LY 0, de X,, # 0 majdnem biztosan!
Hogy kell médositani a véltozokat, hogy a momentumkonvergencia se
teljestiljon?
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Megoldas. Tetszoleges ¢ € (0, 1) esetén P{|X,,| > ¢} = P{X,, = 1} = 1/n,
ami tart 0-hoz, ha n — oo. Tehat X, sztochasztikusan konvergal 0-hoz.

Ugyanakkor, {X,, = 1} események fiiggetlenek, ¢s >~ P{X, = 1} =
> nTt = oo, ezért a masodik Borel-Cantelli-lemma szerint az {X,, =
1} események koziil egy valoszintiséggel végtelen sok bekovetkezik, vagyis
limsup,,_,., X, = 1 m.b., igy a majdnem biztos 0-hoz valé konvergencia nem
teljesiil.

Legyen P{X,, = n} =n"!. Ekkor E|X,,| = EX,, =1 4 0, tehat X,, nem
konvergal els6 momentumban 0-hoz.

7.6. Tegytk fel, hogy az {X,} véletlen valtozok sorozatara E(|X,|) < C.
Mutassuk meg, hogy tetszéleges a,, — 0 esetén a,, X, 0.

Megoldas. A Markov-egyenlStlenség és a feltétel szerint tetszéleges x > 0
esetén P{|X,| > z} < E|X,|/x < C/z. Ezért, ha ¢ > 0 rogzitett, akkor

Caoy,

P{la,X,| > ¢} < — 0,

€
ami éppen a sztochasztikus konvergenciat jelenti.

7.7. Tegyiik fel, hogy az {X,} nemnegativ véletlen valtozok sorozatéra

D(X,)/E(X,) — 0. Mutassuk meg, hogy X,/E(X,) — 1. (]3] 3.2.8)

Megoldas. Ennél a feladatnal a Csebisev-egyenlStlenséget hasznaljuk. Azt
kell igazolni, hogy tetszSleges € > (0 esetén

X
P L |
{‘EX,L ‘ > 5} — 0,
ha n — oo. A Csebisev-egyenl6tlenség szerint P{|X,, — EX,| > z} <
D*(X,)/2?, gy

D*(X,)
e2(EX,)?

Xn
P{' —1‘>5}:P{|Xn—EXn|>5EXn}§ — 0,

EX,
ha n — o0, a feltétel szerint.

7.8. Legyenek az X, véletlen valtozok korlatosak, | X, | < C. Ekkor X, 250
akkor és csak akkor, ha E(]X,|) — 0.

7.9. Legyenek X, X1, Xy, ... fliggetlen, azonos eloszlasi nemnegativ véletlen
valtozok I eloszlastiiggvénnyel, és jelolje M,, = max)<y<,, Xy az els6 n valtozod
maximuméat. Ebben a feladatban kivesézziik, hogy az M, /n valtozo milyen
feltételek mellett milyen értelemben konvergal.
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(L)

Mutassuk meg, hogy ha EX < oo, akkor

. maxi<p<n Xk
hm E———n

n—o0 n

Ll
azaz Mmaxi<g<n Xr/n — 0.

Tudjuk, hogy az L' konvergenciabol kivetkezik a sztochasztikus kon-
vergencia. Ezért az el6z6 pont alapjan
max nX
sk TR P, (P)
n
Ez a feltétel elegendd, de nem sziikséges. Mutassuk meg, hogy (P) pon-
tosan akkor teljesiil, ha lim, ,. z[1 — F(x)] = 0. (Korabbi feladatban
lattuk, hogy a varhato érték végességébdl kovetkezik az x[1—F(x)] — 0
konvergencia, forditva persze nem igaz.)

Ezek szerint ha a kozos eloszlastiiggvény

1
- {1 22

kiilonben,

P , . .
akkor M, /n — 0, de persze L' normaban nem, hiszen nem is létezik a
varhato érték.

A majdnem biztos konvergencia erdsebb a sztochasztikusnal, és nem
Osszehasonlithato az L' konvergenciaval. Mutassuk meg, hogy

Mn m.b.
— — 0,
n

akkor és csakis akkor teljesiil, ha EX < oo.

Segitség. Itt azt az egyszerd de frappans dolgot kell észrevenni, hogy
{M,/n > €} esemény pontosan akkor kovetkezik be végtelen sokszor, ha
{X,/n > €} bekovetkezik végtelen sokszor. Azt kell még hasznélni, hogy

ZP{X>n€}<oo & EX < oo.

(Lasd 5.21. feladatot.) A két Borel-Cantelli-lemméat alkalmazva kapjuk az
ekvivalenciét.
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(D) Mutassuk meg, hogy
M, »p
P Dy
n

valamilyen Y nemdegeneralt véletlen valtozora, pontosan akkor, ha
minden x > 0 esetén lim, o n[l — F(nz)] = ¢/z, ahol ¢ > 0. Ha-
tarozzuk meg Y lehetséges eloszlasfiiggvényeit!

Segitség. Az eloszlasbeli konvergencia definiciojabol és némi analizissel
gyorsan kapjuk, hogy a lim,,_,~, n[1—F (nx)] hatarérték létezik minden x > 0

esetén. Ezek utan a limeszfiiggvényt is meghatarozhatjuk olyan okoskodés-
sal, amivel a Cauchy-féle fliggvényegyenletet megoldottuk.

7.10. Legyenek Xy, X,,... fiiggetlen, azonos eloszlasu véletlen valtozok,
melyre E(X) = 0, E(X?) = 1, és legyen 7, < 0, z, = O(n~1/%%). Iga-

zoljuk, hogy
X4+ X
limP( L+ + ”gxn>:0.

n—oo n

7.11. Legyenek Xi, Xs,... fiiggetlen (0, 1)-en egyenletes eloszlasu véletlen
valtozok, jelolje m,, = min{Xy,..., X, } a minimumukat. Mutassuk meg,

hogy
(2) my, — 0;
(b) P{nm, >z} — ™%

(¢) m, — 0 m.b.

7.12. Legyenek X, Xo, ... fiiggetlen, azonos eloszlasu véletlen valtozok és

o Xn+Xn+1
Tl X+ X

Igazoljuk, hogy valamilyen ¢ valés szamra S, /n — ¢ m.b.! ([5] 4.2.)

7.13. Legyen az X, X, Xy, ... véletlen valtozok eloszlasfiiggvényei rendre

F, F\, F,,.... Mutassuk meg, hogy X, P X esetén F, = F, azaz F,(z) —
F(z), az F minden folytonossagi pontjaban. Ez éppen azt jelenti, hogy a
sztochasztikus konvergenciabol kovetkezik az eloszlasbeli konvergencia.
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Megoldas. Legyen x € Cp, az F eloszlasfiiggvény egy tetsz6leges folytonos-
sagi pontja. Az eloszlasfliiggvény definicidja és a mérték monotonitédsa miatt
0 > 0 esetén minden n természetes szamra
F.(x) =P{X, <z}
=P{X, <z, |X - X,| <0} +P{X, <z, |X - X,| >0}
<P{X <z+4+0} +P{|X, — X| >0}

A jobb oldalon az elsé tag éppen F(z+7), ami tetsz6legesen kozel van F'(x)-
hez, ha ¢ elég kicsi, hiszen x folytonossagi pontja F-nek. A mésik tag viszont
éppen a sztochasztikus konvergencia definicioja miatt tart 0-hoz, tetszéleges
rogzitett ¢ esetén. Legyen tehét € > 0 rogzitett, és 6 = () olyan kicsi, hogy
F(x)—¢/2 < F(zx —0) < F(x+ ) < F(x) + ¢/2. Ilyen van, hisz = € Cp.
Legyen ng = ny(e) olyan nagy, hogy n > ng esetén P{|X,, — X| > 0} < ¢/2.
Ilyen kiiszobindex pedig a sztochasztikus konvergencia miatt létezik. Ekkor
a kiemelt egyenlStlenség szerint, n > ng esetén F,(z) < F(z) +¢. Az also
becslés ugyanigy megy. Azt lattuk be, hogy tetszéleges © € Cp és ¢ > 0
esetén létezik olyan ng = ng(e) index, hogy n > ng esetén |F, (z) — F(x)| < e.
Ez éppen az eloszlasbeli konvergencia definicidja.

7.14. Tegylik fel, hogy X, véletlen valtozok sorozatara X, B¢ , ahol £ az az

elfajult véletlen valtozo, ami 1 valoszintséggel 0. Igazoljuk, hogy ekkor X, 5
0, azaz ebben a specialis esetben az eloszlasbeli konvergenciabol kovetkezik
a sztochasztikus konvergencia.

7.15. Bizonyitsuk be, hogy ha X, PoX és Y, RN Y, akkor H,(z,y) —
H(x,y) a H fliggvény minden (x,y) folytonossagi pontjaban!

7.16. Mutassuk meg, hogy ha X, ésY,, fiiggetlenek, és X, RN X.,Y, RN Y,
akkor X és Y is fiiggetlenek!

7.17. Tegyiik fel, hogy az X, Xs, ... fiiggetlen véletlen valtozok sztochaszti-
kusan konvergalnak egy X véletlen valtozohoz. Igazoljuk, hogy X majdnem
biztosan konstans! (|5] 1.2.)

7.18. Hatarozzuk meg az alabbi hatarértéket!

lim / / / s —HE” drdzy -+ -dx, .
n—00 T+ 2o+ -+ 2y
7.19. Legyen f € C0,1]. Hatarozzuk meg az alabbi hatarértékeket!
lim,, / / / (a;1+x2+-~+a:n> dridzy - - - dxy, |
n
hmn_mo / / / f T1T9 - ) d(L’ldJTg d
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7.20. Hatarozzuk meg a kovetkezd hatarértéket:

00 [nu]—1 S
lim ‘f — u‘ e_ss—ds =limE nu) _ ul | .

7.21. Adjuk meg a kiévetkezd sor aszimptotikajat!

nk

Fe_" log(k + n)

1M

7.22. Tegyiik fel, hogy X, 5 X. Kévetkezik-e ebbdl, hogy S, /n 2y X7
Es ha még azt is feltessziik, hogy | X,,| < 1?7 Mi a helyzet a m.b. konvergencia
esetén? ([5] 2.8.)

7.23. Legyenek X1, X, ... fliggetlen véletlen valtozok, kozos F' eloszlasfiigg-
vénnyel, és tegyiik fel, hogy F(x) < 1 minden z € R esetén. Igazoljuk a
kovetkezst! Ahhoz, hogy megfelels A, allandokkal tetszéleges € > 0 esetén

lim P(jmax{Xy,..., X,,} —4,| <¢e)=1

n—oo

teljesiiljon, sziikséges és elegendd, hogy tetszéleges ¢ > 0 szamra

1-F
lim —(I o)

=0.
z—o0 ] — F(ZL‘)

(13] 3.2.4.)

7.24. Legyenek Xy, Xy, ... és Y], Y5, ... véletlen valtozok, melyekre X, és Y,
fiiggetlenek minden n-re, és X,, + Y, 5 0. Mutassuk meg, hogy van olyan
valos a, szdmsorozat, hogy X, — a, — 0! (|5] 3.8.)

7.25. Igazoljuk a Kolmogorov-egyenlGtlenség kovetkezd, Hajek—Rényi tipusi

altalanositasat: Legyenek Xi, Xs, ... fiiggetlen 0 varhato értékd véletlen val-
tozok, E(X?) = d2, és ¢, pozitiv szamok nemcsokkend sorozata. Igazoljuk,

hogy
1 n m
P{nr<nka<>;lck]5’k| >e} < = (ciZdi + Z cidi) :
== k=1 k=n+1
A Hajek—Rényi-egyenlStlenség segitségével igazoljuk a Kolmogorov-féle
nagyszamtorvényt! Hdjek, Rényi : ...

49



Segitség. Nézegessiik az

Y =) Sic —cip) + S,

valtozot és hasznaljuk a Kolmogorov-egyenlGtlenség bizonyitasanak Gtletét!

7.26. Szluckij—lemma. Igazoljuk, hogy ha a V,, véletlen valtozok soro-
zatara V, BV oes az Uy, v, valés sorozatokra w, — 1, v, — 0, akkor
Up Vi + Upy 2) V.

7.27. Legyenek X, Xo, ... fliggetlen Bernoulli(p) eloszlasu véletlen valtozok.
Karakterisztikus fiiggvények modszerével igazoljuk, hogy

np(1l —p)
ahol Z ~N(0,1), és S, = X1 + -+ X,,.

7.28. Legyenek Xy, Xo, ..., X9, fiiggetlen Egyenletes(0, 1) eloszlasu vélet-
len valtozok. Jeldlje Y,, a rendezett minta kozépsé elemét. Igazoljuk, hogy

p 1
Y, — —.
2

Mutassuk meg, hogy ha > 7, n,;l < 00, akkor

1
Y, — 3 m.b. amint £ — oo.

Segitség. Vegyiik észre, hogy
{Y,, > 1/2+ ¢} = {legalabb n + 1 pont esik az [1/2 + ¢, 1] intervallumba}
= {San+1 > n +1},
ahol Sop41 = Zfﬁfl I;, binomialis eloszlasu (2n + 1,1/2 — €) paraméterekkel.

7.29. Legyenek X, Xs, ... fliggetlen véletlen valtozok, kozos

1-1 z>1,
F(z) = { 0, kiilsnben

eloszlasfiiggvénnyel. Jelolje M,, = max{X;,..., X, } az n fiiggetlen véletlen
valtoz6 maximumaét. Igazoljuk, hogy

M, _J 0 r <0,
Hn(z) =P (_ = x) = H(z) = { e /7 Kkiilénben.

n

30



Tehat M, /n eloszlasban konvergal. Mutassuk meg, hogy pontonként
nem, azaz

M,
limsup — = o0 m.b.
n—oo

7.30. Legyenek X, Xs,... fiiggetlen Exp(1) eloszlasu véletlen véltozok. Je-
16lje M,, = max{Xy,...,X,}. Igazoljuk, hogy

H,(z)=P(M, —logn <z)= H(z)=¢°

—x

7.31. n sofér kozosen hasznél egy autdt ugy, hogy minden nap sorsoléssal
dontik el, hogy ki vezessen aznap. Jelolje u(n) azt a legkisebb természetes
szamot, amely azt jelenti, hogy a sof6rok koziil ennyi nap alatt mindenki
vezette az autot legaldbb egyszer. Hatarozzuk meg
pu(n) —nlogn
n
hatareloszlasat! ([3])

7.32. Legyenek Uy, Us, ... fiiggetlen, a [0, 1]-en egyenletes eloszlasu véletlen
valtozok. Rogzitett 0 > 0 esetén legyen

N = Ns =min{k : Uy < d}.

Hatarozzuk meg NUy hatéareloszlasat, amint § — 0!
Hasonlitsuk Ossze a példat a 7.11. Feladat (b) részévell Miért mas a
hatareloszlas?

Megoldas. Vilagos, hogy Ns geometriai eloszlasi § paraméterrel, azaz
P(N = k) = (1 — §)¥15. Tovabba, Uy egyenletes eloszlast a (0,6) in-
tervallumon, és fliggetlen N-t6l. Legyen x > 0 tetszdleges. Ekkor

P(NUy < z) ZP (Uy < z/k)P( ZP (Uy < x/k)(1 =816,

Mivel P(Uy < :U) =1lhax>d,ésx/d hax <4, igy

[z/9] )
P(NU, <2)=Y (1-6)f 6+ 3 %(1 — §)k1s
k=1 k=[z/8]+1
1—(1-90) £ 8j + 8x/]
1 — §)k/] ‘
:1—(1—5)[@‘/51+< Z 5]+5x/5](1—5)53/5.
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Az Osszeg els6 tagja 1 — e *-hez konvergal, ha 6 — 0. A masodik tagban
a végtelen Osszeg pedig az fooo ﬁe_ydy integralhoz tartozo integralkozelité

Osszeg. Osszegezve,

IimP(NUy) =1 —ex+e”‘"/
0

)
0—0 © dy

r+y
= 1—e_x/ 4 e Ydy.
o Tty

7.33. Rényi tétele. Legyen N, ~ Geom(p) véletlen valtozo, és téle fiig-
getleniil legyenek X, X7, X, ... fliggetlen, azonos eloszlasi véletlen valtozok,
EX = 1. Mutassuk meg, hogy

p(Xi+-+Xy,) N Exp(1).

Bening, Korolev: Generalized Poisson Models and Their Applications in Ins-
urance and Finance, 114.0., Thm 3.6.6, Robbins, The asymptotic distribution
of the sums of random number of random variables

7.34. Legyen N egyenletes eloszlastu az {1,2,...,n} halmazon, azaz P{N =
k}=n"' k=1,2,... n. Tekintsiik az

A
Xo=D o=
pucll +1—7
véletlen tagszamu Osszeget. Igazoljuk az
D
X, — Exp(1)

eloszlasbeli konvergenciat!

7.35. Az F és (G eloszlasfliggvények Lévy—tavolsaga
L(F,G)=inf{h >0 : F(x —h) — h < G(x) < F(x+ h) + h}.

Mutassuk meg, hogy L(-,-) valoban metrika az egydimenzios eloszlasfiiggvé-
nyek terén!

7.36. Mutassuk meg, hogy az alabbiak ekvivalensek:
(a) F,, = F;

(b) F.(x) — F(z), a valos szamok valamely stird részhalmazan;
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(¢) L(F,, F) — 0;
(d) [ f(@)dF,(z) = [ f(x)dF(x), minden korlatos és folytonos f fiigg-

vény esetén.

7.37. Legyen p pozitiv mérték X halmazon. Az {f,} mérhets fiiggvények
sorozata mértékben konvergdl az f fiiggvényhez, f, —— f, ha

pw{z: |fulx) = f(x)| >€}) = 0, amint n — oo.
Tegyiik fel, hogy p(X) < co. Mutassuk meg, hogy
(a) Ha f, — f mm., akkor f,, - f.
(b) Ha f € L2(1) 65 | — [, > 0, akkor f, =5 f.
(c) Ha f, % f, akkor létezik olyan ny részsorozat, hogy f,, — f mm.

Vizsgaljuk az (a) és (b) allitasok megforditasat! Mi a helyzet, ha u(X) = oo?
([101)

7.38. Tegyiik fel, hogy f, és f stirtségfiiggvények és az f,(x) — f(x) kon-
vergencia majdnem mindeniitt teljesiil. Mutassuk meg, hogy ha F,, és F' a
megfelels eloszlasfiiggvények, akkor F,, = F.

7.39. Adjunk példat olyan abszolut folytonos F,, eloszlasfiiggvényekre, hogy
F,, = F, valamely abszolut folytonos F' eloszlasfiiggvényre, de f,(z) — f(x)
egyetlen olyan pontban sem teljesiil, amelyre f(z) > 0.

7.40. Legyen F,, eloszlasfiiggvények egy sorozata, melyekre minden racionalis
A szadmra

/ei)‘m dF,(z) — 1.
R

Kovetkezik-e, hogy F), = &y, ahol dp(z) = I(z > 0) a Dirac-delta? ([5] 1.5)

8. Feltételes varhato érték

o-algebrara vett feltételes varhato érték tulajdonsdgai

Legyen (€2, A, P) egy valoszintiségi mez6, G C A rész-o-algebraja A-nak,
X pedig integralhato véletlen valtozo. Ekkor az X wdltozo G-re vonatkozo
feltételes varhato értéke, jelben E(X|G), az az (majdnem biztosan) egyértel-
miien meghatarozott véletlen valtozo, mely
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e G-mérhetd, azaz minden B € B Borel-halmazra E(X|G) ™' (B) € G;

e minden G € G halmazra

/GXdP:/GE(X|Q)dP.

Az A € A esemény G-re vonatkozo feltételes valdszinisége P{A|G} =
E(14]G), ahol 14 az A esemény indikatora. Feltételes valoszintiség esetén a
maéasodik feltétel a kovetkezs alakba irhat6: minden G € G halmazra

P{ANG} = / P{A|G} dP .

Intuitiv jelentés. Az E(X|G) feltételes varhato értékre ugy gondolunk,
hogy a kisérlet kimenetelérsl van egy részinformécionk. Azt nem tudjuk,
hogy pontosan melyik w kimenetel kdvetkezett be, de azt minden G-beli hal-
mazra el tudjuk donteni, hogy ennek w eleme vagy se. Emellett a plusz in-
forméacio mellett vizsgaljuk X varhato értékét. Ha pl. a valoszintiségi mezs
([0,1], Boaj, A), X (z) = = a véletlen véltozo és G = {0, [0,1/2),[1/2,1],[0,1]},
akkor az E(X|G)(w) értékére ugy gondolunk, hogy azt tudjuk, hogy w kisebb-
e mint 1/2 vagy sem. Tehat E(X|G)(1/4) esetén annyit tudunk, hogy olyan
w kovetkezett be, ami kisebb 1/2-nél. Emellett a plusz feltétel mellett X
varhato értéke, a (0,1/2) vett integralja. Persze az egész csak szemléletes
jelentés, ami néha félrevezets, amint azt néhany példa mutatja.

Legyen Y is véletlen valtozo, ekkor az X wvdltozo Y -ra vonatkozo feltételes
vdarhato értéke E(X|Y) = E(X|o(Y)), ahol o(Y) az Y altal generalt o-
algebra, azaz o(Y) = o(Y"Y(B) : B € B) = Y'(B). Mivel E(X|Y) o(Y)-
meérhetd, ezért van olyan g : R — R valos mérhetd fiiggvény, hogy E(X|Y) =
g(Y). Most mar tudjuk definidlni az X feltételes varhato értékét az Y =y
adott értéke mellett: E(X|Y = y) = ¢g(y). (Ennek a hagyoményos régi
értelemben nincs értelme, hiszen Y = y altalaban 0 valoszintiségl esemény:.)
Innen egyszeriien levezethets a teljes varhato érték tétel:

E(X) = E(EX]Y))=E(9(Y)) = /Rg(y) dF(y) = /RE(X|Y =y)dF(y),

ha Y folytonos, akkor

EMU—AEMW—wﬂww-

Specialis esetben kapjuk a teljes valoszintiség tételét, amit diszkrét esetben
mar ismeriink:

I%%:APMW=MM@%
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és ha Y folytonos
P{A) = [ PLAY =)/ dy.
R

Az E(X]Y = y) szemléletes jelentése: az X varhato értéke feltéve, hogy
Y =uy.

Legyenek X : Q — RF 65 Y : Q — R! (nem feltétlen azonos dimenzios)
véletlen vektorok az (€2, A, P) valoszintiségi mezdn, melyek egyiittes stiriisége
h(x,y). Ekkor az X vektorvdltozo Y -ra vonatkozo feltételes siriségfiigguénye

_ h(xy)
fX|Y(X\Y)— o(y)

ahol g(y) az Y marginalis stirtisége. Az elnevezést a kovetkezd tulajdonsag
indokolja: minden H € B* k-dimenziés Borel-halmazra

PX € HIY}w) = | fav(xIY(@)dx.

8.1. Valamely novényfajta magjaibol all6 mintaban a hibas magok szama A
paraméterd Poisson—eloszlasi véletlen valtozé. Minden mintat 3 technikus
vizsgal meg egymas utan, hogy eltavolitsdk a hibas magokat. Az i-edik tech-
nikus p; < 1 valdszintiséggel veszi észre a hibas magokat; dontései az egyes
magokra nézve fiiggetlenek, és az egyes technikusok is egymastol fiiggetleniil
dontenek. Hatérozzuk meg az el nem tévolitott hibas magok eloszlasat! (|3])

8.2. Egy varosban 200 taxi kozlekedik. Telefonon taxit rendeliink, és ha
van szabad taxi, akkor a kézpont a legkozelebbit hozzank kiildi. Feltessziik,
hogy a taxik egyméastol fliggetleniil, egyenletes eloszlas szerint helyezkednek
el a varosban, és mindegyik egymastol fliggetleniil 2/3 valoszintiséggel foglalt.
Mennyi annak a valoszintisége, hogy a legkozelebbi szabad taxi 1 km-es kor-
zetiinkben legyen (mely nem nyulik ki a varosbol), feltéve, hogy van szabad
taxi? A varos teriilete 28,26km?*. ([3])

8.3. Legyen (2, A,P) = ([0, 1], Bp1j, A), ahol A a Lebesgue-mérték. Tekint-
sik az F = {0,]0,1/2),[1/2,1],[0,1]} o-algebrat! Milyen valtozok lesznek
F-mérhet6k? Hatéarozzuk meg az E(X|F) feltételes varhato értéket!

Megoldas. Legyen X F-mérhets véletlen valtozo. Ekkor tetszéleges a € R
esetén X '({a}) € F. Ezért ha X(w) = a valamely w € [0,1/2) esetén,
akkor X *({a}) = [0,1/2) vagy [0,1] (hiszen csak ez a két F-beli halmaz
olyan, hogy tartalmaz [0,1/2)-beli pontot). Ez pedig azt jelenti, hogy X
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konstans a a [0,1/2) intervallumon. Hasonloan lathato, hogy X konstans
kell legyen az [1/2,1] intervallumon. Tehét az F-mérhetd véletlen valtozok
aljo/2)(w) + blj1 2,1 (w) alaktak, ahol a,b € R.

Az E(X|F) egy F-mérhets véletlen valtozo, igy alj/2)(w) + bl j217(w)

s, 02

/FXdP:/FE(X|f)dP,

minden F' € F halmazra. Ezt nyilvan elég leellendrizni a [0, /1/2) és [1/2,1]
halmazokon. Tehat

L/ X@:/ (alio.y2)(w) + bl joy(w)) dP(w) =
[0,1/2) [0,1/2)

./ X@:/ (alig.j2)(@) + b1 joy () dP(w) =
(1/2,1] (1/2,1]

Y

NS ol

Ez a két egyenlet pedig meghatarozza a és b értékét, azaz

a:2/ XdP, b=2 XdP.
[0,1/2) (1/2,1]

8.4. Milyen o-algebrat general az a valtozo, ami konstans? Altalaban a
diszkrét valtozok milyen tipusit o-algebrat generdlnak?

Megoldas. Ha Y(w) = a valamilyen a valosra, akkor minden B Borel-
halmaz esetén Y1 (B) = ) vagy €, attol fiiggden, hogy a € B vagy a ¢ B.
Tehat o(Y) = {0,Q} a trividlis o-algebra.

Legyen most Y diszkrét véletlen valtozo {yi,ys,...} (véges, vagy meg-
szamlalhatoan végtelen) lehetséges értékekkel, és legyen A; = Y 1({y:}).
Ekkor U;A; = Q, és A; € o(Y), tehat

O(Al,AQ, .. ) C O'(Y)

Masrészt viszont ha B tetszéleges Borel-halmaz, akkor jelolje 71, 7o, . . . azokat
az indexeket, melyekre y;, € B. Igy

YUB) =Y ({0 Yoo - - -H) = WY ({w.}) = Uidy,
azaz 0(Y) C 0 (A1, As, . ..). Ezzel belattuk, hogy
o(Y) =0 (A, As,...).

Azaz diszkrét véletlen wvdltozo dltal generdlt o-algebra mindig az Q0 egy
véges vagy megszamldalhatoan végtelen particioja dltal generdlt o-algebra.
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8.5. Legyen (2, A,P) = ([—1,1},B-1,1),A/2), ahol A\ a Lebesgue-mérték.
Tekintsiik az X(x) = 22 véletlen véltozot. Milyen o-algebrat general X?
Adjuk meg a P(A|X) és E(Y|X) feltételes valoszintiséget és varhato értéket,
ahol A egy esemény, Y pedig integralhato valtozo! Oldjuk meg a feladatot
Xo(z) = |z| és X3(z) = 2° véltozokkal is! (Van kiilonbség?) ([4])

Megoldas. Az z? paros fiiggvény, ami azt jelenti, hogy nem kiilonbozteti
meg az x és —zr pontokat. Innen meg lehet sejteni az eredményt: a o(X) olyan
A halmazokbol all, melyek elallnak B U (—B) alakban, ahol B tetszdleges
[0, 1]-beli Borel-halmaz, —B = {—x : € B}. Formalisan

o(X)={BU(-B) : Be B([0,1])}.
Valoban, egyrészt ha C' tetszéleges Borel-halmaz R-en, akkor

XYC) = x"YCcn[0,1]) = /(€N 1)U (— cno, 1])) ,

és \/(C'N[0,1]) € B([0,1]), hiszen az X (2) = x? fiiggvény mérhets (v A =
{Va :a € A}). Masrészt tetszéleges B € B([0,1]) esetén X 1(B?) = BU
(—B), ezzel az egyenldséget belattuk.

Most meghatarozzuk az erre a o-algebrara vett feltételes varhato értéke-
ket. Definici6 szerint

P(A|X) = E[14|X] = E[l4|o(X)].

A o(X) informaci6 nekem annyit mond, hogy minden x € [—1,1] esetén
el tudom donteni, hogy {z, —x} bekovetkezett-e, vagy se. Ezek alapjén,
ha z olyan, hogy x ¢ A és —x ¢ A, akkor biztos lehetek benne, hogy A
nem kovetkezett be, tehat az ilyen x-ekre P(A|X)(z) = 0. Ha x olyan,
hogy x € A és —x € A is teljesiil, akkor biztos, hogy A bekovetkezett, azaz
P(A|X)(xz) = 1. Végil, hax € Ade —x ¢ A, vagy forditva, akkor azt tudom,
hogy {—=x, z} kimenetel egyike kovetkezett be, ezek koziil az egyik esetben A
bekovetkezett, a masik esetben nem, igy P(A|X)(x) = 1/2. Formalisan

_ IA(.I‘) + I_A(l’)'

P(4[X)(z) .

Konnyt latni, hogy a jobb oldalon szerepld véaltozo o(X) mérhetd, hiszen a
0,1/2, 1 értéket veheti fel, és a megfelels halmazok szimmetrikusak az origora.
Legyen B € o(X). Azt kell megmutatni, hogy

/B]A(a:)dP(x):/ La(@) £ Lal®) jp .

B 2
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A bal oldal = P(AN B), a jobb oldal pedig = (P(AN B)+P(—ANB))/2,
ami a B halmaz szimmetridja miatt = P(A N B).
Az el6z6 esethez hasonloan

Y+Y

B[Y|X] =,

ahol ?(w) = Y(—w). A mérhetSség és a megfeleld integralok egyenldsége
ugyanugy igazolhatd, mint az Y = I4 esetben.

Az X5, X3 véletlen valtozok esetén nincs kiilonbség, hiszen o(X) = o(X3) =
O'(X3).
8.6. Legyenek XY fiiggetlen azonos eloszlasu véletlen valtozok. Milyen o-
algebrat general az X +Y valtoz6? Hatérozzuk meg az E[X|X +Y] feltételes
varhato értéket! (Elgszor sejtsiik meg mi kell legyen az eredmény, aztan
ellendrizziik a két sziitkséges feltételt!)

Megoldas. Ha tudjuk az 6sszeg értékét, akkor természetes azt varni, hogy az
egyik 6sszeadando varhato értéke az 6sszeg fele lesz, hiszen azonos eloszlasiak
és fiiggetlenek a valtozok. Azaz

X+Y

E[X]X +Y] ="

Ez o(X 4 Y)-mérhetd, hiszen fiiggvénye (X + Y)-nak. Azt kell még megmu-
tatni, hogy minden F' € o(X +Y') halmazra

/XdP /X+Y

Feltehetd, hogy F' = {X+Y < z}, hiszen elég generatorrendszeren ellendrizni
az egyenlGséget. Azt kell tehat latni, hogy

/ XdP = / YdP. (F)
{(X+Y<z} {(X+Y<z}

Felhasznélva, hogy X és Y filiggetlenek és azonos eloszlastak, az integrél-
transzformécios tétel szerint

/{XWSZ} XdP = / / = dF(z)dF(y) = /_ Z 2F(z — x)dF (x),

ahol S, = {(z,y) : x +y < z}. Latjuk, hogy (F) jobb oldala ugyanezzel
egyenld, igy készen vagyunk.

8.7. Legyenek X és Y fiiggetlen, azonos eloszlasi véletlen valtozok, kozos
F eloszlasfiiggvénnyel, ami folytonos és pozitiv. Legyen M = max{X,Y}.
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Hatarozzuk meg a P(X < z|M) feltételes eloszlasfiiggvényt! (Intuitiv ered-
mény, majd preciz bizonyités.) ([2], 33.8)

Megoldas. Tudjuk, hogy mi a két valtoz6 maximuma, azaz M = m. Ekkor,
ha x > m, akkor P(X < z|M =m) =1, hiszen X < M =m. Azx <m
esetén vagy X vagy Y a maximum, nyilvan 1/2 — 1/2 valoszintiséggel. Ha
X = M, akkor az {X < z} esemény nem kovetkezett be, ha pedig Y = M,
akkor annyit tudunk, hogy X < m, igy P(X < z|X < m) = F(z)/F(m).
Osszegezve,

1 F(x)

P(X < a|M)(w) = Iz mp (W) + ]{KM}(“’)EW'

Ezt mondja az intuici6. Most belatjuk, hogy valoban ez a feltételes valoszi-
nifség.

Az vilagos, hogy a jobb oldal o(M)-mérhetd, hiszen M-nek fiiggvénye.
Azt kell tehat megmutatni, hogy minden A € o(M) eseményre

PUANEX < o)) = [ (Tusaon(©) + Hucan@)y s ) P

Az egyenlséget elég a o(M) egy generatorrendszerén ellendrizni, tehat elég
az A = {M < m} alaka eseményekre igazolni. Egyrészt

[ Hesuen(@)dP) = POI < mAal
{M<m}

Az m < x esetben a masodik tag = 0, kiilénben a szimmetria és a fiiggetlenség
alapjan

[z [uvm [zuv
{M<m} F(M U\/U)

:2/30 {/_mﬁd (u)} dF (v)

= 2(F(m) — F(z)).

Tehét a jobb oldal

B {P{Mﬁm}:F(m)Q, ha m < z,
| P{M < 2} + F(z)(F(m) — F(z)) = F(m)F(z), ham > z.
A bal oldal pedig

P{M <m} = F(m)? ha m < =z,

P{{MSm}ﬂ{XSZE}} = {P{ng,X Sx}:F(m)F(:p), ha m > x,
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amivel az allitast belattuk.

8.8. Legyenek X, Y fliggetlen, azonos eloszlasi nemnegativ véletlen valtozok,
folytonos F eloszlasfiiggvénnyel, és legyen Z := max{X, Y }. Hatarozzuk meg
a P{X +Y < z|Z} feltételes eloszlast!

Altalanosabban: Legyenek X, ..., X, fiiggetlen, azonos eloszlast nem-
negativ véletlen véltozok folytonos F' eloszlastfiiggvénnyel, és jelolje Z a ma-
ximumukat. Igazoljuk, hogy

P{Xl + .. —'—Xn S le = Z} — (F(Z))*(n—l) (x . Z),

ahol F©)(z) = F(z)/F(c), x € [0, c], azaz a c-nél megvagott valtozo eloszlasa.

8.9. Legyen X G-mérhets, Y pedig G-t6l fiiggetlen véletlen véltozo, és h :
R? — R Borel-mérhetd fiiggvény. Mutassuk meg, hogy

B[h(X,Y)I0) = [ hHX.5)dG()
ahol G az Y eloszlastiiggvénye. Specialisan, ha X és Y fiiggetlenek, akkor

E[h(X,Y)|X = 2] = Eh(z,Y).

Segitség. Eldszor lassuk be az allitast h(z,y) = L4(x) - Ip(y) alaku fiiggvényekre.

8.10. Legyen Z standard normalis véletlen valtozo, ¢ € R valos szam. Haté-
rozzuk meg az E(Z|min{Z,t}) feltételes varhato értéket! (|6])

8.11. Vigyazat intuiciéellenes! Legyen (2, A, P) = ([0, 1], Bj1j, A), ahol
A a Lebesgue-mérték, és legyen G a megszamlalhato vagy ko-megszamlélhato
halmazok o-algebraja, azaz G = {A C [0,1] : A vagy A° megszamlalhato}.
Ekkor mivel {z} € G, minden x-re, ezért ha egy kimenetelrdl el tudom dén-
teni, hogy egy G-beli halmaznak eleme vagy se, akkor tudom a kimenetelt.
Ez azt sugallna, hogy P(A|G) = I4. DE NEM!!, hisz ez nem is G-mérhetd.
Mutassuk meg, hogy P(A|G) = P{A}! (]2])

8.12. Jeldlje g(y) az Y, f(x) az X stirtségfiiggvényét. Bizonyitsuk be, hogy

9(y) = /_OO g(y|z) f(x) da.

o0

(131)
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8.13. Legyen az (X, Y) véletlen vektorvaltozo eloszlasa egyenletes az egység-
korben. Hatarozzuk meg az Y feltételes stirtiségfiiggvényét az X = x feltétel
mellett! Szamitsuk ki az E[Y?|X = z] feltételes varhato értéket. (3] 2.3.5.)

8.14. Legyenek X,Y, Z fiiggetlen exponencidlis eloszlasi véletlen valtozok,
A, i, v paraméterekkel. Hatarozzuk meg a P{X > Y} P{X > Y > Z}
valoszintiségeket.

8.15. Talalomra egymastol fiiggetleniil valasztunk egy pontot a négyzet ke-
riilletén és belsejében. Mi a valdszintisége, hogy a két pont téavolsaga kisebb,
mint a négyzet oldala? ([3|)

8.16. Legyenek XY fliggetlen 1 paraméterti exponencialis eloszlasu véletlen
valtozok. Jelolje S = X + Y az Osszegiiket! Hatarozzuk meg az X-nek az
S-re vonatkozo feltételes eloszlasat! Adjuk meg a feltételes stirtiségfiiggvényt
és ismerjiink ra az eloszlasra! Forditva, hatarozzuk meg S-nek az X-re vo-
natkozo feltételes eloszlasat, strtiségfiiggvényét, és ismeriink ré az eloszlasra.
Szamitsuk ki az E[X*|S = s], E[S*|X = x|, k = 1,2, feltételes varhato
értéket!

8.17. Legyenek X,Y fiiggetlen 1 paraméterti exponencialis eloszlasu vélet-
len valtozok. Jelolje M = max{X,Y} a maximumukat és S = X + Y az
Osszegiiket. Hatarozzuk meg az S-nek az M-re vonatkozo feltételes stirtiség-
fiiggvényét, és az M-nek az S-re vonatkozo feltételes stirtiségét!

Megoldas. Koénnyen meggondolhato, hogy S > M > S/2 > 0. Legyen m, s
olyan, hogy 0 < s/2 < m < s. Vezessiik be a

Tsm={(u,v): 0 <u,v<m, u+v<s}

jelolést. Ekkor a szimmetriat kihasznélva

P{S<s,M <m} = // e e ’dudv

s/2
=2 [/ / —u- ”dvdu+/ / U ”dvdu]
/2

=1—-2e"4+e "+ (2m—s)e "
Ezt derivalva kapjuk, hogy az egyiittes stirtiségfiiggvény

2¢7*, ha0<s/2<m<s,

fsa(s,m) = {07 kiilonben.

61



Innen, vagy akar direkt szamoléssal megkaphatjuk a marginalis stiriiségeket,
melyek

S

fs(s) = / forr(s,m)dm = / 2¢ °dm = se™®, s >0,
—00 s/2

fu(m) = /_OO for(s,m)ds = /2m 2¢°ds = 2 (e_m — e_Qm) .

m

Latjuk, hogy S gamma eloszlast kovet, amit persze mar korabban is tudtunk.
Innen a feltételes stirtiségek definici6 szerint szamolhatok, igy

s,m e ®
gS|M(8\m) — fsfl\ﬂiim) ) - o ham < s < 2m,
fsm(s,m) 2
== ‘= _ h 2 < < s.
gmis(m|s) Fo(s) 5 ha s/2<m<s

Azaz az Osszegre feltételesen a maximum egyenletes eloszlasu az (S/2,5)
intervallumon.
Némi szamolassal meghatarozhatjuk a feltételes varhato értéket is,

o0

E[S|M =m] = / sgsim(s|m)ds =m + 1 —

—0o0

m
em —1°

8.18. Legyenek XY fliggetlen 1 paraméterti exponencialis eloszlasu véletlen
valtozok. Legyen U = X AY, V = X VY. Hatarozzuk meg a maximum
minimumra vett feltételes stirtiségét, és forditva, azaz adjuk meg a gy v (ulv),
gviu(v]u) feltételes stirtiségeket! Ismerjiink ra a kapott eloszlasokra!

8.19. Legyenek X, Y fiiggetlen azonos eloszlasu véletlen véaltozok, f stirtiség-
fiiggvénnyel. Legyen U = X AY, V = X VY. Hatarozzuk meg a maximum
minimumra vett feltételes stirtiségét, és forditva, azaz adjuk meg a gy v (ulv),
gviv(viu) feltételes stirtségeket!

Megoldas. Mivel U < V', igy az fyy(u,v) egyiittes stirtiség 0, ha v < u.
Ha v > u, akkor némi szamoléssal

P{U <u,V <v} = F(u)(2F(v) — F(u)),

ahol F a kozos eloszlasfiiggvény. Igy
2

oudv

fov(u,v) = P{U <u,V <v}=2f(u)f(v), u<w.
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A marginalis strtiséget innen integralassal, vagy direkt szamolassal megha-
tarozhatjuk. Kapjuk, hogy

fu(u) = 2[1 = F(u)]f(u),
fv(v) = 2F(v) f(v).

A feltételes stirtiségek

_ fuv(u,v) f(v)
giw(vhe) = folu)

Jov(u,v)

HORRRAO

Vegyiik észre, hogy a gyjv (+|v) stirtiség egy olyan F' eloszlast valtozo strtisége,
amird] feltessziik, hogy v-nél kisebb, a gy (-|u) pedig egy olyan F' eloszlast
valtozo stirtisége, amirdl feltessziik, hogy u-nal nagyobb. Hat persze, ponto-
san ezt kellett kapjuk.

QU\V(UW =

8.20. Egyenletes eloszlas szerint valasztok egy p értéket a [0, 1] intervallu-
mon, majd gyartok egy olyan érmét, mely p valoszintiséggel ad fejet. Jelolje
X annak a dobésnak a sorszamaéat, mikor el6szor dobok fejet. Adjuk meg
X eloszlasat és varhato értékét. Ugyanez lesz a varhato érték, ha egy olyan
érmét dobalok, mely F(p) valoszintiséggel ad fejet? Szics Gabor feladata

8.21. Legyen X egyenletes eloszlasu a (0, 1) intervallumon, és X = x esetén
legyen Y egyenletes eloszlasu a (0, z) intervallumon. Adjuk meg (X,Y") elosz-
lasat, a peremeloszlasokat, varhatd érték vektort és a kovarianciamatrixot!
Sziics Gabor feladata

8.22. Legyen \ E(0,1) eloszlasu véletlen valtozd. Legyen az X a A = Ay
feltétel mellett Exp(\g) eloszlasu véletlen valtozo. Adjuk meg X eloszlés-
figgveényét! ([3])

8.23. Legyenek Wi, Wy, W3 egyiittesen normalis eloszlastak 0 varhato érték
vektorral és ¥ = (min{i,j})?,_, kovarianciamatrixszal. Hatarozzuk meg a
(W, Wy — Wi, W3 — Ws) vektor strtiségfiiggvényét! Hatéarozzuk meg W,
eloszlasat feltéve, hogy a Wi = w; és W3 = ws adottak! (Azaz adjuk meg a
Gwawy,ws (Y|, 2) feltételes stirtiségfiiggvényt, és ismerjiink ra az eloszlasral)

Megoldas. Elgszor meghatarozzuk Wy, Wo — Wy, W35 — W, egyiittes stirtiség-
fliggvényét. Tekintsiik az



matrixot. Vezessiik be a W = (Wy, Wo, Ws) T jelolést. Latjuk, hogy

Wi
AW == Wg - W1 =Y.
Wy — Wy

Az Y nulla varhato értékid normalis eloszlasti vektor, melynek kovariancia-
matrixa

Cov(Y)=EYY'T = EAWW' AT = A¥AT.

Némi szamolassal kapjuk, hogy ez éppen az egységmatrix. Azaz az Y norma-
lis eloszlast vektor komponensei korrelalatlanok, de a normalitas miatt ekkor
fliggetlenek is. Tehat Y komponensei fiiggetlen standard normalisok. Mivel
W = A7'Y | igy meghatérozhatjuk W stirtségét. Legyen B € B(R3) harom-
dimenzi6és Borel-halmaz. Ekkor a strtiség definicioja, a standard normalis
stirtisége alapjan, és az Au = x transzformaciot végrehajtva (a Jacobi-matrix
determinéansa éppen 1)

P{W e B} =P{Y € AB} = . fr(x)dx

Y B S
B AB (27)3/2e !

1 2 )2 )2
= / —(2ﬂ)3/2 exp {_ul + (ug U1)2 + (uz — ua) } du.
B

Tehéat a W vektor stirtiségfiiggvénye

1 {_U%+(UZ—U1)2+(U3—U2)2}‘

le,W2,W3 (u17 Uz, U3) = W exp 5

Innen meghatarozhatjuk (Wy, W3) egyiittes stirtiségfiiggvényét ugy, hogy az
el6bbi stirtiséget kiintegraljuk us szerint. Igy rovid szémolas utan

1 23 + uf — (el
le,Wg(Ul,U:s) = mexp - .

2

A feltételes siirtisége definici6 szerint, majd egyszertisités utan

Jw o wi (U, ug, ug) 1 ,(uQ,w)Q
g s U2 |U u — ’ ! = ——¢ 2
Wa|W1 WS( 2| 1 3) fWhWB (ul, U3) ﬁ ;

ami éppen egy (u; + uz)/2 varhato értékd, 1/2 szorasnégyzetd normalis si-
riiségfiiggvénye. Tehat azt kaptuk, hogy

1
Wo| (W1, W3) = (u1,u3) ~ N (U1 U ) .

2 2
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8.24. Legyen X € [0, 1]. Adjunk sziikséges és elegendd feltételt arra, hogy
(XX <a) 24X, minden a € 0, 1] esetén,

azaz feltéve, hogy X < a, X ugyanolyan eloszlasd, mint a.X.
Adjunk sziikséges és elegendd feltételt arra, hogy

(X|X >a) 2 (1 — a)X + a, minden a € [0, 1] esetén.

Mutassuk meg, hogy ha X-re teljesiil mindkét feltétel, akkor X egyenletes
eloszlasu [0, 1]-en!
8.25. Legyen X € [0, 1]. Mi a sziikséges és elegendd feltétele az I(X < 1/2)
és min{ X, 1 — X} valtozok fiiggetlenségének?
8.26. A Marsra leszall harom tirhajo egymaéstol fiiggetleniil, egyenletes el-
oszlas szerint. Két drhajo akkor tud egymassal rddidkapcsolatot 1étesiteni,
ha a bolygo kézéppontjaval bezart szogiik kisebb, mint 7/2. Mennyi a valo-
szintisége, hogy barmely két tirhajo tud kommunikéilni egymassal, esetleg a
harmadik kozvetitésével?
8.27. Legyenek X, X1, X, ... fliggetlen, azonos eloszlast nemnegativ vélet-
len valtozok, melyekre EX < oco. Legyen A > 0 rogzitett és N = min{k :
Xy > A}. Tegytik fol, hogy a = P{X > A} > 0.

) Hatarozzuk meg N eloszlasat.

(a

(b) Mutassuk meg, hogy EXy =o' [ 2F(dz).

(c) Mutassuk meg, hogy ha X ~ Exp(\) akkor EX)y = A+ 7L
d

(d) Tgazoljuk, hogy N és Xy fiiggetlenek.
([1])

8.28. Legyenek X és Y négyzetintegralhato véletlen valtozok, hogy E(X|Y) =
Y és E(Y|X) = X. Igazoljuk, hogy X =Y m.b. Lassuk be ugy is a feladatot,
ha a valtozok csak integralhatok! ([5] 1.4.)

8.29. Legyen X korlatos véletlen valtozo az (2, A, P) valoszintiségi mezon,
tovabba F,, C G, C H,, rész-o-algebrai A-nak. Tegyiik fel, hogy

E(X|F) =Y, E(X|H.) —Y.
Igazoljuk, hogy E(X|G,) RN (5] 1.7.)

8.30. Legyen X, Xs,... véletlen valtozok egy sorozata, hogy X, — 0
m.b. és |X,| < 1 minden n-re. Legyenek G, G,, ... rész-o-algebrai A-nak!
Kovetkezik-e ezekbdl, hogy E(X,|G,) — 0 m.b.? ([5] 3.9.)
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9. Centralis hatareloszlas-tétel
Szériasorozatok, aszimptotikus elhanyagolhatosdg, Lindeberg—Feller-tétel

Az (Q, A, P) valoszintiségi mezén tekintsiik véletlen valtozok

Xll PIIRE aXlrl
X21 3o .- 7X2'r2
an ) ann

szériasorozatdt, ahol {r,}°°, pozitiv egészek sorozata (altalaban r, — 00).
Altalaban feltessziik, hogy az egy sorban levs valtozok filiggetlenek, de a
kiilénbo6z6 sorban levd valtozokrol ezt nem tessziik fel. Vezessiik be a

or =D (Xp) =E([Xp —E(X)]?), k=1,...,ry, és 53 =Y ooy
jeloléseket. A szériasorozatokra vonatkozo Lindeberg-feltétel a kovetkezd:
i >

vagy, ami ugyanaz

lim ) / YandP:hmE / 22dGo(r) =0, >0,
n—oo n—oo
k=1

{IYnkl>e} {le=e}

2
<Xnk—E(Xnk)> dP =0, minden ¢ > 0 esetén,
|Xnk_E nk)'ZSSn}

ahol Ynk = [Xnk - E<Xnk)]/$n; Gnk(x) = P{Ynk < [B} = Fnk(snx)a Fnk<x> =
P{X. —E(Xu) <z}, z€R,k=1,...,r,; aszériasorozatokra vonatkozo
Ljapunov-feltétel pedig az, hogy valamely § > 0 szamra

L& N
Jim 255 3 B(1 Xk — X)) = Jim 3Bl =0
n k=1 k=1
A Lindeberg-feltétel gyengébb, mint a Ljapunov-feltétel.

Lindeberg centralis hatareloszlas-tétele szériasorozatokra. Legyen
{ Xty X, 122, egy szériasorozat, ahol B(X?%) < oo, k = 1,...,7,,
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n € N, és tegyiik fel, hogy minden n-re az n-edik sorban levd X1, ..., Xur,
véletlen valtozok fiiggetlenek. Ha a Lindeberg-feltétel teljestil, akkor

T AXw — E(X
limP{zk1 nk ( nk)}gx}:q)(x), r €R,

n—00 Sn

vagy ami ugyanaz Sy = oy Yop BN Z, ahol Z standard normdlis.

Az ebben a fejezetben szerepls feladatok Csorgd Séandor feladatai koziil
valok.
9.1. Legyen {X,1,...,Xnn}22, soronként fiiggetlen szériasorozat, melyre
teljesiil, hogy P{X,x = 1} = ppx = 1 —P{X,,,x, = 0}, £k = 1,2,....n
Tegyiik fol, hogy teljesiil a

0 < liminf min pnk < limsup max p,r < 1
n—oo 1<k< n—ooo 1<k<n

feltetel. A Y7, X,k sorosszegekre mondjuk ki és bizonyitsuk be a centralis
hatareloszlas-tételt.

Megoldas. Mivel EX,; = pu és VarX,x = pux(l — puk), ezért a centralis
hatareloszlas-tétel azt allitja, hogy

ZZ:l Zk 1pnk
\/ZZ:l pnkz - pnk) N<O 1)

Megmutatjuk hogy a Lindeberg-feltétel teljesiil. Ehhez el6szor belatjuk,
hogy s2 = 1_, Puk(1 — puk) — oo. Valoban

= ) > 1—

ank: ~ Puk) 21 WD P ( nax pnk)

A feladat feltétele szerint a becslés jobb oldala végtelenbe tart, hiszen hiszen
nagy n-re a minimum és az 1— maximum is valami pozitiv korlat {olott
marad. Ugyanakkor, ha es,, > 2, akkor

{|Xnk - pnk‘ > 5311} = (Z),

vagyis a Lindeberg feltételben szereplé Gsszeg minden tagja 0, igy ekkor
L.(g) = 0. Mivel s, — o0, ezért tetszdleges ¢ > 0 szamhoz megadhato
olyan ng, hogy n > ng esetén es,, > 2, és ekkor L, () = 0. Azaz a Lindeberg-
feltétel, és igy a CHT is teljesiil.
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9.2. Legyenek Y;,Y5, ... fliggetlen, azonos eloszlasu véletlen véltozok 0 var-
hato értékkel és 1 szoréssal. Tetszéleges £ = 1,2,... szamra tekintsiik az
X = kY, valtozot, ahol a valoés paraméter. Milyen a paraméterekre tel-
jesiil a Lindeberg-feltétel? Az ilyen « értékekre adjunk az S, = > ;_, Xj
Osszeg szorasara zart aszimptotikus formulat. Mi torténik az S,, Osszegekkel
olyan « paraméter esetén, melyre a Lindeberg-feltétel nem teljesiil?

Megoldas. Tetszbleges o € R esetén
EX, = k*EY, =0, VarX, = k**VarY, = k**.

Ezért s2 = >, k**, ami pontosan akkor konvergens, ha a@ < —1/2, és

9 {logn, ha a = —1/2,

Sp ™~ n2o+1
m, ha o > —1/2
Mivel
1 n
L,(e) = — / X2dP,
e kz:; {|Xk|>esn}

ezért latjuk, hogy ha L, (¢) — 0 minden £ > 0 esetén, akkor sziikségképpen
Sp — 00. Vagyis az a < —1/2 esetben a Lindeberg-feltétel nem teljesiil.
Vizsgaljuk tehat az o > —1/2 esetet. Ha a > 0, akkor s, /k* > s,/n%, k =
1,2,...,n, ha pedig o < 0, akkor s,/k* > s,, k = 1,2,...,n. Nemnegativ
fliggvényt integralva az integrédlasi tartoméany novelésével az integral is nd,
igy

L,(e) = = / E**Y2dP
s ; {|Ya|>esn/k}

n

= =\ g2 / V24P
s 2 {1V [>esn/ka}

n k=1

{é ZZ:I - f{‘Y|>55n/”a} Y2dP = f{|Y|>ssn/n“} YQdP’ ha a > 0,
é ZZ:l kQa f{‘Y|>€3n} YQdP = f{|Y|>€sn} Y2dP7 ha a < 0

Mivel EY? < oo, és s,/n® — oo, ha a > 0, és s, — oo, ha a € (—1/2,0),
igy a Lebesgue majorans konvergenciatétel szerint mindkét esetben teljesiil
az L,(¢) — 0 Lindeberg-feltétel, igy a CHT is.

Visszatérve az o < —1/2 esetre, ekkor » >° VarX, < oo, igy Kolmo-
gorov egy sor tétele szerint » X, < co m.b. Persze ebben az esetben is
lehet normaélis az 6sszeg (ha minden tag normaélis), de altalaban nem lesz az.
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9.3. Legyen {X,1,..., Xp,}522, soronként fiiggetlen szériasorozat, melyre
teljestil, hogy P{X,x = a,} = P{Xux = —a,} = p,/2 és P{X,, = 0} =
1 —pp, k=1,2,...,n, valamilyen a,, > 0 és p,, € (0, 1) esetén.

(a) Mi a Ljapunov-feltétel teljesiilésének sziikséges és elegendd feltétele?
(b) Mi a Lindeberg-feltétel teljestilésének sziikséges és elegends feltétele?

(c) Mi a centralis hatareloszlas-tétel sziikséges és elegendd feltétele? Mond-
juk ki a tételt, ha igaz.

(d) Tegytik f6l, hogy np, — A, valamilyen A > 0 szamra. Adjunk meg
olyan b, > 0 sorozatot, hogy a

EL Xkn
by,

hatareloszlasa 1étezik, nem-elfajult, és azonositsuk az eloszlast!

9.4. Legyenek X, Xs, ... fiiggetlen véletlen valtozok, melyekre

1 1
P{X, = -k = — =P{X, =k¥/*}, 6sP{X}, =0} =1 — —,
{ Xk } Wi { X } {X) =0} Wi

k=1,2,.... Teljesiil-e a centrélis hatareloszlas-tétel az S,, = X; + ...+ X,
Osszegekre?

9.5. Legyenek X, Xs, ... fliggetlen véletlen valtozok, melyekre

1 1

— =P{X, =k}, ssP{X;, =0} =1— —

2k { k }7 €3 { k } 2k7
k=1,2,.... Teljesiil-e a centrélis hatareloszlas-tétel az S, = X; + ...+ X,

Osszegekre?

P{X, = -k} =

9.6. Legyenek X, Xy, ... fiiggetlen Poisson(\) eloszlasu véletlen valtozok,
A > 0. Igaz-e a centrélis hatareloszlas-tétel a

X7 Xy Xj
VITV2IV3
sorozat részletOsszegeire?

9.7. Legyenek X1, Xy, ... fliggetlen Poisson eloszlast véletlen valtozok, Ai, Ao,
... paraméterrel.

(a) Mit allithatunk az S,, = X; + ... + X, Osszeg eloszlasarol?
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(b) Mi mondhato az S,, hatéareloszlasarol, ha > > | A, < 00?

(c) Teljesiil-e a centralis hatareloszlas-tétel a A\, = X > 0 esetben?
9.8. Legyenek X;, Xy, ... fiiggetlen Exp()) eloszlast véletlen valtozok, A > 0.
[gaz-e a centralis hatéreloszlas-tétel a
X1 Xo X3

sorozat részletOsszegeire?

9.9. Legyen {X,1,..., X, 2}, soronként fliggetlen szériasorozat, melyre
teljesiil, hogy P{ X, = —1} = P{X,.x = 1} = pn/2 és P{X,, = 0} =
1 —pn, k =1,2,...,n% valamilyen p, € (0,1) sorozatra, melyre p, — 0.

Mi a sziikséges és elegend§ feltétele annak, hogy az S, = X1, + ... + X, 2
osszegekre teljesiiljon a centralis hatareloszlas-tétel?

9.10. Legyen a € R, és tekintsiik véletlen valtozok {X, 1, X2, ..., Xnntnen
szériasorozatat, ahol az m-edik sor valtozoi fliggetlenek és egyenletes elosz-
lastak a [—\/gna, \/§n°‘] intervallumon. Az « paraméter milyen értékeire
teljestil a CHT az S, = X,,1 + ... + X,,,, részletosszegekre? Ekkor mondjuk
ki a tételt!

9.11. Legyen « valés konstans és tekintsiik fiiggetlen véletlen valtozok
X1, X,, ... sorozatat, ahol X}, egyenletes eloszlast a [—v/3k*,v/3k®] inter-
vallumon, k£ =1,2,....

(a) Hatarozzuk meg azon « értékeket, melyekre teljesiil a CHT az S,, =
Xi + ...+ X, részletosszegekre!

(b) Mit mondhatunk S,, aszimptotikus viselkedésérsl olyan « esetén, ami-
kor nem teljesiil a CHT?

9.12. Legyenek X7, Xo, ... fliggetlen véletlen valtozok, melyekre

1 N . 1
Sz = P{X, =k}, é P{X;=0}=1- T2
ahol a > 0. Adjuk meg « azon értékeit, melyekre teljesiill a CHT az X, Xo, . ..
sorozat részletosszegeire! Mondjuk ki a tételt amikor igaz!

P{X, = —k%} =

9.13. Legyenek X5, X3, ... fiiggetlen véletlen véaltozok, melyekre
1 1

—— _ —P{X,=5}, & P{X,=0}=1-
2n(logn)« {Xn =5} & P{X, =0} n

P{X = =5} = nlog )’

ahol o > 0.
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(a) Az o paraméter milyen értékeire lesz a Y >, X, sor majdnem biztosan
konvergens?

(b) Az « paraméter milyen értékeire teljesiil a CHT az Xo + ... + X,
részletosszegekre? Mondjuk ki a tételt, ha igaz!

9.14. Tekintsiik véletlen valtozok {X,, 1, Xpno, ..., Xnn}oo, szériasorozatat,
ahol az n-edik sor valtozoi fiiggetlenek és folytonos eloszlastak a kézos

4
fu(z) = {%’ ha |z| > ¢,
(x) =

0,  halz| <e¢,,

strtiségfiiggvénnyel. Milyen {c¢, }5°, pozitiv sorozatok esetén teljesiil a CHT
a sorosszegekre? Ekkor mondjuk is ki a tételt!

9.15. Legyenek X, X,,... fiigggetlen, azonos eloszlasu véletlen valtozok,
melyeknek véges szordsa o > 0 és varhato értékiik . Legyen X, = % Yoy Xk
és legyen h a p egy kornyezetében értelmezett fiiggvény, mely differencialhato
p-ben, és h'(1) # 0. Mutassuk meg, hogy

WX, — h(p)
V)

aszimptotikusan standard normaélis eloszlasu!

10. Martingalok diszkrét idében

Definicio, opciondlis megdlldsi tétel, martingdl konvergencia tétel

Az (Q, A, P) valoszintiségi mezén {F,}, filtricio ha o-algebrdk monoton
b6viils rendszere, Fo C Fy C ... C F,, C Fpp1 C ... CA), és {X,}, véletlen
valtozok sorozata.

A filtraciora tgy gondolunk, mint informaciora, ahogy idében halad elére
a folyamat. Az m-edik idépontban rendelkezésiinkre &ll6 informacié az F,
o-algebra. Innen természetes, hogy monoton né a o-algebrék sorozata.

Az {X,}, sorozat adaptdlt az {F,} filtraciohoz, ha minden n esetén X,
meérhetd F,, szerint. Az {X,,, F,} sorozat martingdl, ha

(i) {X,} adaptalt az {F,} filtraciohoz;
(ii) E|X,| < co minden n esetén;

(iii) E[X,1]F] = Xn m.b.
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A martingalokra, mint igazsagos jatékra gondolhatunk. Ha az n-edik
idépontban X, forintunk van, akkor az (n + 1)-edik id6pontban varhatdan
ugyanennyi lesz.

Az {X,,, F,} sorozat szubmartingdl (szupermartingdl), ha (i), (ii) teljesiil,
és E[ X, 1| Fn) > X, (E[X,41|F] > X,) m.b. minden n esetén.

Doob-felbontas.  Legyen {X,,F,} szubmartingdl, Fo = {0,Q2}. Ekkor
létezik { M, Z,} sorozat, melyre {M,, F,} martingdl, Z; =0, Z; < Zy < ...
m.b., és Z, elorejelezhetd. Tovdbbd, ez az elddllitds egyértelmi.

A 7 : Q — N nemnegativ egész értéki (kiterjesztett) véletlen véltozo
megdlldsi idd az {F,} filtraciora nézve, ha minden n esetén {7 < n} € F,.

A definicié azt fejezi ki, hogy ha az n-edik id6pontban megéllok, azaz
7 = n, akkor ezt a dontésemet az n-edik idépontig felhalmozott informacio
alapjan hozom meg. Ha a kovetkezd tétel martingalokra mondjuk ki, akkor
az egyenlGtlenség helyett egyenlGség van. Ez azt fejezi ki, hogy ha adott
egy igazsagos szerencsejaték, ahol tehat a varhaté nyereményem 0, akkor
akarmilyen tigyes megallasi stratégia (azaz megallasi id§) hasznalataval sem
tudok jol kijonni a jatékbol.

Opcionalis megallasi tétel (Doob).  Legyen {X,,F,} szubmartingdl,
o, T megdlldsi idék, o < T m.b. Tegyiik fel, hogy E|X,| < oo, E|X,| < 00 és
liminf,,_, f{7>n} | X,,|dP = 0. Ekkor E[X,|F,] > X, m.b.

Wald-azonossag. Legyenek X, X, Xo, ... fiiggetlen azonos eloszldsu vélet-

len vdltozok, melyekre EX = pu < oo, tovabbd legyen T az {F, = o(X1,..., X,) 22,
filtraciora nézve megdlldsi ido, melyre E(1) < co. Legyen S, = X1+ -+ X,,

n € N. Ekkor E(S;) = pE(T).

Az alabbi allitas a Kolmogorov-féle maximal egyenlGtlenség messzemend
altalanositésa.

Doob maximal egyenl&tlensége. Legyen { Xy, Fr} szubmartingdl és
legyen M,, = maxj<p<n, Xi. Ekkor tetszdleges k > 0 esetén

wP{M, > 1} < / X,dP < BX,

{Mn2>z}

ahol a* = max{a,0} az a € R szdm pozitiv részét jeloli.

10.1. Legyenek X, X, Xs, ... fliggetlen, azonos eloszlast véletlen valtozok,
EX = 0. Mutassuk meg, hogy S,, = X + -+ X,, martingal az F,, = o(X; :
i=1,2,...,n) filtraciora nézve.

72



Megoldas. Vilagos, hogy X,, mérhets F,-re, hisz F,, D o(X,). A feltétel
szerint E| X| < oo, igy E|S,,| < nE|X| < co. Végil, mivel X, fiiggetlen az
Xy, ..., X, valtozoktol, igy az altaluk generalt F, o-algebratol is, S, pedig
mérhetd erre nézve, ezért

10.2. Legyenek Y7,Y5,... fliggetlen, pozitiv véletlen valtozok, melyekre
EY, = 1. Mutassuk meg, hogy X, = H?:lYi martingal az F, = o(Y; :
i=1,2,...,n) filtraciora nézve.

10.3. Legyen F, tetszdleges filtracio A-ban, és X integralhato véletlen val-
tozo. Mutassuk meg, hogy X,, = E[X|F,] martingal F, filtraciora.

Megoldas. A mérhetGség és az integralhatosag vilagos. A toronyszabaly
alapjan
E[X1|F] = E[E[X[F ][ F] = B[X|F,] = X,

10.4. Legyen {X,,F,} martingal, és {Z,} véletlen valtozok egy sorozata,
hogy Z, F,_1 mérhet6 és Z, (X, — X,,_1) integralhat6. Mutassuk meg, hogy
az .
M, = Zi(Xi = Xi1)
i=1
folyamat martingél, ahol X, = 0.

Megoldas. A mérhetGség és az integralhatosag a feltételek szerint teljestil.
Mivel M, adaptalt, Z, 1 F,-mérhetd, és X,, martingal, ezért

E[Mn+1|~’rn] = E[Mn + Zn+1(Xn+1 - Xn)|"rn]
=M, + Zn+1E[Xn+1 — Xn|.7:n] = M,,.

10.5. Legyenek X, X, X,, ... fliggetlen, azonos eloszlast véletlen valtozok,
EX > 0. Mutassuk meg, hogy S, = X; + --- + X,, szubmartingal az
Fno =0(X; i =1,2,...,n) filtraciora nézve, és hatarozzuk meg a Doob-
felbontasat.

10.6. Legyenek X, X1, Xo, ... fiiggetlen véletlen valtozok, EX,, = 0, EX? =

02 < oo. Mutassuk meg, hogy S? = (X; + -+ + X,,)? szubmartingél, és

adjuk meg a Doob-felbontésat. (Ha nem szerepel filtracio, akkor mindig a

természetes filtraciora vonatkozik az &llitas.)
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10.7. A jatékos csGdje. Legyenek X, X, ... fliggetlen, azonos eloszlasi
véletlen valtozok, melyekre P{X =1} = p=1—-P{X = -1}, p € (0,1).
Mutassuk meg, hogy 7 = 7, = min,{S, > b vagy S, < —a} megallasi id6
(a természetes filtraciora).

Az opcionalis megallasi tétel segitségével igazoljuk, hogy ha p = 1/2 akkor

a b
P{S, =0} = 6s P{S, = —a} = ——;
{ ' a+bes { ab a+b
ha pedig p # 1/2, akkor
b Taer 1—7“b

r— . B
P{S, =b} = T o & P{S = —a} = 7

ahol r = p/(1 —p).

10.8. Legyenek X, X, X,, ... fliggetlen, azonos eloszlasiu véletlen valtozok,
P{X = +1} = 1/2. Ekkor S, = X; + --- + X,, egyszert szimmetrikus
bolyongéas. Mutassuk meg, hogy 7 = min,en{S, = 1} megallasi id6. Mivel
az egyszerd szimmetrikus bolyongas visszatérd (Polya tétele), igy P{r <
oo} = 1. Mutassuk meg, hogy ET = co.

Segitség. Hasznaljuk a Wald-azonosségot, és vegyiik észre, hogy nem hasznalhat-
juk!

10.9. Legyen (S,,) egyszeri szimmetrikus bolyongés, és legyen 7 = min{n >
1:S, > —n/3}. Igazoljuk, hogy 7 megallasi id6 (S,,)-re, és hatarozzuk meg
a varhato értékét!

10.10. Legyenek Y,Y],Y5, ... fiiggetlen, azonos eloszlasu véletlen valto-
z0k, P{Y = 1/2} = P{Y = 3/2} = 1/2. Egy korabbi feladat szerint
X, = [[;-, Y; martingdl. Mutassuk meg, hogy X,, — 0 m.b. (Mivel X,
nemnegativ, igy a martingal konvergenciatétel szerint 1 valoszintiséggel kon-
vergél. De ezt ne hasznaljuk!)

Ez egy példa arra, hogy EX # lim, ., EX,,.

10.11. Vezessiik le a Kolmogorov-egyenlGtlenséget Doob maximél egyenl6t-
lenségébdl! Azaz, legyenek X1, Xo, ..., X, fiiggetlen véletlen valtozok, 0 vér-
hato értékkel és véges szorassal. Legyen Sy = X + - - -+ X;. Mutassuk meg,

hogy
E 2
P{ max |S;| > A} < S”.

1>k>n A2
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