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1. Bevezetés

1.1. Alapfogalmak

Véletlen (valosziniiségi) kisérlet: lényegében azonos koriilmények kozott
tetsz6legesen sokszor megismételhetd megfigyelés, melynek tébbféle kimene-
tele lehet, és a figyelembe vett koriilmények nem hatarozzak meg egyértel-
miien a kimenetelt.

A véletlen kisérlet lehetséges kimeneteleinek halmaza az eseménytér,
jele €.

Az esemény olyan a kisérlettel kapcsolatban tett allitas, melynek igaz
vagy hamis volta eldonthets a kisérlet lefolytatasa utdn. Az események
halmaza az () részhalmazainak egy olyan rendszere, mely o-algebra. Az
(92, A) part mérhetdségi térnek nevezziik.

Egy A C 2% halmazrendszert akkor neveziink o-algebranak, ha

e e A;
e valahanyszor A € A, mindannyiszor A° = Q\A € A (azaz a halmaz-
rendszer zart a komplementerképzésre);
e valahanyszor A;, As,... € A, mindannyiszor U®; A; € A (azaz a hal-
mazrendszer zart a megszamlalhaté unioképzésre).
Megjeqyzés. e Vegyiik észre, hogy a {0, 2} halmazrendszer o-algebra. Ez
a trivialis o-algebra.

e A 29 halmazrendszer, az ) hatvinyhalmaza, azaz az 6sszes részhalma-
zanak halmaza is o-algebra. Abban az esetben, amikor az () alaphalmaz
véges, akkor az események halmaza mindig a hatvanyhalmaz.

Események jelolése: A, B, Ay, . ...

Al =1< A= {w}, weQ, elemi esemény

() a lehetetlen esemény

) a biztos esemény

A€ az ellentett esemény
e AN B mindkét esemény bekovetkezik (A és B)
AU B a két esemény koziil legalabb az egyik bekovetkezik

AN B = a két esemény kizarja egymast
e A — B az A bekdvetkezik de B nem

A C B az A esemény maga utan vonja B-t



1.1. Példa. Haromszor foldobunk egy pénzérmét. Ekkor az eseménytér

Q={(F,F,F),(F,F,I),(F,1,F),(F,I,I),
(I[,F,F),(I,FI),(I,I,F),(I,1,1)},
azaz |Q)| = 23 = 8 darab elemi esemény van, és |29| = 28 = 256 az Osszes

esemény szama.
Legyen A; = {az i-edik dobas fej}, i = 1,2, 3. Ekkor

Ay ={(FF,F),(F,F,I),(F,I,F),(F,1,1)}.
B = {csak az 1. fej} = {(F,I,1)} = A1 N AN A§
C = {egyik sem fej} = {(I,1,1)} = A{ N A5 N Aj

1.2. Példa. Véletlen sorrendben leirjuk a MATEMATIKA sz6 bettit.
1. megoldds: Az azonos betiiket nem kiilonboztetjiik meg.

Q = {AAAEIKMMTT, AAAEIKMTMT, ..., TTMMKIEAAA}

9] = 725

31212!

A = {MATEMATIKA szot kapjuk } = {MATEMATIKA}, azaz A elemi
esemény.
2. megoldds: Az azonos bettiket megkiilonboztetjiik.

0 = { A Ay ASEIKM, My Ty Ty, A ApAsETKM, My Ty Ty, .
T, T MMy KIEA3A, A, },

1©2] = 10!, és ha A = {MATEMATIKA szt kapjuk}, |A| = 312121

1.2. A valészintiségi mérték

1.3. Definici6. Egy P : A — [0, 1] halmazfiiggvény valdszindségi mérték az
(92, A) mérhetségi téren, ha

e P(Q)=1;

e ha az Aj, Ay, ... € A halmazok (paronként) diszjunktak, akkor

P(UZ,4i) = iP(Ai),

azaz a halmazfiiggvény o-additiv.

A fenti tulajdonsagokkal rendelkezs (€2, A, P) harmast valészintiségi
mezdnek nevezziik.



1.4. Allitas (A valoszintiség tulajdonsagai). Legyen (2, A, P) egy valdszini-
ségi mezd, A, B, A1, Ag, ... € A események.
(i) Ho A; N A; =0, minden i # j pdrra, akkor

PA,U...UA,) =P(A)+...+P(A,).

(it) P(A°) =1 —P(A).
(i) AC B=P(B—-A)=P(B)—-P(A), és P(A) <P(B).
(iv) P(AUB) =P(A)+ P(B) — P(ANB).

(v) Szita formula:

P(AU...UA,) =) (—1)k > P(A, N...NA;,).

k=1 1<i; <ig<...<ip<n

(vi) P(AUB) < P(A) + P(B).
(vii) P(A;U...UA,) <P(A)+...+ P(A,).

(viii) Ha A, monoton nové halmazsorozat, azaz Ay C Ay C ..., akkor
lim,, o P(A,) = P(U2,4)).
(ix) Ha A, monoton csékkend halmazsorozat, azaz Ay D A D ..., akkor

lim,, o P(A,) = P(N52, Ay).
(x) P(UZ,Ag) <02 P(Ax) (megszamldlhato szubadditivitds).

Bizonyitds. (1) Legyen A, 1 = Apio = ... =10
(i) 1=P(Q) =P(AU A°) = P(A) + P(A°).
(iii) B=AU(B— A),

P(B) = P(A) + P(B — A) = P(B — A) = P(B) — P(4) > 0.

(iv) PAUB) = P(AU(B—-(ANB))) = PA) +PB—-(ANDB)) =
P(A)+P(B)—P(ANB).

(v) Teljes indukcioval. n = 1,2-re igaz. Tegyiik fel, hogy n-ig igaz. A B; = A;, i <n—1, By, =



Ap U Ay jeldléssel

P(A1U...UAnUAn+1):P(Blu...UBn)

n
DICTLND DR R
k=1 1<i1<ig<...<ip<n

n

=3¢ 1)’“‘“(ZP i N NA)
1

k= i <n

+

Y PA, N NA,_ N (An UAnH)))
ip_1<n—1

n

=>( 1)k+1(ZP N NAL)
k=1

— ip<n

+ Z [P(Ai1 NN Aiy_ NA) +P(A;, N...NAy N Aptr)

ig—1<n—1
—P(A;, N...NA;,_ NA,N An+1)])

n+1
=Y (-t > P(A;; N...NA;)
k=1

1<i1 <ig<...<ip<n

(vi) P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB) <P(A) + P(B).
(vii) Teljes indukcioval.

(viii) Vezessiik be a By = Ay, B, = A,\A,_1, n > 2 jelolést. Ekkor a B,
halmazok diszjunktak, Us?, B,, = U2 A, és UL_, By = Ul Ap = A,
n> 1. Igy

P(UX, Ay) = P(UX By = ZP (By) _JEEOZP (By)
= lim P(Uj_ 1Bk) = hm P(A,),
n—oo
amint allitottuk.

(ix) Mivel A,, monoton csokkend, AS monoton névekvs halmazsorozat, ezért
hasznalhatjuk az el6z6 pont allitasat. Ezért

P(Mi2,Ax) =1 =P (M2 4k)°) = 1 = P (U2, A7)
—1— lim P(A°) =1 — lim (1 - P(4,)) = lim P(A4,),

n—oo n—oo n—oo
amivel az allitast igazoltuk.

(x) Tetszbleges n természetes szamra a véges szubadditivitas alapjan

P (Ur_, A <iPAk gip
k=1 k=1
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Mivel a B, = >";_, Ay halmazsorozat monoton névekvs, igy

n—o0

lim P ZAk =P (UiozlAk) )
k=1
ezért az egyenlGtlenségbdl hataratmenettel kapjuk az allitast.

Az (Q, A, P) harmast valoszintiségi mezdnek nevezziik.

1.3. Klasszikus valbszintiségi mezé

Az (9,29, P) valoszintiségi mezd klasszikus, ha minden kimenetel egyfor-
man valoszint, azaz P({w}) = ¢ minden w € Q esetén. Ekkor persze sziik-

ségképpen ¢ = 1/|Q)|. Tetsz6leges A eseményre P(A) = % = %
1.5. Példa. Sziletésnap probléma. Mekkora a valoszintisége annak, hogy n
ember kozott van két olyan, akiknek ugyanazon a napon van a sziiletésnap-

juk?
f(n) = P(n ember kozott van 2, akiknek ugyanazon
a napon van a sziiletésnapja)
= 1 — P( mindenkinek kiilonb6z6 napon van a sziiletésnapja)
B 365-364-...- (365 —n+1)

365"
£(22) ~ 0,4757 < 1/2 < 0,5073 ~ f(23).

2. Néhany klasszikus probléma

2.1. de Méré paradoxona

1654: Pascal és Fermat levelezése de Méré lovag feladatair6l, majd a ,véletlen matematikidjanak” megala-
pozasarol.
de Meéré lovag paradorona: Miért nem ugyanakkora valoszintiségii a kovetkezd két esemény:

e 1 kockaval 4-szer dobva legalabb egy hatost dobunk;

e 2 kockaval 24-szer dobva legalabb egy dupla hatost dobunk.

Legyen A az az esemény, hogy 1 kockaval 4-szer dobva legalabb egyszer dobunk 6-ost. Ekkor 2 =
{(1,1,1,1),...(6,6,6,6)}, azaz || = 6%. Mivel minden kimenetel egyforman valoszint, a valoszintiségi
mez6 klasszikus. A az az esemény, hogy nem dobunk 6-ost, igy |A°| = 5%. Ezért

4
P(A) =1-P(A%) =1— (%) ~ 0,5177.



Vizsgaljuk most azt a kisérletet, hogy 2 kockaval dobunk 24-szer, és legyen B az az esemény, hogy
dobunk dupla 6-ost. Ekkor |Q] = 3624, és |B°| = 3524, ezért

35 24
P(B)=1-P(B°)=1- (376) ~ 0,4914.
A rossz(!) intuici6 az, hogy ha 4-szer megyiink neki egy 1/6 valoszintiségii eseménynek, akkor a siker

valoszindsége ugyanannyi, mint ha 24-szer megyiink neki egy 1/36-od valosziniségtinek, hiszen 4/6 =

24/36.

2.2. A parositasi probléma

Vesziink n darab kartyat 1-t6] n-ig megszamozva. Osszekeverijiik, és véletlen
sorrendben lerakjuk ket egy sorba. A k-adik helyen pérositas torténik, ha
a k-adik helyre a k sorszamu kartya keriil. (Tehét véletlen permutaciok
fixpontjait tekintjiik.)

Arra keressiik a valaszt, hogy mennyi a valdszintisége, hogy nem torténik
parositas. Jelolje p, ezt a valoszintiséget.

Jelolje Ay azt az eseményt, hogy a k-adik helyen parositas torténik, k =
1,2,...,n. Ekkor az az esemény, hogy legalabb egy péarositas torténik éppen
A1 UAsU...UA,. Ennek a valoszintiségét a szita formulaval hatarozhatjuk
meg. Eszerint

P(AU...UA,) =) (-1 > P (A, N...A)
k=1 1<y <ip<...<ip<n
_ - k+1 (n—k)!
B Z(_l) , Z . n!
k=1 1< <i9<... <1 <n
. —k)!
— _1 k+1 n (n
n (_1)k+1
TR
k=1

Ezek szerint

pn = P(nincs parositas ) = P(A{N...NA;)

=1-P(AU...UA,)=1- <—i(_k—1')k>

k=1
~ (=1
R

k=0



Analizisbél tudjuk, hogy tetszéleges x valos szamra

ix—— PN
£}l > Ta T

ahonnan latjuk, hogy

. DR
lim pn—z =e = 0,368.

n—o00 k!
k=0

Ezek utan hatarozzuk meg azt a valdszintiséget, hogy pontosan k darab
pérositas torténik. Vezessiik be a

Pnk = P(n kartya van, és pontosan k parositas torténik), £ =0,1,...,n.

Nyilvan p,, = pno. Jelolje IV, azon kimenetelek szamat, amikor pontosan k
parositas torténik n kartyaval. Ezekkel a jelolésekkel p,, = N, 0/m! minden
m természetes szam esetén. Konnyen meggondolhato, hogy

Ny _ (Z)Nn—k,() _ (Z) (n — k)pp_y

Pk = =04 I I
—k
Pn—k 1 ( 1)J
Tk R Z j!
§=0
Az utébbi alakbol rogton latjuk, hogy
B = 2 =
j:

Megjegyzés. Valbjiban azt bizonyitottuk be, hogy egy véletlen permutécié fix-
pontjainak szdma nagy n esetén kozelitéleg Poisson-eloszlast, pontosabban a fix-
pontok szama eloszlasban konvergil egy 1-paramétert Poisson-eloszlast véletlen
valtozohoz. De errél majd késbb.

2.3. Az igazsagos osztozkodas problémaja

Két jatékos, Anna és Balazs jatszanak. Mindketten 1/2 — 1/2 valoszintiséggel nyernek egy-egy jatékot. Az
elére befizetett tétet az kapja, aki el6bb nyer 10 jatékot. A jaték azonban 8-7 -es 4llasnal abbamaradt.
Hogyan osszak el igazsagosan a befizetett tétet?

Kicsit altalanosabban a kovetkezd feladatot vizsgaljuk. Két jatékos, Anna és Balazs jatszanak. An-
nanak a pont hidnyzik a gy&zelemhez, Balazsnak pedig b. Egy-egy jatékot Anna p € (0, 1) valoszintséggel
nyer meg, Balazs pedig 1 — p valésziniiséggel. Hogyan osszak el a tétet?

Mar 15. szazadban irnak a problémarol, de Méré elstt (Luca Pacioli (1494), Tartaglia (~1550)).
Specialis esetekben meg is tudjak oldani a feladatot, azonban a teljes megoldast Pascal és Fermat adjak
meg. A kovetkez6kben Fermat megoldasat mutatjuk be.
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Vegyiik észre, hogy a jatéksorozat a+b—1 j_étékkal biztos véget ér. Anna pontosan akkor nyer, ha az
a+ b — 1 jatékbol legalabb a jatékot nyer meg. Igy Anna nyerésének valoszintiségét Py (a, b, p)-vel jeldlve
azt kapjuk, hogy

Pa(a,b,p) =P (a+b— 1 jatékbol Anna legalabb a pontot szerez )

a+b—1
= Z P (a + b — 1 jatékbol Anna pontosan k pontot szerez)
k=a
a+b—1
_ Z (a +b— 1)pk(1 _ p)a-H)—l—k
k
k=a

Mivel pontosan az egyikiik nyer P4 + Pp = 1, a binomidlis tétel szerint pedig

a+b—1

S (TNt = )t =,
k=0

ezért Balazs nyerésének valdszintisége
a—1
a+b—1 o
Polba1-p) =Y (“7 7 )pFa-pettoiok,
k=0

A p =1/2 esetben ez a kovetkezdt adja:

(a7 b7
b,a

(b

1 a+b—1

I SN (!
k=a
a—1 _
) = w7

N | =

Py
Pp

N | =

Ezek szerint a tétet

Pa(ab ) _ St ()
Po(bad)  Sisa (L)

aranyban kell elosztani. Ezt ugy tudjuk egyszertden kiszamolni, hogy a Pascal-haromszog (a + b — 1)-edik
sordban Osszeadjuk az elemeket az a-adiktol az (a + b — 1)-edikig, majd az eredményt elosztjuk a 0-adiktol
az (a — 1)-edik elemig vett Gsszeggel.
A kiindul6é példankban Annanak 2 pont Bal4dzsnak 3 pont hianyzott a gy6zelemhez. Tehat a tétet
P4(2,3,1/2) 6+4+1 11

P5(3,2,1/2) 144 5

ardnyban kell elosztani.

3. Geometriai val6szintiségi mez6

Akkor beszéliink geometriai valdszintiségi mezdérél, ha a kisérlettel kapcso-
latos események egy geometriai alakzat részhalmazainak feleltetheték meg.
Ekkor a lehetséges kimenetelek halmaza 2 = H C R"™, aminek a mértéke
(hossza, teriilete, térfogata) pozitiv és véges. Ekkor egy A C H esemény
valoszintisége aranyos a halmaz mértékével, azaz
_ A4
(4) = M)

ahol A\ az n-dimenziés Lebesgue-mérték (hossz, teriilet, térfogat).
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3.1. Bertrand paradoxon (1888)

Véletlenszertien valasztunk egy hurt egy r sugara koron. Mennyi a valészintisége, hogy a har hosszabb,
mint a korbe irhaté szabalyos haromszog oldala? Jeldlje p ezt a valoszintiséget.

1. Megoldds. A htr hosszat meghatarozza a felezépontjanak (F') a kor kozéppontjatol (O) vett
tavolsdga. Ha |OF| > r/2, akkor a hir hosszabb, mint a szabélyos haromszog oldala, kiilonben révidebb.
Tehat a feladat megfeleltethets annak, hogy egy rogzitett sugarrol egyenletes eloszlas szerint valasztunk

pontot. Ezért
r/2 1

T 2
2. Megoldds. Ha az egyik végpontot rogzitjiik, akkor a hur hosszat meghatarozza, hogy hova esik a

masik végpont. Legyen ¥ a hurnak és a rogzitett ponthoz hizott érintének a szége. A hur pontosan akkor
hosszabb, mint a haromszdg oldala, ha ¥ € (7/3,27/3). Ennek a valoszintisége nyilvan 1/3, tehat

1
p=g

8. Megoldds. A hur pontosan akkor lesz hosszabb a haromszog oldalanal, ha a kézéppontja beleesik
a haromszdg beirt kdrébe. Ennek a valészintisége (r/2)%n/(r?n) = 1/4, tehat

pZZ-

A probléméat természetesen az okozza, hogy a hur vilasztasat nem mondja meg a feladat. Azaz a

véletlen nincs jol megadva.

3.2. Buffon-féle tiiprobléma (1777)

Egy padlé mintéazata parhuzamos egyenesekbdl all. A szomszédos egyenesek
tavolsaga d. A padlora ledobunk egy ¢ hosszu tiit, ahol ¢ < d. Mekkora a
valoszintisége, hogy a tl metszi valamelyik egyenest?

Jelolje x a ti kozéppontjanak és a hozza legkozelebbi, téle balra levd
egyenesnek a tavolsagat! Legyen © a ti fligg6legessel bezart szoge. Vegyiik
észre, hogy a ti akkor metszi a baloldali egyenest, ha 0 < z < gsin O, és
akkor metszi a jobboldalit, ha 0 < d—z < gsin ©. Ha x egyenletes eloszlasi
[0, d]-n és O egyenletes eloszlasu [0, w]-n, akkor a kisérlet megfeleltethets egy
pont egyenletes eloszlas szerinti valasztasanak a [0, d] x [0, 7] téglalapbol. A

kedvezd teriiletrész teriilete
s g ‘
2 — sin 6df = 2/,
0 2

igy a keresett valoszintiség

20

P(van metszés) = —.
(v 76s ) —

Innen latjuk, hogy a 7 értékét meg lehet hatérozni empirikus modon.
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r=d

L

sin 6

INJERS

sin 6

_ ¢

=3

1. abra. Kedvezs teriilet a Buffon-féle problémanal
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4. Feltételes valoszintiség

Két szabalyos dobokockaval dobunk. Az elsé kockaval hatost dobtunk, a ma-
sodik kocka elgurult. Mennyi a valoszintisége, hogy dupla hatost dobtunk?
Jelolje A azt az eseményt, hogy az els§ kockaval hatost dobtunk, B pedig
azt, hogy mindkét kockival ugyanazt dobtuk. Tudjuk, hogy az A esemény
bekovetkezett, azaz a kisérlet kimenetelérsl van egy részinformécionk. Ek-
kor az eseménytér azon részhalmazan dolgozunk, ahol az adott A esemény
bekovetkezett, azaz A-n. Ekkor a kedvezd esetek szama |A N B| és az Osszes
esetek szama |A|. Tehat a keresett valésziniség P(A N B)/P(B). Eppen ez
a feltételes valoszintiség definicidja.

Legyen (2, A, P) egy valoszintiségi mezd, és ezen A, B események, és te-
gyiik f6l, hogy P(B) > 0. Ekkor az A esemény B eseményre vonatkozo
feltételes valoszintisége

P(ANB)

P(IB) = 55

Ha annyi informacionk van a véletlen kisérletrsl, hogy a B esemény bekovet-
kezett, akkor az A esemény valoszintisége P(A|B).

4.1. Allitas. Rigzitsiink egy tetszdleges B eseményt, melyre P(B) > 0. Ek-
kor Pp(A) = P(A|B) valdsziniségi mérték A-n.

Bizonyitds. Vilagos, hogy tetszéleges A eseményre Pp(A) > 0, és mivel
P(ANB) < P(B), igy Pp(A) < 1. Tovabba

P(QNB) P(B)

P(B) P(B)

Pp(Q2) =

Mar csak az additivitas ellenérzése maradt. Legyenek Aq, A, ... € A disz-
junktak. Ekkor a definicié szerint és a P valdszintiségi mérték additivitésa
alapjan

~ ~ P((Ux,A)NB P(U¥,(A;NB
Pa(UE,A) = P (U, A4|B) = T s 08) _ BUERSnD)
Y2 PANB) A mB =
= B(B) Z Z P(A;|B)
=> Py(4
i=1
ami éppen a bizonyitandé egyenlGség. ]
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Ebbdl kovetkezik, hogy P p halmazfiiggvényre is teljesiilnek a valdszint-
ségi mérték tulajdonsagai, melyeket a késébbiekben emlités nélkiil folhasz-
néalunk.

4.2. Tétel. Szorzdsi szabdly Legyenek Ay, As, ..., A, tetszdleges olyan ese-
mények, melyekre P(A;N...NA,_1) > 0. Ekkor

P(AiN...NA,) =P(A)P(A3]A1)P(A3]A1NAs) .. . P(ALJALN...NA,).

A bizonyitas el6tt megjegyezziik a kovetkezdket:

1. A formulaban szerepld Gsszes feltétel valoszintisége pozitiv, azaz minden
joldefinialt. Ez a P(A1N...NA,_1) > 0 feltétel kévetkezménye.

2. Ha P(A;Nn...NA,) > 0 is teljesiil, akkor n! darab kiilénb6zg ilyen
szabaly van.

3. A szabélyt az n = 2 esetben hasznéljuk legtobbszor. Ekkor
P(ANnB)=P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B),
amennyiben A és B is pozitiv valoszintiségii esemény.
Bizonyitds. A feltételes valoszintiség definicidja szerint

P(A))P(A2]A)P(A3]A1NAy) .. . P(A AN ... .NA,)
P(AINA)P(ANA;NA3)  PAN...NA,_1NA,)
P(A;) P(AiNA4)  PAIN...NA, )

=P(A;N...NA,),

=P(A;)

amint allitottuk. O

4.3. Példa. Egy dobozban 12 kék és 3 fehér goly6 van. Visszatevés nélkiil
hiizunk két golydt egymas utan. Mi annak a valoszintisége, hogy mindkét
goly6 kék?

Jelolje K; az az eseményt, hogy az i-ediknek kihuzott golyo kék. Ekkor a
szorzasi szabaly szerint

12 11
P(Ky N K) = P(K)P (K| K1) = 1= 1

Ugyanezt kapjuk a klasszikus valoszintiségi mezére vonatkozo kedvezs/6sszes
formulaval is, mely szerint

P(Kl ﬂ KQ) - @

(5)
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A By, Bs, ... események teljes eseményrendszert alkotnak, ha
e minden ¢ # j parra B; N B; = 0;
L] Uzolen — Q
4.4. Tétel. Teljes valosziniség tétele Legyen By, Bs, ... teljes eseményrend-

szer, melyre P(B,) > 0 minden n-re. FEkkor tetszdleges A € A esemény
esetén

P(A) =) P(A[B,)P(B,).

Bizonyitds. A feltételes valoszintiség definicioja és a valoszintiség additivitasa
alapjan

S PABPB) = % P(B,) =Y P(ANB,)

_ ;:(uff:l(A NB,) =P (An; (UnZyBy))
=P(ANQ) =P(A)

4.5. Tétel. Bayes-formula Legyenek A és B olyan események, hogy P(A) >
0, P(B) > 0. Ekkor
P(A|B)P(B)

P(BIA) = —p 3

Bizonyitds. A definicié szerint

P(A|B)P(B) P(AN B)P(B)

p(A)  ~ PP@A) LA

[]

4.6. Tétel. Bayes-tétel Legyen By, Bs,... teljes eseményrendszer, melyre
P(B,) > 0 minden n-re. Ekkor tetszdleges pozitiv valdszindségi A € A
esemény esetén, tetszdleges k-ra

_ PABJP(B)
PUBLA) = = S4B, p(B,)

Bizonyitds. ElGbb a teljes valoszintiség tételét, majd a Bayes-formulat hasz-
nalva

P(A|B,)P(By)  P(A|By)P(By)
> P(A|B,)P(B,) P(A)

— P(B,|A).
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4.7. Példa. Doppingteszt. Kifejlesztenek egy j doppingtesztet, mely a dop-
pingolok 99%-anal pozitiv eredményt ad, azonban a nem doppingol6 spor-
tolok 1%-nal is tévesen pozitiv eredményt ad. Tegytik fol, hogy a sportolok
1%-a doppingol. Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy véletleniil kivalasz-
tott sportold

(a) doppingtesztje pozitiv?
(b) doppingolt, ha tudjuk, hogy a doppingtesztje pozitiv?

Jelolje T' azt az eseményt, hogy a teszt eredménye pozitiv, és D azt az
eseményt, hogy a sportolé doppingolt. Ekkor a feladat (a) része a P(T),
a (b) része a P(D|T) valoszintiséget kérdezi. A teljes valoszintiség tételét
alkalmazva a D, D¢ eseményrendszerre kapjuk

P(T)=P(D)P(T|D)+P(D)P(T|D°)
=0,01-0,99+0,99-0,01 =0,0198.
A Bayes-formula szerint

P(D[T) = P(T|D)P(D) _ 0,99-0,01 _ 1

P(T) 0,0198 2
A feladat eredménye meglepd, hiszen egy latszolag jol miikods teszt ese-
tén, annak a valoszintisége, hogy egy sportold tényleg doppingolt, feltéve,
hogy a teszt eredménye pozitiv, 1/2. Vilagos, hogy ilyen tesztelés mellett
nem vehetjiik el senkitél az olimpiai aranyérmét. A hiba onnan jon, hogy ha
100 sportolobdl 1 doppingol, akkor a teszt ezt az 1-et nagy valoszintiséggel
kimutatja, viszont a 99 becsiiletes sportolo koziil is kb. egyet tévesen a dop-
pingolok kozé sorol. Igy kb. két pozitiv teszteredmény lesz, de a két sportolo

koziil csak az egyik doppingol.

4.8. Példa. Egy hallgato p valoszintiséggel tudja a valaszt egy kérdésre. Ha
nem tudja, akkor az n lehetséges valasz koziil véletleniil valaszt egyet. Mennyi
legyen a lehetséges valaszok n szama, hogy az oktato6 legalabb 0,9 val6szini-
séggel kovetkeztethessen arra a hallgatd jo valaszabol, hogy a hallgato tudta
a valaszt?

Jelolje H azt az eseményt, hogy a hallgato jol véalaszol, T' pedig azt az
eseményt, hogy tudja a valaszt. Ekkor olyan n értéket keresiink, melyre
teljestil a P(T|H) > 0,9 egyenl6tlenség. Tehat a

P(H|T)P(T) _ 1p oo
(HT)P(T) + P(H|TP(T?)  1-p+i.-(1—p) ~ "

P(T|H) =

(1)) =
egyenlGtlenséget kell megoldanunk n-re. Rovid szamolas utan adodik, hogy
n > 9(1 — p)/p. Azaz p = 1/2 esetén az oktatonak legalabb 9 lehetséges

valaszt, mig p = 0,7 esetén legalabb 4 lehetséges valaszt kell megadnia.
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Vegyiik észre, hogy ahogy p tart 0-hoz, az oktatd bizonyossédgéhoz sziik-
séges lehetséges valaszok széma tart végtelenbe. Gondoljuk meg mért termé-
szetes ez.

4.9. Példa. Szindbadnak jogaban all N haremholgy koziil egyet kivalasztania
oly modon, hogy az el6tte egyenként elvonul6 holgyek valamelyikére ramutat.
Tegyiik fel, hogy egyértelmi szigortian monoton szépségi sorrendet tud felal-
litani, és a haremhélgyek barmely elvonulasi sorrendje egyforman valdszind.
Szindbad k holgyet elenged, majd kivalasztja az els6t, aki szebb az Gsszes
elétte elvonultnal. Mennyi a valoszintisége, hogy a legszebb holgyet vélasztja
ki? Milyen k esetén lesz ez a valoszintiség a legnagyobb, ha N elég nagy?

Jelolje A; azt az eseményt, hogy a i-edik lany a legszebb, i =1,2,... N,
és legyen B az az esemény, hogy Szindbad a legszebb lanyt valasztja. Ekkor
a teljes valosziniiség tétele szerint

N
P(B) =) P(4)P(B|A).
i=1
Vildgos, hogy P(A;) = N~! minden i-re, és P(B|A;) = 0hai < k. Hai > k,
akkor Szindbad pontosan akkor valasztja ki a legszebb haremholgyet, ha az
els6 i —1 lany koziil a legszebb az els6 k-ban volt. Tehat P(B[A;) = k/(i—1).
Osszegezve

P(B) =Y P(4,)P(B|A) = N 1
=1 i=k+1

5. Fliggetlenség

Két esemény fiiggetlensége intuitivan azt jelenti, hogy bekdvetkezéseik nem
befolyasoljak egymast. Tekintsiink egy adott kisérlethez tartozo A és B ese-
ményt. Ismételjiik n-szer a kisérletet. Ekkor S, (A)/n az A esemény relativ
gyakorisaga az n kisérlet soran. Most figyeljiik csak azokat a kisérleteket,

ahol B bekovetkezett, ezek szama S, (B). Ezek kozil S, (A N B) azon ki-
sérletek szama, ahol A is bekovetkezett, igy a megfelel§ relativ gyakorisag
Sn(AN B)/Su(B). Az, hogy A és B nem befolyasoljak egymast, azt jelenti,
hogy ez a két relativ gyakorisag kb. megegyezik, azaz
Sn(A)  Su(ANB)  S.,(ANB)/n

n  Su(B)  S.(B)/n
A bal oldal kb. P(A), a jobb oldal pedig P(AN B)/P(B), vagyis azt kaptuk,
hogy

P(AN B) = P(A)P(B).
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Ez a fiiggetlenség definicioja.
Masképpen, a B esemény bekovetkezése nem befolyasolja az A bekovet-
kezését, azaz P(A|B) = P(A), ahonnan P(AN B) = P(A)P(B).

5.1. Definicié. Az A és B események fliggetlenek, ha P(ANB) = P(A)P(B).

A definiciobol vildgos, hogy a fiiggetlenség szimmetrikus. Tovabbé, a
biztos ill. a lehetetlen eseménytsl minden esemény fiiggetlen.

5.2. Példa. Francia kartyapaklibol véletlenszertien hizunk egy lapot. Jelolje
D azt az eseményt, hogy damat huzunk, K pedig azt, hogy kért. Ekkor
D N K az az esemény, hogy a kér damat huztuk ki, igy P(D N K) = 1/52.
Ugyanakkor P(D) = 4/52 = 1/13 és P(K) = 13/52 = 1/4, azaz a két
esemény fiiggetlen.

5.3. Példa. Féldobunk n-szer egy szabélyos érmét. Legyen A az az esemény,
hogy legfeljebb egy fejet dobunk, B pedig az, hogy legalabb egy fejet és egy
irdst dobunk.

Ekkor P(A) = (n+1)/2", P(B) =1—-2/2", és P(ANB) =n/2". Azaz
A és B pontosan akkor fliggetlenek, ha
n+12"—=2 n

— =P(ANB)

P(4)-P(B) = - == 5o =

teljesiil. Innen kis szamolgatassal kapjuk, hogy A és B fiiggetlenek, han = 3,
kiilonben pedig nem azok.

5.4. Definici6. Az A, B, C események fiiggetlenek, ha P(ANB) = P(A)P(B),
P(ANC) = P(APC), P(BNC) = P(B)P(C), s PANBNC) =
P(A)P(B)P(C) teljesiil. Tovabba, az A, B,C' események paronként fiig-
getlenek, ha barmely ketts fiiggetlen.

5.5. Példa. Valasszunk egyenletes eloszlas szerint egy pontot a [0, 1] egység-
négyzetben. Legyen A az az esemény, hogy a valasztott pont a [0, 1] x [0, 1/2]
téglalapba esik, B az az esemény, hogy a valasztott pont az [1/2,1] x [0, 1]
téglalapba esik, C' pedig az az esemény, hogy a vélasztott pont a [0,1/2]* U
[1/2, 1] halmazba esik. Kénnyen ellenérizhets, hogy A, B, C' paronként fiig-
getlenek, de nem fiiggetlenek.

5.6. Definici6. Az Ay, A, ..., A, események fliggetlenek, ha barmely k €
{2,3,...,n} és 1 <y <ip <...<ip <n esetén

P(A, N...NA;) =P(A;)...P(4,).

Végtelen sok esemény akkor fiiggetlen, ha koziiliikk barmely véges sok fiigget-
len.
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5.7. Allitas. Ha az A, ..., A, események fiiggetlenek, akkor tetszéleges k €
{1,2,...,n} esetén az {Aq, ..., Ay} eseményekbdl ill. az {Agi1,..., A} ese-
ményekbdl alkotott események fiiggetlenek.

Ezt nem bizonyitjuk. Az allitas szerint példaul ha A, B,C, D fiiggetlen
események, akkor AU B és C'N D is fiiggetlenek.

5.8. Allitas. Fiiggetlen események kizil ha néhdnyat kicserélink a komple-
menterére, akkor is fliggetlen eseményeket kapunk.

Bizonyitds. Legyenek Aq, A, ..., A, fliggetlenek. Nyilvan elég megmutatni,
hogy Af, As, ..., A, is fliggetlenek. Hiszen ekkor egyesével kicserélhetiink
akarhany eseményt. A definiciot elég az 1 =iy < iy < ... < i), < n esetben
ellendrizni, hiszen ha A{ nincs a kivalasztott események kozt, akkor a feltevés
szerint teljesiil a fliggetlenség. Ekkor viszont, el6bb a mérték tulajdonsaga,
majd a fliggetlenség miatt

PASNA,N...NA)=P(A,N...NA,)—PANA,N...NA,;)
(1= P(A)P(A,) ... P(A)

amit igazolni kellett. O]

Kisérletek fiiggetlenségérsl akkor beszéliink, ha a hozzajuk tartozo ese-
mények fliggetlenek.

5.1. Craps jaték

A craps jatékot és annak valtozatait jelenleg is jatsszék kaszinokban. A jaték
az BEgyesiilt Allamokban népszert, 1820 koriil terjedt el New Orleansban.

A jatékos két dobokockaval dob. Ha az els§ dobasnal a dobott szamok
Osszege 7 vagy 11, akkor azonnal nyer, ha 2,3 vagy 12 akkor veszit. Kiilénben
folytatja a dobasokat, és akkor nyer, ha hamarabb dobja meg azt az 6sszeget,
amit elsére dobott, mint a 7-et.

A kovetkezSkben meghatarozzuk a nyerés valoszintiségét.

Jelolje A azt az eseményt, hogy nyeriink, A; pedig azt, hogy az elsé dobas
eredménye i, és nyeriink. Vilagos, hogy P(A4y) = P(A4;) = P(Ap) = 0,

tovabba 5 | 5 .
P(A) = — — = & P(A;) = = = —
(M) =55=5 & PU)=g=1

hiszen ezekben az esetekben a jaték az elsé dobas utan véget ér. Ha az elsé
dobésnél az sszeg 4,5, 6, 8,9 vagy 10 akkor a dolog érdekesebb. Jeldlje A, ,,
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azt az eseményt, hogy az els¢ dobasnal az Osszeg ¢ és pontosan az n-edik
dobésnél nyeriink. Nyilvan A; = U2, A; ,,, és az unioé diszjunkt.

Tekintsiik az Ay, eseményt. Ekkor az els§ dobéasnél az Gsszeg 4, ami 3
féleképpen kovetkezhet be ((1,3), (2,2),(3,1)), és mivel nyertiink, az utolsd
dobasnal is 4 az Osszeg. A kozbiils6 n — 2 dobas sordan nem dobtunk 4-et, és
7-et, hiszen ekkor véget ért volna a jaték korabban. Igy 3 + 6 esetet zartunk
ki. Ezek szerint

P(Ay,) = 3-(36—9)"2-3 9 (27>n_2'

36n ~ 362 \ 36

Innen pedig geometria sort 6sszegezve, kapjuk

= 9 [27\"? 1
P(Ay) =) P(Ay,) = 362 (@) =35
n=2

A t6bbi eset hasonléan megy,

P(As) = P(dins) = s (27>n—2

362 \ 36
16 (26\"*
P(As,) =P(Ag,) = — | ==
(s = Pln) = 5 (5
25 (25\"*
P(Asn) =P(Asn) = — | == :
(o) = Plsy) = o2 (55)
majd a megfelels geometriai sorokat Gsszegezve
1
P(Ay) =P(Ap) = —
(A9) = P(Au) = 5.
2
P(A5) = P(Ay) = —
(45) = P(ds) = 1.
25
P(As) = P(A4s) = —.
Végiil azt kapjuk, hogy
= 244
P(A) = P(A;) = — = 0,493.
(4) =D _P(A) = Tz ~ 0,493

6. Véletlen valtozok

6.1. Definicid. Tekintsiink egy (€2, A, P) valoszintiségi mez6t. Az
X: Q=R
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fiiggvényeket véletlen vdltozonak nevezziik, ha a
XH(=00,d)) = {w: X(w) < a}
inverzkép A-beli tetszbleges a € R esetén.

Maéar sok példat lattunk véletlen valtozora. Ilyen példaul a dobokocké-
val dobott szam értéke, vagy ha harom kockéval dobunk, akkor a legkisebb
dobott szam. Ilyen az 6toslotton kihiizott legnagyobb szam, vagy az egy
szelvényen elért taladlatok szama. Véletlen valtozo az is, hogy a ropi hol torik
el, vagy az egységnégyzetben egyenletesen valasztott pont milyen tavol van
a négyzet hataratol, stb.

6.2. Definicié. Az X véletlen valtozo eloszldsfiigguénye az

Flz)=P(X <z)=P{w: X(w) <z}), z €R,

fiiggvény.
6.3. Példa. Dobokockaval dobunk. Jeldlje X a dobott értéket. Ekkor a
lehetséges kimenetelek halmaza Q = {1,2,...,6}, az események halmaza

A = 2. Szabalyos a kockank, ezért minden értéket 1/6-od valészintiségggel

dobutnk, azaz P(A) = %, (klasszikus valoszintiségi mezs). A dobott szam

X :Q = R, w— w, azaz az identikus leképezés. Ezért

0, ha z < 1,
{X<z}={w:X(w)<z}=<¢{1,2,...,[z]}, hal <z <6,
{1,2,...,6}, hax>6.

Igy az eloszlasiiggvény

0, z<1,
F(a) = P(X <o) =P(fw : X(w) <a}) = B, 1<2 <5,
1, x>6.

6.4. Példa. Egységnégyzetben valasztunk egyenletes eloszlas szerint egy pon-
tot. Adjuk meg a pont a négyzet hataratol vett tavolsaganak eloszlasat!

Jelolje X a tavolsagot. Ekkor geometriai valosziniiségi mezén vagyunk,
Q = [0,1?, A = B([0,1]%), és P(A) = |A|, ahol | - | a teriilet. Konnyen
lathato, hogy X : Q — R, (u,v) — min{u,v,1 —u,1 — v}, igy

{(X <z} ={w: X(w) <z}

0, x <0,
= ¢ {(u,v) : min{u,v,1 —u,1 —v} <z}, 0<xz<1/2,
0,1]%, x>1/2.
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Azaz
Flz)=P(X <2)=P{w : X(w) <z})

0, ha z < 0,
=4zx(l—z), ha0<z<1/2,
1, ha x> 1/2,

6.5. Tétel. Legyen F(x) eqy X véletlen vdltozo eloszlasfiggvénye. Ekkor
(i) F monoton nemcsokkend;
(i1) lim, o F(z) =1 éslim,, o F(z) =0;
(i1i) F jobbrol folytonos.
Bizonyitds. (i) Ha x1 < xg akkor {X < z1} C {X < 25} és igy a mérték
monotonitasa miatt F(x;) = P(X < x;) < P(X < z5) = F(x2).

(ii) A monotonitasbol kovetkezik, hogy lim, .., F'(x) létezik, igy elég be-
latni, hogy lim, ., F(n) = 1. Tekintsiik az A, = {X <n} ={w: X(w) <
n} halmazokat. Ekkor F'(n) = P(A,). Vilagos, hogy (A,) monoton béviils
halmazsorozat, azaz A, C A,i1. Ugyanakkor UA, = {X < oo} = ), és
ezért

lim P(A,) =P ((U2,4,) =P(Q) =1.
n—oo
A masik hatarérték igazolasahoz is elég részsorozaton dolgozni a mono-

tonitas miatt. Legyen B, = {X < —n}. Ekkor F(—n) = P(B,), a (B,)
halmazsorozat monoton csokkend, és NB, = {X < —oo} = 0. Ezért (ismét
a mértékek folytonosséagi tétele szerint)

lim P(B,) =P(N,2,B,) =P(0) =0.

n—oo

Végil, a (iii) pont belatasahoz is hasonléan okoskodunk. Jeldlje F(z+)
az x pontban vett jobboldali hatarértéket. Ez megint 1étezik a monotonitas
miatt. Tekintsiik a C, = {X < z + n~'} halmazokat. Ekkor (C,,) csokken6
halmazsorozat, és NC,, = {X < z}. Igy ismét a folytonossagi tétel szerint

F(z+) = lim F(z+n7") = lim P(C,) = P(MZ,Ch) = P(X < 7) = F(a).
O

Vegyiik észre, hogy F monotonitasabol kovetkezik az F'(x—) baloldali
hatéarérték létezése is, azonban &altalaban az F(x) = F(x—) egyenlGség nem
teljestil. Az el6zGekhez hasonloan lathato, hogy F(z—) = P(X < ), tovabba

Flz)=P(X <z)=P(X <z)+P(X=2)=F(z—)+P(X =2).
Ez pedig éppen azt jelenti, hogy F' pontosan akkor folytonos az x pontban,
ha P(X =2) =0.

A definiciobol adodik, hogy a < b esetén P(a < X < b) = F(b) — F(a).
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6.1. Diszkrét véletlen valtozok

6.6. Definici6. Egy véletlen valtozo diszkrét, ha értékkészlete megszamlél-
hato (azaz véges vagy megszamlalhatoan végtelen). Ha egy diszkrét véletlen
valtozo lehetséges értékei xy, s, . .., akkor p; = P(X = z;) > 0 a valtozo
eloszlasa.

Ha (p;) eloszlas, akkor }, p; = 1. Az eloszlasfiiggvény F(z) = >, ., pi-
6.7. Példa. Legyen X = I, az A esemény indikatorvaltozoja. Azaz

0, hhwegA
_[ — Y )
a(@) {1, ha w € A.

Ekkor X lehetséges értekei 0 és 1, és P(X =1) =P(A) =p=1-P(X =0).
O a p paramétert Bernoulli eloszlas.

6.8. Példa. Legyen X = S, egy kisérlet n-szeri ismétlése soran az A ese-
mény bekovetkezéseinek a szama. Ekkor X lehetséges értékei 0,1,2,...,n,
ésP(X =k)= (})p*(1 —p)"~*, ahol p = P(4) € (0,1). O az (n, p) parameé-
terd binomialis eloszlas.

6.9. Példa. Egy kisérletet addig ismétliink, amig egy adott A esemény be
nem kovetkezik. Legyen X az elvégzett kisérletek szama. Ekkor X lehetséges
értékei 1,2..., és P(X = k) = p(1 — p)*'. O a p paraméterti geometria
eloszlas.

6.2. Folytonos véletlen valtozok

Egy véletlen valtozo értékkészlete nem feltétleniil megszamlalhato. A ropi
példaul béarhol eltorhet. Vagy gondolhatunk tetszéleges mérés eredményé-
re, élettartamra, .... Ilyenkor a valtozo kontinuum sok értéket vehet fel,
mindegyiket 0 valoszintiséggel. Ez a mese, a definicié a kovetkezd.

6.10. Definicié. Egy X véletlen valtozo folytonos eloszldsi, ha létezik egy
nemnegativ f fliggvény, melyre

Fa) =P <a)= [ )y sek

Az f(x) fiiggvény az X véletlen valtozo stirtiségfiiggvénye.

A definiciobol vilagos, hogy P(X € (a,b)) = P(X € ( f f(y)dy,
—00 < a <b< 0. Specialisan

/ f(a)dz = P(X € R) = 1, és P(X /f
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6.11. Példa. A standard normaélis eloszlés stirtiségfiiggvénye p(z) =
z € R. Az closzlasfiiggvény ®(z) = [*__ ¢(y)dy.

6.3. Véletlen vektorvaltozok

Egy kisérletnél sokszor tobb a kisérlet eredményét leir6 adatra vagyunk ki-
vancsiak. Példaul testtomeg, testmagassag, vérnyomés, pulzus, .. ..

6.12. Definicié. Az X = (X4,...,X,) : Q@ — R" fiiggvény véletlen vektor-
valtozo, ha minden komponense véletlen valtozo. Az X eloszlasfiiggvénye

F(zy,...,x,) =P(Xy < ay,..., X, < zy).

Az (X1,...,X,) véletlen vektorvaltozo diszkrét, ha értékkészlete megszam-
lalhato, és folytonos, ha van olyan f nemnegativ n-valtozos fliggvény, melyre

T1 Tn
F(.Il,...,l’n):/ / Fyr, - yn)dy, ... dipy

teljestil minden (zy,...,2,) € R" esetén. Ilyenkor az f fliggvényt az X
vektorvaltozo siirtiségfiiggvényének nevezziik.
Az X;,1=1,2,...,n, valtozok eloszlasat, peremeloszlasnak, vagy margi-

nalis eloszlasnak nevezziik.
Folytonos eseteben a definiciobol vilagos, hogy az egyvéltozos eset analo-
gidjara
an
—F
oxy...0x,
teljesiil. Az x; — oo, 1 = 1,2,...,n hataratmenettel azt is latjuk, hogy

/ / fzy,... xy)da, ... dey =1,

mint az egyvaltozos esetben.

(1, xn) = fxg, ... xy)

6.13. Allitas. Legyen X = (X1,...,Xn) véletlen vektorvdltozsé. Az X; eloszldsfiggvénye

Fi(z) = lim F(z1,...,%i—1,Z,Tit1,--.,Tn).
T]—00,..., T 1—00,T;41—>00,..., Ty —>00

Bizonyitds. Tekintsiik az
Am ={w: Xj(w) <m,j #4,X; <z}, m>1,
halmazokat. Ekkor az (A,,) halmazsorozat monoton bviils, és

Upe 1 Am ={w: X; <z}

Tehéat
lim F(m,...,m,z,m,...,m)= lim P(Ap)
m— o0 m—r 00
A koordinatankénti monotonitasbol az allitas kovetkezik. O
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6.14. Allitas. Legyen X = (X1,...,Xn) folytonos véletlen vektorvdltozé f sariségfiggvénnyel. Ekkor
Xi,1=1,2,...,n, folytonos véletlen vdltozd, melynek stiriségfiggvénye

oo oo
(Ii)=/ / Fi, o ¥im1, %, Yig 1, -5 yn)dyr .. dys—1dyigr - .. dyag,
— 00 — 00

azaz az i-edik vdltozon kivil minden vdltozot kitntegralunk R-en.

Bizonyitds. Legyen f; az allitasban szerepls fiiggvény. Ekkor a szukcessziv integralasra vonatkozé tétel

szerint
xT xT o0 o0
/ fi(y)dy:/ [/ / FWis e Yim1,Y, Yit1s -+ Yn)
— 00 — o0 — 00 — 00

dyr...dyi—1dyit1 ... dyn |dy

:/ / / / / FWi, - Y%i-1,9,Yit1, - Yn)

dyi ...dy;—1dydyit1 ... dyn

= lim F(a:l,...,xifl,x,a:i+1,...,xn)
T —00,...,Tj_1—>00,&; 4] —>00,Tpn—+00

=P(X; <),
ahol az utolso el6tti egyenlGségnél folhasznaltuk a 6.13 Allitast. Tehat

/ fily P(X; <uz),

ami éppen a bizonyitand6 allitas. O

6.15. Allitas. Legyen f(u,v) az (X,Y) wvéletlen vektor sﬁrﬁségfﬁggvénye
Ekkor X ésY is folytonos véletlen vdltozok fR u,v)dov ll. fR u,v)dv si-
riségfigguénnyel.

Bizonyitds. A strtségfiiggvény definicioja szerint

P(X < ) :P(ng,Y<oo):/:o (/_Zf(u,v)dv) du

]
6.4. Véletlen valtozok fiiggetlensége
Legyenek X, ..., X, az (Q, A, P) valoszintiségi mezdn értelmezett véletlen

valtozok.

6.16. Definicié. Az Xq,..., X, fliggetlenek, ha minden z1,...,z, € R ese-
tén

P(Xl S .flfl,...,Xn § In) = P(Xl S xl)P(Xn S an)
teljesiil. Vagyis az egyiittes eloszlasfiiggvény az egyes eloszlastfiiggvények
szorzata.
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Megjegyzés. Megmutathato, hogy ha X, ..., X, fiiggetlenek, akkor tetszéle-
ges By,..., B, véges vagy végtelen intervallumok esetén

P(X,€By,...,X, € B,)=P(X, € B))...P(X, € B,)

teljesiil.

A diszkrét, illetve a folytonos esetben ez a karakterizacié tovabb egysze-
riisithetd.

6.17. Allitas. Legyenek Xy, ..., X, diszkrét véletlen vdltozok gy, hogy X;
lehetséges értékei .TJY), xél), ot =1,2,...,n. Ekkor Xy,...,X, pontosan

akkor fiiggetlenek, ha
P(X, =2, X, =2") =P(X, =2V).. . P(X, = 2"

teljesiil tetszdleges i;, . . ., 1, indexekre.
Legyenek X4, ..., X, egyiittesen folytonos véletlen vdltozok f egyiittes si-
riségfigguénnyel. Ekkor X, ..., X, pontosan akkor fiiggetlenek, ha

f(xh SR 71:”) = le(ml) S an<In)7
ahol in az X; suriségfiggvénye.

A folytonos esetben csak n = 2 esetén bizonyitunk. Az altaldnos eset
ugyanez, csak macerdasabb a jelolés. Ha a strtiségfiiggvény faktorizalodik,
akkor

oy
P(X <z Y <y)= / / fx(u) fy (v)dvdu

/ h-du/ fyr(v)dv = P(X < 2) P(Y <),

azaz a valtozok fiiggetlenek. Megforditva, tegyiik fel, hogy a valtozok fiig-
getlenek. Ekkor

PX<z,Y<y)=PX<z2)PY <y)

/ fx(u du/ fy(v
:[m[mﬁwmmmww

azaz fx(u)fy(v) az egyiittes stirtségfiiggvény, amint allitottuk. O
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6.5. Filiggetlenség és geometriai valészintiség

6.18. Definicié. Legyen T = [a1,b1] X ...[an,bn] egy n-dimenzids tégla, ahol —co < a; < b; < oo,
i =1,2,...,n. Az X = (X1,...,Xn) : © = T egyenletes eloszlastu véletlen valtozé T-n, ha tetszSleges
S =e1,d1] X ... X [cn, dn] résztéglajara T-nek

. (dl_cl)---(dn_cn)
P S = o Ta)  n—am)’

Ekkor X indukal egy geometriai valoszintségi mezst.

6.19. Allitas. Az X = (X1,...,Xn) véletlen vektorvdltozé pontosan akkor egyenletes eloszldsd a T =
[a1,b1] X ... X [an, bn] tégldn, ha minden i-re X; egyenletes eloszldsi [a;, bi]-n, és X1,..., Xn figgetlenek.

Bizonyitds. <: Legyen S = [c1,d1] X ... X [cn,drn]. Ekkor

P(X €S5)=P(X1 €[c1,d1],..., Xn € [cn,dn])

n

_ s (di =)

(b —ai)
=: Legyen i € {1,...,n}, a; < ¢; < d; < b; tetszdleges. Ekkor

P(Xi S [Ci,di}) =P(X; € [al,bl],...,Xi S [ci,di],...,Xn S [ambn])
=P(X €fa1,b1] X ... X [ci,di] X ... X [an,bn])
(di —ci) [1;24(b5 — a5)
;'L:1(bj —aj)

di — C;

bi—[li

Hasonléan igazolhato a fiiggetlenség az intervallumok esetén, ahonnan pedig kovetkezik altalanosan. [

7. Varhato érték

Egy kisérletet n-szer fiiggetleniil ismétliink és minden alkalommal megfigyel-
jik X értékét: Xy, Xo, ..., X,,. Ezen értékek atlagai egy szdmhoz tartanak,
ez lesz EX.

Motivacio

7.1. Definici6é. Ha X diszkrét véletlen valtozo 1, xo, . .. lehetséges értékek-
kel, akkor az X wdrhato értéke

EX =) zP(X =),
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ha ). |z;|P(X = z;) < o0.
Ha X folytonos véletlen valtozo f(x) strtségfiiggvénnyel, akkor az X
varhato értéke

EX = /OO yf(y)dy,

a [7° |ylf(y)dy < oo,

Folytonos eset magyarazata h hosszusagu intervallumokkal.

7.1. Varhato6 érték tulajdonsagai

7.2. Allitas. Legyenek X,Y wéletlen vdltozok, g : R — R, h : R? = R olyan
figguények, melyekre az dllitasokban szerepld vdarhato értékek léteznek. Ekkor

o0

=S gP(x =), By = [ gt

ahol f(x) az X sdrdségfiggvénye, és

=D (i y)P(X =, Y =), ill.
(]

pxY) = [ [ ne ) sodady,

ahol f(z,y) az (X,Y) folytonos véletlen vektorvdltozo siriségfiggvénye.

Bizonyitds. Csak az els6 allitast igazoljuk és csak diszkrét esetben. Mivel X
diszkrét, ezért g(X) is diszkrét yy, ya, . .. lehetséges értékekkel. Ezért

X):ZyjP(g(X)zyj)
= Z% Z P(X

irg(wi)=

—Z Z yP(X =)

J o g(xz

=2 Z =)

J ig(wi)=y;

:Zg z)P(X = x;).
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7.3. Allitas. A kovetkezdkben a,b valds konstansok, X,Y, X1, ..., X, vélet-
len wvdltozok.

(i) A vdrhato érték linedris, azaz tetszéleges a,b € R dllanddkra

EaX +b=aEX + 0.

(1)) Ha a < X <b, akkor a < EX < tetszdleges a,b € R szamok esetén.
(ii)) E(X+Y)=EX +EY.
(iv) Ha X1, Xo,..., X, véletlen vdltozdk, akkor

(v) Ha X ésY fiiggetlenek, akkor Egi(X)g2(Y) = Eg1(X)Egs(Y). Speci-
dalisan, ha X €ésY figgetlenek, akkor EXY = EXEY.

Bizonyitds. (i) Az el6z6 allitast g(x) = ax + b fiiggvénnyel felirva

E(aX +b) =) (az; +b)P(X = 2;) = aBX +b.

%

Folytonosra ugyanigy.

(i)
a=a) P(X=ux sz = EX<ZbP ;) = b.

Folytonosra ugyanigy.
(i) A 7.2 Allitast h(z,y) = x + y fliggvénnyel felirva

E(X+Y)= szﬁy] =Y =)
o Z'IZZP =, Y = +ZijP xh - y]) tvt
:Zmi =x; —|—ZyJ _y]

=EX + EY.

Csak diszkrét esetben bizonyitunk.
(iv) Kovetkezik (iii)-bol teljes indukcioval.
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(v) A 7.2 Allitast h(z,y) = g1(x)g2(y) fiiggvénnyel felirva
E(g (X ZZgl )2 (y;)P(X = 27, Y = y;)
= Z Z gl -CEi 92 yj X = xz)P(Y = y]) fiiggetlenség

=2 @)P(X =2) > a(y)P(Y =)

= E(g1(X))E(g2(Y)).
A folytonos esetben
E(g1(X / 91(2)g2(y) f (z,y)dzdy

:/ gl 92 y)fl( ) ( )d{L‘dy fliggetlenség

o0 —00

00 00
= / de / gz szukcessziv integralas
— 00 oo

= E(91(X))E(g2(Y)).
0

7.4. Példa. Csodaorszag munka torvénykonyve szerint egy cég minden mun-
késa fizetett szabadsagot kap azokon a napokon, amikor legalabb az egyikiik-
nek sziiletésnapja van. Ezen napok kivételével azonban az év minden napjan
mindenkinek dolgoznia kell. Minden munkas 1 TV-késziiléket készit egy nap
alatt. Hany alkalmazottat vegyen fel a cégtulajdonos, ha azt akarja, hogy a
gyartott TV-késziilékek szamanak a varhatod értéke maximalis legyen?

Legyen n az alkalmazottak szama. Jelolje X,, az egy évben gyartott TV-k
szamat, és legyen Y; az i-edik napon gyartott TV-k szama, i = 1,2,...,365.
Vilagos, hogy

X=Y1+Ys+ ...+ Y.

Masrészt Y-k azonos eloszlastuak, lehetséges értékeik n vagy 0, és

364\"
P(Y; = n) = P(nincs sziiletésnap az i-edik napon) = <%>

364
E(X,) =
(X,) =365n (365>
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Egyszerd szdmolassal kapjuk, hogy

E(Xy)

—— <1 & n <364,
E(Xn-i-l) N B

azaz a maximum az n = 364 és n = 365 helyeken vétetik fel.

7.5. Definici6. Az X véletlen valtozo k-adik momentuma E(X*), és k-adik
centralis momentuma E[(X — EX)¥], k =1,2,.... A 7.2 Allitas szerint

E(Xk) _ ZZ $§P<X - Xz), ha X diszkrét,
B 25 b f(x)da, ha X folytonos.

7.2. Szoéras, kovariancia, korrelaci6

7.6. Definicié. Az X véletlen véltozo6 szordsa D(X) = /E(X — E(X))2.

A szorés annak a mérGszama, hogy a valtozé mennyire tér el a varhato
értéketsl. Mivel E(X — E(X)) = 0, E|X — E(X)| pedig nehezen kezelhetd
(nem differencialhato az | - | fiiggvény), ezért ez a legegyszertbb ilyen.

7.7. Allitas. Tetszdleges X véletlen vdltozd és a,b valds szdmok esetén
(i) D*(X) = E(X?) — (E(X))*;
(ii) D*(aX +b) = a®D*(X);
(i1i) D(X) = 0 akkor és csak akkor, ha X = E(X), azaz X konstans véletlen
vdltozo.

Bizonyitds. A definici6 alkalmazéasa. m
Véletlen valtozok fiiggdségének mérdszamai a kovariancia és a korrelacio.

7.8. Definici6. Az X és Y véletlen valtozok kovariancidja
Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y - E(Y))],

korreldcidja
Cov(X,Y)

" i)

A kovariancia egyszeri tulajdonsagai:

7.9. Allitas. Tetszileges X, X1,..., X, Y. Y1, ..., Y,, véletlen viltozok és a,b
valos szamok esetén igazak az aldbbiak.

(i) Cov(X,X) =D2(X);
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(1)) Cov(X,Y) = Cov(Y, X);
(i1i) Cov(aX,bY) = abCov(X,Y);
(i) Cov (1, X, X0, V) = o, S, Cov(X,, Yy);
(v) ha X ésY figgetlenek, akkor Cov(X,Y) = 0.
Bizonyitds. Egyszert szamolas. O

7.10. Allitas. (i) |Cov(X,Y)| < D(X)D(Y) (Bunyakovszkij-Cauchy-Schwarz),
ahonnan adddik, hogy p(X,Y) € [-1,1];

(ii) ha p(X,Y) =1, akkor
D(X)

X=EX)+ %(Y —E(Y));
(11i) ha p(X,Y) = —1, akkor
X =E(X) - %(Y —E(Y)).

Bizonyitds. (i): Tekintsiik az U 4tV véletlen valtozot, ahol ¢ egy valos szam.
Mivel E[(U + tV)?] > 0, ezért a

p(t) = E[(U +tV)?] = *E(V?) + 2tE(UV) + E(U?) (1)
t-ben masodfoki polinom diszkriminansa nempozitiv. Azaz
A[E(UV)]? <4E(U*)E(V?), (2)

amibdl kovetkezik, hogy

[E(UV)| < VE(U?)E(V?).

Ezt az egyenl6tlenséget az U = X — E(X) és V =Y — E(Y) valtozokra
felirva kapjuk az allitast.

(i) és (ili): Ha |p(X,Y)| = 1, akkor a (2) egyenlStlenség U = X —
E(X) és V =Y — E(Y) valtozokra egyenldség, azaz a méasodfokt p polinom
diszkriminénsa 0. Ezek szerint

E[(X — EX)(Y — EY)] D(X

(
o E e b

~—

zérushely, vagyis
X —EX)+t(Y -E(®Y)) =0,

ami éppen a bizonyitando. ]
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Megjegyzés. Korreldacio jelentése. Ha p(X,Y) = 0, akkor X és Y korre-
ldlatlanok. A 7.9 Allitas (v) pontja szerint a fiiggetlenségbdl kovetkezik a
korrelalatlansidg. Forditva ez nem igaz, konnyt ellenpéldat gyartani. Min-
denesetre, minél kisebb a korrelaci6 annal gyengébb a két valtozo kozotti
fiiggés. A 7.10 Allitasbol pedig azt latjuk, hogy minél kozelebb van |p(X,Y)|
értéke 1-hez, annél erésebb a véaltozok kozotti fiiggés.

Ha a korrelacié pozitiv, akkor ha X nagy, akkor Y is nagy, ha pedig
negativ, akkor ha X nagy, akkor Y kicsi, és forditva. Ezek a megallapitasok
persze nem tehetGk nagyon precizzé, ez a szemléletes jelentés.

7.11. Allitas. Legyenek X1, Xo, ..., X, pdronként figgetlen véletlen vdlto-

zok. Ekkor
> (Z Xi) = Y DA(X).
i=1 i=1
Bizonyitds. Egyszertd szamolés. O

7.12. Példa. Egy szabalyos dobokockaval n-szer dobunk. Jelolje X a hatosok,
Y egyesek szamat! Legyen I; = 1, ha az i-edik dobas hatos, kiilonben 0,
J; = 1, ha az i-edik dobés egyes, kiilénben 0, i = 1,2, ..., n. Nyilvan

i=1 1=1

Tovabba I, ..., I, figgetlenek, és Jy, ..., J, is fliggetlenek.

Ekkor Iy, ..., 1, fuggetlen, Bernoulli eloszldsu véletlen véaltozok 1/6 pa-
raméterrel. A megfelel§ eloszlas P(I; = 1) = 1/6, P(I; = 0) = 5/6. A J-kre
hasonléan. A hatosok szama X binomidlis eloszldsi véletlen valtozo (n, 1/6)
paraméterrel. Eloszlasa

P(X = k) = by(n, 1/6) = (Z) (é)k <§>H k=01, . .n

A varhato értéket és a szorast a definici6 alapjan szamolhatjuk. Valoban,

és
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Es persze E(I;) = E(J;) = £, D*([;) =D?*(J;)) = 2,i=1,...,n. Az E(X),
D?(X) értékek meghatdrozasa szamolésabb:

E(X):ik.P(X:k)

26 @)

S ———E NG
-6 6
_nln=1)  n

36 6

Ezért 5

D*(X) = E(X?) — (E(X))* = nag

Sok szamolast megsporolunk, ha felhasznaljuk a (3) egyenletet és a 7.3
(iv) és 7.11 Allitasokat. Valoban,

B(X) = > B(L) = ¢.

és
- 5
D*(X) =) D*(I;)=n—.
() =2 D) = ngg

S6t, igy az X és Y kovariancidjat is konnyen meghatarozhatjuk. Vegyiik
észre, hogy ha i # j, akkor I; és J; fiiggetlenek, azaz Cov([;,J;) = 0,
kiillénben [;J; = 0, ezért Cov(1;, J;) = E(I;J;) — E(1;) E(J;) = —1/36. Tehat

1 1

Cov(X,Y) =) > Cov(l;, J;) = —25 = Mg

i=1 j=1 i=1
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korrelacidjuk pedig

Cov(X,Y) —ng B
PXY) = D) T we

1

£

Latjuk, hogy a korrelacié negativ, azaz ha sok hatost dobunk, akkor kevés
egyest, és forditva, ami teljesen természetes.

8. Nevezetes eloszlasok

8.1. Bernoulli-eloszlas

Az X véletlen valtozo p paraméterd Bernoulli-eloszlasi, X ~ Bernoulli(p),
p € [0,1], ha lehetséges értékei 0,1, és P(X = 1) = p =1—-P(X = 0).
Varhato érteke E(X) = p, szordsnégyzete D*(X) = E(X?) — (E(X))? =

p—p*=p(l-p).
Tipikus példa egy A esemény [, indikatorvaltozoja.

8.2. Binomialis eloszlas

Az X véletlen valtozo (n,p) paraméterd binomiélis eloszlasu, X ~ Bin(n, p),
n € {1,2,...}, p € [0,1], ha lehetséges értékei 0,1,...,n, és P(X = k) =
(Z)pk(l —p)"* k=0,1,...,n.

Ez tényleg eloszlas, hiszen a binomialis tétel szerint

n

> (Z)p’“(l -p)" =+ (1-p)" =1

k=0

Varhato értéke E(X) = np, szordsnégyzete D?*(X) = np(1 — p). Ez
ugyanigy igazolhatd, mint a fonti példaban.

Tipikus példa: egy p valosziniiségli A esemény bekovetkezéseinek a szamat
vizsgaljuk n fiiggetlen kisérlet soran. Ekkor, ha

1, ha a j-edik kisérletnél A bekovetkezett,
S e
0, kiilénben,

akkor I; ~ Bernoulli(p), és X = """ | I; ~ Bin(n,p). Ebbdl az elsallitasbol
gyorsan adodik a varhato értékre és a szorasnégyzetre adott formula.
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8.3. Poisson-eloszlas

Az X véletlen valtozd A paraméterid Poisson-eloszldsi, X ~ Poisson(p), A >
0, ha X lehetséges értékei 0,1,2,..., és

/\k
P(X =k) = Fe*& k=0,1,2,
Ez valoban eloszlas, hiszen
> m=¢
k=0
Vérhato értéke
E(X)=>)_ b
k=0
0 )\k—l
=\ e
= (k= 1)
=\

Masodik momentuma hasonléan szamolhato
E(X?) =)\ + ),
igy szorasnégyzete
D?(X) = E(X?) — (E(X))* = A

Poisson-eloszlas a binomidlis eloszlas hatareloszlasaként all els. Legyen
p = pn = A/n, valamely A > 0 szamra. Ha X,, ~ Bin(n,p,), akkor némi
szamolas utan

n—oo

i PO, = 1) = ()bt = g

Ezek alapjan azt latjuk, hogy akkor 1ép fel Poisson-eloszlas, ha egy kis
valoszintiségi eseményt sokszor ,ismételiink’™

e téves telefonhiviasok szama;
e autobalesetek szama;

e nyomdahubak szama egy oldalon;
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o foldrengések szama;
e csillagok szama egy adott térrészben;

e mazsolak szama a pudingban.

Az els6 példa Ladislaus Bortkiewicz (1868-1931) orosz kézgazdasztol (sta-
tisztikus) szarmazik: haldlos loragésok szama egy év alatt a porosz had-
seregben (20 évig figyelt 14 lovas ezredet). 1898: A kis szamok torvénye
(Bortkiewicz-eloszlas).

8.4. Geometriai eloszlas

Az X véletlen valtozo p paraméteri geometriai eloszldasu, X ~ Geo(p), ha a
lehetséges értékek 1,2, ... és

PX=k=>0-p)"'p, k=12,....

Ez tényleg eloszlas, hiszen

Mivel

ezért a varhato érték

B(X) =Y k(1 —p) ' =
k=1 p

A masodik momentum hasonldan szamolhatd
2—p

E(X?) = 2

és igy
L—p
P
Tipikus példa: addig ismétliink egy kisérletet, amig a vizsgalt A esemény
be nem kévetkezik.

D*(X) = E(X?) — (E(X))* =

39



A geometriai eloszléas a diszkrét orokifju eloszlés, hiszen ha k, ¢ € N, akkor

P(X >k+1)
P(X > k)
¢+ ,
:?:q =P(X > 7).

8.1. Példa. Kupongytjté probléma. Egy N kiilonboz6 elembdl allo soka-
sédgbol visszatevéses mintat vesziink. Jelolje S, azt a véletlen szamot, ahany
elemet kellett htiznunk, hogy kapjunk r kiillonb6z6 elemet. Hatarozzuk meg
S, varhato értékeét, szorasat, majd adjunk ezekre kezelhet§ aszimptotikus
egyenldséget.

Vezessiik be az X = Sp1 — Sg valtozot, Sy = 0. Ekkor X geometriai
eloszlast, ahol a siker valoszintisége p, = (N — k))/N.

P(X >k+(X >Fk) =

8.5. Egyenletes eloszlas

Az X véletlen valtozo egyenletes eloszlasi az (a,b) intervallumon, X ~
Egy(a,b), —0o < a < b < oo, ha siirtiségfiiggvénye

fy) = {ﬁ, ha y € (a,b),

0, kiilonben.

Ez tényleg stirdségfiiggvény, hiszen f >0, és [*°_ f(y)dy = 1.

Vegyiik észre, hogy ez ugyanaz a definici6, mint korabban, a geometriai
valoszintiségi mezonél. Valoban, ha (¢,d) C (a,b) egy tetszileges részinter-
vallum, akkor

d d—c
PX € (cd) = | fly)dy=7—
Eloszlasfiiggvénye
” 0, ha z < a,
)= [ fwdy={32 hae o),
e 1, ha = > b.

Momentumai, k£ > 1




Speciélisan
b
B(Y) = 7 DA(X) =

(b—a)’
12

8.6. Exponencialis eloszlas

Az X véletlen valtozo \-paraméteri exponencidlis eloszldsi, X ~ Exp()\),
A > 0, ha stirtiségfiiggvénye

Ae My >0,
fly) = {07 y <0,

Ez tényleg siirtiségfiiggvény. A megfelels eloszlasfiiggvény

Fla) = / " F)dy

B 1—e?, x>0,
o, z < 0.

Momentumai

B(X") = / Y f(y)dy = / YA dy
—00 0

ot [ ke de = At TR 1) = B

= 2¥e*dz = (k+1)= G

0
[tt félhasznéltuk, hogy a
() :/ y* e Vdy, a >0,
0

Gamma-fliggvényre teljesiil, hogy I'(k) = (k — 1)!, azaz a fiiggvény a fakto-
ridlis folytonos kiterjesztése. Ez az azonossag kovetkezik a

MNa+1) =al(«a)

azonossagbol, ami parcialis integralassal konnyen adodik.

Ezek szerint ) 1
EX)=-, D*X)=—.
(X)= 1, D(X) = 5

Az exponencialis eloszlas karakterizalja az tn. érokifju tulajdonsdg, vagy
emlékezet nélkiiliség. Ez azt jelenti, hogy tetszéleges x,y > 0 esetén

P(X > 24X > 1) = P(X > y). (4)
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Ez valoban azt jelenti, hogy az eloszlas nem oOregszik.
Ha X ~ Exp()), akkor ez teljesiil, hiszen

P(X>xz+y)
P(X > x)
=V =P(X >y),

PX>z+ylX>zx) =

ami éppen (4). A forditott irany, logaritmust véve, a Cauchy-féle fiiggvény-
egyenlet megoldasabol kovetkezik.

Tipikus példék: telefonhivas hossza, varakozasi idd, alkatrészek élettar-
tama, iivegpohar élethossza.

8.7. Normalis eloszlas

Az X véletlen valtozo normalis eloszldsi pi és o paraméterekkel, X ~ N(u,o?),

s s

i€ R, 0? > 0, ha stirtiségfiiggvénye

o = —6_ 202
Tuoy) = ——

A =0 és 0 = 1 paraméterekhez tartozo eloszlast standard normdlis elosz-
lasnak nevezziik. A normélis eloszlast nevezik Gauss-eloszlasnak is.
Kénnyen lathato, hogy f,, » fiiggvény p-re szimmetrikus, azaz f, ,(u+y) =
Juo(p —vy), y € R, p-ben van a maximuma, és p + o inflexiés pontok.
Ahhoz, hogy belassuk, hogy f,, strtségfiiggvény, el6szoér az alabbi lem-
méat igazoljuk.

8.1.1. Lemma. Az ffooo e 2 qt integrdl létezik mint improprius Riemann-
integrdl és értéke /2.

Bizonyitds. Legyen I = [ et /2dt6s I, = T e~ t/2dt, n € N. Ekkor I,, — I, amint n — oco. Jellje

Ry = {(z,y) : |z| < n,|y| < n} a 2n élhosszlisagt négyzetet és By, = {(z,y) : V/x2 + y? < n} az n sugart
korlapot. A szukcessziv integralas szabalya szerint

22142
12:// e~z dx dy.

20

Vezessiik be a J2 = [[; e (" +¥*)/2 dady jelolest. Ekkor J2 < I2 < J3,, hiszen By C Ry C Bap, ezért

elegendd belatni, hogy J2 — 27, amint n — oco. Attérve polarkoordinatékra az = rcosf, y = rsinf
helyettesitéssel a

n 27 2 n 2 2
Jfl:/ / e " /2rdrd9:27r/ re” " /Zdr:27r<1—e_" /2)
0 0 0

egyenldséget kapjuk, amibél limy,— 00 J2 = 27 adédik. O
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Az f, , figgvény nemnegativ. A t = (y — p)/o helyettesitéssel

_(y=m* w?
(y)dy = =7 d
/f“ v= / N
= 677dt:1,
/_oo\/27r

ahol az utols6 egyenldségnél a 8.1.1 Lemmat hasznaltuk. Azaz f,, valoban
strtiség.
A varhato6 érték

E(X) = / N Y fuo(y)dy

—00

o Ooy—,u (yé)Ql /oo,u (yu)21
= —— 2 —d — 2 —d
\/QW(/—OO o © ay+ _Ooae ’ ay

=M,

a szorasnégyzet pedig

D(X) = B((X — )
= / (v — 1) fuo(y)dy

o o y—H, _w=w?
o / (y— ) - = 207 dy
|: g ( ) _(yﬂé)2 > I o < - %)Qd
= B — y —_ ILL (& 20 —_— 20 y
V2T oo V2T )

= 0'2.

Tehét a definicioban szereplé két paraméter az a varhato érték és a szoras-
négyzet.

Az X eloszlasfiiggvénye a kovetkezSképpen szamolhato:

F(z) = P(X < )

/ fw v .

- |
oo 2V 27T Y

= ®((z — p)/o),

ahol

w= | F
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a standard normaélis eloszlas eloszlasfiiggvénye. Ebbdl a szamolasbol vilagos,
hogy elég a & fiiggvény értékeit ismerni, és ebbdl tetszéleges paraméterti
normélis eloszlas eloszlasfiiggvénye szamolhato.

Ugyancsak (5) egyszerii kovetkezménye az alabbi allités.

8.2. Allitas. Ha X ~ N(u,0?), akkor (X — p)/o ~ N(0,1).

S6t, ez kicsit altalanosabban is igaz: ha X ~ N(u,0?), és a,b valos
allandok, a # 0, akkor aX + b ~ N(au + b, a®c?).

A normaélis eloszlas nagyon erésen koncentralodik a varhato értéke kortl.
Valoban, ha X ~ N(u,0?) és Z ~ N(0, 1), akkor

P X —pl < Xo) =P(|Z] <))

=®(\) — (=)

= 2P()\) — 1
0,6827, A =1,

~ J0,9545, A =2,

~ 10,9973, A =3,
0,9999, X =4

9. Véletlen valtozok konvergenciaja

9.1. Markov és Csebisev egyenlétlenségei

9.1. Tétel. Markov-egyenlidtlenség Legyen X egy véletlen vdltozo (2, A, P)
valosziniségi mezdn, melynek véges a varhato értéke. Ekkor tetszdleges pozi-
tiv ¢ konstansra

B(X))

P(IX|>¢) <
Bizonyitds. Ha X diszkrét xq, xo, ... lehetséges értékekkel, akkor

P(IX|>c)= > PX=x)< ) |xci|P(X—xi)

itz >c itz =c

< Z@P(X =) = M

C

Ha X folytonos f stirtiségfiiggvénnyel, akkor

P(X|>0) = [ fly)dy< /| ) 9 )y

ly|>c ¢

< [ Mg, = 2ED

w € c
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A Markov-egyenlGtlenség egyszert alkalmazéasaval adodik a

9.2. Tétel. Csebisev-egyenldtlenség Legyen X eqy véletlen vdltozo (2, A, P)
valosziniségi mezdn, melynek véges a szordsa. FEkkor tetszdleges pozitiv c
konstansra

_Dx)

= 02

P(|X —E(X)| = ¢)
Bizonyitds. A Markov-egyenlGtlenség szerint

D*(X)

2

P(IX — B(X)| > ¢) = P((X — B(X)? > ) <

Cc

]

9.3. Példa. Most a Csebisev-egyenlGtlenség analizisbeli alkalmazasara adunk
egy szép példat. Weierstrass approximaciotétele szerint a polinomok szup-
rémum normaban stirtin vannak a zart intervallumon folytonos fiiggvények
terében. Az aldbbiakban erre adunk egy konstruktiv bizonyitast. Legyen f
folytonos fiiggvény a [0, 1] intervallumon. A hozzatartozo n-edik Bernstein-
polinom By, (f)(z) = > r_y f(k/n)(})z*(1—z)"*. Ekkor B,(f) egyenletesen
konvergal az f fliggvényhez, azaz

lim sup |Bu(f)(x) - f(x)] = 0.

n=0 ze0,1]

Ennek igazolasahoz vegytik észre, hogy B,(f)(x) = Ef(S,/n), ahol S, =
Xi+...+X,, 68 Xq,..., X, figgetlen azonos eloszlast Bernoulli(z) véletlen
valtozok (azaz P(X; =1) =2 =1—P(X; =0)). A Csebisev-egyenl6tlenség
szerint P(|S,/n — x| > ¢) < D?(S,)/(n*c*) = z(1 — z)/(nc?). Legyen € > 0
rogzitett. Mivel folytonos fiiggvény zart intervallumon egyenletesen folyto-
nos, ezért létezik olyan § = 6(g) > 0, hogy |u—v| < § esetén | f(u)—f(v)] < e.
Igy

[f(2) = Bu(f)(@)] = [E[f(z) = f(Su/n)]| < 2MP(|S,/n —z] > ) + ¢

2 _
D=(S,,) te< 2Mz(1 — x) e

< 2M
- n2H2 - nd?2 ’

ahol M az |f| maximuma a [0,1] intervallumon. A kapott becslés z-ben
egyenletes, ezért az allitast belattuk.
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9.2. Nagy szamok gyenge torvénye

9.4. Tétel. Csebisev-féle nagy szamok gyenge térvénye Legyenek X1, Xo, . ..
paronként fiiggetlen, véges szordsu véletlen wvdltozok, melyek kézos vdrhato
értéke p €s szordsnégyzete 0. Ekkor tetszbleges € > 0 esetén

X4 4 X
limP(’ SR n—,u’>5>:0.

n— 00 n

Bizonyitds. A paronkénti fiiggetlenség miatt
D*( X, +...+ X,) =no*.

A Csebisev-egyenlGtlenséget az X = X; + ... + X, valtozora folirva kapjuk,
hogy

Xi+...+ X, D*(X;+...+ X,
P(‘ 1+t —u‘>€>§ ( 1+22+ )
n nee

o2
)
ne?

ami tart 0-hoz. O

A bizonyitasbol latjuk, hogy a paronkénti fliggetlenség helyett elég kor-
relalatlansagot feltenni.
Specialis esetként adodik a

9.5. Tétel. Bernoulli-féle nagy szamok gyenge térvénye (1713) Jelélje S,
eqy p wvaloszintségii A esemény bekdvetkezéseinek a szamdt eqy kisérlet n
fiiggetlen ismétlése sordan. Ekkor tetszdleges € > 0 esetén

>5):O.

A tétel szerint a relativ gyakorisagok a fenti értelemben konvergéalnak az
igazi valoszintiséghez. Mivel a valdszintiség definiciojat a relativ gyakorisagok
tulajdonsagai motivaltak (additivitas), ezért a fenti tétel szerint a valoszint-
ség tényleg az, amit akarunk.

A fenti tételekben szereplé konvergencia a sztochasztikus konvergencia,
melynek altaldnos definicidja a kovetkezs.

lim P(‘&—p
n

n—oo

9.6. Definici6. Az (X,,),en véletlen valtozok sorozata sztochasztikusan kon-
vergdl X -hez, ha minden € > 0 esetén

lim P (|X, — X| >¢) =0.

n—oo
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Megjegyzés. A fenti tételekben szerepld gyenge jelzd arra utal, hogy a konver-
gencia sztochasztikusan teljesiil. ErGs konvergenciarol akkor beszéliink, ha a
véletlen valtozok majdnem biztosan konvergalnak. Pontosabban, az (X,,),en
véletlen valtozok sorozata majdnem biztosan, vagy egy valdsziniséggel kon-
vergdal X -hez, ha

3 ({w : lim X, (w) = X(w)}) —P(lim X, = X) = 1.

n—oo n—o0

Itt persze mar az is magyarazatra szorul, hogy az {w : lim,, ., X, (w) = X(w)}
halmaz valéban esemény, azaz eleme a megfelel o-algebrénak. Ez a o-
algebra tulajdonsagaibol kovetkezik. Erre részletesebben nem tériink ki.

A nagy szamok erGs torvénye a kovetkezd.

9.7. Tétel. Nagy szamok erds torvénye Legyenek X, X1, Xs, ... fliggetlen, azo-
nos eloszldsi véletlen vdltozok, véges B(X) vdrhato értékkel. Ekkor

lim iz Xi E(X) majdnem biztosan.
n

n—o0

9.3. Centralis hatareloszlas-tétel

A nagy szamok torvénye azt allitja, hogy fiiggetlen, azonos eloszlasu véletlen
valtozok atlagai kozel vannak a varhatd értékhez. Az alabbiakban ezt a
kozelséget tessziik precizzé.

9.8. Tétel. Centrdlis hatdreloszlds-tétel Legyenek X, Xy, Xs, ... fiiggetlen,
azonos eloszlasi véletlen vdltozok kézis B(X) = p vdrhato értékkel, és véges
D(X) = o szdrdssal. Ekkor tetszdleges © € R esetén

lim P <W < x) = (),

ahol
O(z) = L/x e’%d
V2T J_so Y
a standard normadlis eloszlds eloszldsfigguénye.

A tétel bizonyitasa mar komolyabb eszkozokkel, a karakterisztikus fiigg-
vények modszerével torténik.
A tétel indikatorvaltokra vonatkozo specidlis esete a

9.9. Tétel. de Moivre—Laplace tétel Jeldlje S,, egy p valosziniségd A esemény
bekovetkezéseinek a szamdat eqy kisérlet n fiiggetlen ismétlése sordn. Ekkor
tetszdleges © € R esetén

lim P (M < a:) = ®(x).

n—+00 np(1 —p)
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Valoban, korabban lattuk, hogy a p-paraméterd Bernoulli-eloszlas varhato

értéke p és szordsa /p(1 —p). A specidlis eset bizonyitasa a binomialis
egyiitthatok pontos aszimptotikidjanak meghatarozésaval torténhet.
9.10. Példa. A kakucsretyegei polgarmestervalasztason két jelolt van: A és B.
Kakucsretyege 40000 szavazoja egymastol fiiggetlentil, 1/2—1/2 valoszintség-
gel szavaz a két jelolt egyikére. A fesziilt politikai helyzet miatt a szavazatok
ujraszamlalasat rendelik el, ha a két jeloltre leadott szavazatok szdma kozott
legfeljebb 100 a kiilonbség. Mi a valészintisége, hogy ujraszamlélasra kertl
sor?

Ekkor tehat n = 40000, p = P(A-ra szavaz valaki) = 1/2. Legyen S,
az A-ra szavazok szama, ekkor n — S, a B-re szavazok szama. A kérdés
P(|S, — (n — S,)| <100). A CHT-ban el6fordul6 mennyiségek np = 20000
és \/np(1 — p) = 100. Igy a CHT szerint

P(|S, — (n — S,)| < 100) = P(=100 < 25, — n < 100)

=P (_()’5§ Sn—np §0’5)
Vv 1Pq
~ ®(0,5) — ¢(-0,5)

= 28(0,5) — 1 ~ 0,38,

Galton deszkaja. Sir Francis Galton (1822-1911): polihisztor, Darwin
unokatestvére. A centralis hatareloszlas szemléltetése. Az elsé sorban 1 ék
van, alatta 2, ..., az n-edik sorban n. Az n-edik éksor alatt van n+1 tartaly,
0-tol n-ig sorszamozva. Egy golyot elinditunk az elsé éknél, és a golyot min-
den ék 1/2 —1/2 valoszintiséggel tériti el jobbra vagy balra. Annak a val6szi-
niisége, hogy a golyo a k-adik tartalyban landol = 2% azon utvonalak szama,
ahol a goly6 k-szor megy jobbra és (n — k)-szor balra = 2%(2) Masként, ha
Sy, a golyo jobbra eltéritéseinek szama, akkor S,, binomidlis eloszlast (n, 1/2)
paraméterekkel. Ha sok golyot engediink le, akkor a haranggdrbe rajzolodik

ki a tartalyokban.

10. Statisztikai alapfogalmak

Az (9, A, P) harmast statisztikai mezdnek nevezzik, ha Q tetszéleges halmaz,
az eseménytér, A az események halmaza, P pedig valoszintiségi mértékek
halmaza.
A statisztikai problémék soran a megfelel valoszintiségi mérték kivalasz-
tasa, illetve ennek valamilyen tulajdonsaganak meghatarozésa a feladat.
Fiiggetlen, azonos eloszlasi véletlen valtozok egy X, X, X, ... sorozatat
statisztikai mintdnak nevezzik. Mivel statisztikai problémak soran a kozos
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eloszlast altaldban nem ismerjiik, ezért a kozos eloszlast hdttéreloszlasnak is
nevezik. Ha a minta véges, akkor n-elemi mintarol beszéliink. A minta egy
adott realizaciojat 1, ..., x, jeloli. A minta egy T fliggvényét statisztikinak
nevezzik.

10.1. Alapstatisztikak

Legyen X, Xs,..., X, egy n-elemd minta. A varhato érték, szorasnégyzet
és kovariancia empirikus megfelel6i az alabbiak. Ezek a megfelel6 elméleti
mennyiségek természetes becslései.

10.1. Definici6o. Az

i=1

Az (X1,Y7),...,(X,,Y,) minta empirikus kovariancidja

"
Il
|
=
|
o
2
=
|
~|

I — =

Az alabbi egyszerii allitas megkonnyiti az empirikus szorasnégyzet szami-
tasat.

10.2. Tétel. Steiner-tétel Tetszdleges x1, ..., x, értékekre és c valds szamra
li(ag —c)? = li(:c—f )2+ (T, — ¢)?
n : 1 n : 1 n n .
i=1 i=1
Bizonyitds. Egyszert szamolas. O

Ezek alapjan a ¢ = 0 valasztassal
=iy xr o @,y
n n — 7 n, -
10.3. Definicié. Az X1, ..., X, minta empirikus eloszldsfiigguénye
1, ..
Folx)=—={i: X; <z}.
n
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Az empirikus eloszlasfiiggvény indikatorvaltozokkal is definidlhato:
F,(x) 1&] (X; <x)
n\T) = — i S T).
{Cr—

A fiiggetlenség miatt I(X; < x),..., (X, < z) fiiggetlen Bernoulli-eloszlasa
véletlen valtozok p = F(x) paraméterrel, ahol F' a koézos elméleti eloszlas-
fiiggvény. Innen kévetkezik, hogy nF,(z) ~ Binom(n, F(z)). Ezzel belattuk
az alabbit.

10.4. Allitas. Legyen X1, Xo, ... az F hdttéreloszldsbol szirmazé minta, és
tekintsiik ennek az F,, empirikus eloszldsfiigguényét. Ekkor

F@)(1 - F(z))

n

E(F,(z)) = F(z), D*(F,(z)) =
Tovabbd, tetszdleges © € R esetén, tetszdleges € > 0 szdmra
lim P(|F,(x) — F(z)| > ¢) = 0.
n—oo

Az utolso allitas a nagy szdmok Csebisev-féle gyenge torvénye.
Megjegyzés. A gyenge torvények kapcsan megjegyeztiik, hogy a megfelel egy
valoszintiségil, vagy majdnem biztos allitasok is teljesiilnek. A kovetkezs,

statisztika alaptételének is nevezett eredmény egy ennél lényegesen erGsebb
allitast fogalmaz meg.

10.5. Tétel. Glivenko—Cantelli-tétel Legyen X1, Xs, ... az F' hdttéreloszlasbol
szdrmazo minta, €s jelélje F,, az n-elemd minta empirikus eloszldsfligguényét.

Ekkor
P (lim sup |F,(z) — F(x)| = 0) = 1.

n—oo z€R

10.6. Példa. Az x1 = 40, x9 = 45, x3 = 40, x4 = 42, x5 = 36 minta empirikus
eloszlasfiiggvénye:

y
1 °
i ] - o
3 ] - o
1] - o
0 36 10 42 45 x
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11. Pontbecslések

11.1. Német tank probléma

A TI. vilaghaboriban a szovetségesek a havi német tanktermelést akartak
megbecsiilni. Erre a kil6tt tankok sorozatszamabol tudtak kovetkeztetni. A
matematikai modell a kdvetkez6. Az 1,2, ..., N szamok koziil visszatevés nél-
kiil kivesziink k szamot (kil6tt tankok sorozatszama). Egy adott megfigyelés
(statisztikai minta) alapjan adjunk becslést N értékére.

Legyen a mintank nagysag szerint rendezve 1 < X; < ... < X} < N, és
ennek egy adott realizacidja 1 < z; < ... < xp < N. A k érték nagyjabol
(k + 1) egyenls blokkra osztja fol az {1,2,..., N} halmazt. Ezek szerint az
utols6 kimarado blokk hossza, N — X nagyjabdl megegyezik az

1 X

E[(Xl_1)+(X2_X1_1)+'-~+(Xk_Xk—1_1)]:?_1

atlaggal. Ezért N becslésére természetes jelolt a

~ k+1
le%Xk—l.

Hasonloan, az legkisebb megfigyelt érték el6tt varhatéan annyi elem van,
mint a legnagyobb megfigyelt érték utan, ezért ugyancsak természetes jelolt

N becslésére R
No = X, +X; — 1.

Ugy is gondolkodhatunk, hogy a megfigyelt értékek atlaga nagyjabol (N +
1)/2 kell, hogy legyen, és ebbdl N becslésére

Xi+.. + X
k

Ny =2 1
adodik.

Melyik becslés jo ezek koziil? Ehhez sziikségiink van a becslések tulaj-
donséigainak vizsgalatara, kiilonbozé becslések Osszehasonlitésara.

11.2. Torzitatlansag

A tovabbiakban (€, A, P) egy statisztikai mezs, ahol P = {Py : § € ©}. A
feladat az ismeretlen # paraméter, vagy annak valamely fliggvényének becs-

lése egy minta alapjan.
Bevezetjiik az X = X,, = (X1,..., X,,) jelolést.
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11.1. Definici6. A T'(X,,) statisztika ¢ (0) torzitatlan becslése, ha
E¢(T(X,)) = 1(f) minden 6 € O esetén.
A T(X) statisztika () aszimptotikusan torzitatlan becslése, ha
lim EQ(T(XH)) =1 (f) minden 6 € O esetén.

c stz

dik a kovetkezd.

11.2. Allitas. A mintadtlag torzitatlan becslése a vdrhato értéknek, feltéve
hogy az létezik.

Vegyiik észre, hogy a minta tetszéleges konvex kombinacioja torzitatlan
becslése lesz a varhato értéknek. Igy specidlisan egyetlen mintaelem X is
torzitatlan becslés. Tehat a torzitatlansag énmagaban nem sokat mond.

11.3. Allitas. Legyen X, X1, Xo, ... figgetlen, azonos eloszldsi minta, eqy
olyan eloszldsbdl, melyre minden 6 € © esetén Di(X) < oo. Ekkor az empi-
rikus szordsnégyzet nem torzitatlan, csak aszimptotikusan torzitatlan becslése
a szordsnégyzetnek. A korrigdlt empirikus szordsnégyzet

n

1 — n
Z2 - X’L _XTL 2 = 2

=1

torzitatlan becslése a szorasnégyzetnek.

Bizonyitds. A Steiner-tétel és a szoras definicioja alapjan

By(53) = - D Eg(X7) — By (X))

n—1
— " (Bo(X?) - (B(X))?)
n—1
= D2(X
n 9( )7
amibdl mindkét allitas adodik. O

11.3. Hatasossag

11.4. Definicid. Legyen 71, T a 1(0) két torzitatlan becslése. A Ty hatdso-
sabb mint a T5, ha

D3 (Ty) < D;(Ty) minden # € O esetén,

és legalabb egy 6y € O esetén szigora egyenlStlenség teljesiil. Egy torzitatlan
becslés hatdsos, ha barmely mas torzitatlan becslésnél hatasosabb.
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Hatasos becslés nem mindig létezik, azonban ha létezik, akkor egyértelm.

11.5. Tétel. Ha a hdttéreloszlas mdsodik momentuma véges, akkor a linedris
becslések kozott a mintadtlag a leghatdsosabb becslése a vdrhato értéknek.

Bizonyitds. Egy linearis becslés sziikségképpen
T(X)=> aX;
i=1

alaku, és mivel a becslés torzitatlan, ezért Y | ¢; = 1. Ekkor a fliggetlenség
miatt

D; (i Cin) = D3(X) icf

ahol az egyenl6tlenség a szdmtani és négyzetes kozép kozotti egyenlétlenség
miatt teljesiil (persze a Cauchy—Schwarz is hasznélhaté)._Pontosan akkor van
egyenlgség, ha ¢; = 1/n, i = 1,...,n, azaz ha T(X) = X, amint allitottuk.

O

Nem mindig a mintaatlag a leghatasosabb becslés a varhato értékre. Az
egyenletes eloszlas esetén van hatésosabb becslés.

11.6. Példa. Legyen Xi,..., X, egy minta a Egyenletes(0, 0) hattéreloszlas-
bol, 6 > 0. Ekkor X, torzitatlan becslése a /2 varhato értéknek. Jelolje X
a minta maximalis elemét. Ekkor

n+1

T(X) =X

is torzitatlan becslése (6/2)-nek, és hatasosabb, mint X.

11.4. Konzisztencia

11.7. Definicié. A T'(X,,) statisztika gyengén konzisztens becslése 1(0)-nak,
ha tetszdleges 6 € © és € > 0 esetén

lim Py (|T(X,) — ¢(0)] > ¢) = 0.

n—oo
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A nagy szamok Csebisev-féle gyenge torvénye éppen a mintaatlag gyenge
konzisztenciajat jelenti.

11.8. Allitas. Ha a hdttéreloszlds szordsnégyzete létezik, akkor a mintadtlag
gyengén konzisztens becslése a vdrhato értéknek.

Megjegyzés. Hasonloan definialhaté az erds konzisztencia, ami a gyenge kon-

c stz

nem biztos konvergenciat jelent. A nagy szamok erds térvénye éppen a min-
taatlag erds konzisztenciajat jelenti.

A Csebisev-egyenlétlenség alkalmazésaval kapjuk az alabbit.

11.9. Allitas. Ha T(X,) aszimptotikusan torzitatlan becslés 1(0)-ra, és

lim D3(T(X,)) =0 minden 6 € © esetén,

n—o0
akkor T'(X,,) gyengén konzisztens becslése 1)(0)-nak.

Bizonyitds. A Markov-egyenlGtlenség szerint

By ((T(X,) = (0))")

Py (IT(X,) — (6)| > ) < g

Tehat elég latni, hogy a szamlalo 0-hoz tart. Ez pedig kovetkezik az aszimp-
totikus torzitatlansaghol és a feltételbdl, hiszen

E; (T(X,) = 9(6))") = Eo (T(X,) — Eo(T(X,)))" + (Eo(T(Xa)) — 4(6))°
= D}(T(X,)) + (Eo(T (X)) — v(6))°,
ahol mindkét tag 0-hoz tart. O

11.10. Tétel. Ha E¢(X*) < 0o, minden 0 € O esetén, akkor mind az empi-
rikus szorasnégyzet, mind a korrigdlt empirikus szordsnégyzet gyengén kon-
zisztens becslése a szordasnégyzetnek.

Bizonyitds. A 11.9 Allitas szerint azt kell igazolni, hogy

lim D3(S?) =0 ¢és lim D3(Z2) = 0.

n—oo n—oo

Ez hosszadalmas, de egyszerd szamolas.
Mivel mindkét statisztika véaltozatlan marad, ha a mintaelemeket eltoljuk,
azaz X1, Xa, ... helyett a X1 —c, Xo—c, ... értékeket tekintjiik, ezért foltehets,
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hogy Ey(X) = 0. Ekkor Eo(X?) = 02. Az aszimptotikus torzitatlansag
bizonyitasanal lattuk, hogy

—1
Ey(S2) = ———0?,
n

ezért

D35 = B(s) - (" 102)2.

n

A Steiner-tétel alapjén
s2= Ly xe o (x,)
n n — [ n :
Igy
4\ 2 2 )
esh - e | (37) |- 2 | () (30
1 - !
ESS (z X,)

A fliggetlenség miatt, és mert Ey(X) = 0, az Eo(X;X; X, X,) varhato érték
pontosan akkor nem 0, ha az i, j, k, ¢ indexek kozott 2 — 2 megegyezik. Ezért,
némi szamolés utén

n 2
Ey (Z Xf) — nEy(X*) + n(n - 1)o,
i=1

Ey (Z Xf) (Z Xi) = nEp(X*) + n(n — 1)oy,

n 4
E, (Z XZ»> = nEy(X*) + 3n(n — 1)0;.
=1

Amit visszahelyettesitve

—1 2 1 2 1
Ey(S)) = o'2 <1 —at 32) +Ey(XY) (_ 2T _) .
n n n

n n? nd
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Végiil kapjuk, hogy

—1/ 1 3 12 1
D22 =t (2 ) LB (- 2
9( n) o n+n2 + 9( ) n + )

n n? = nd
ami 1/n rendben tart 0-hoz. Mivel Z? = -2-S2  ezért

2

D;(Z,) = ;D5(S7)

n
(n—1)
is tart 0-hoz. Ezzel a tételt belattuk. O

11.11. Tétel. Legyen (X,Y), (X1,Y1),... olyan statisztikai minta, melyre
Ey(X*) < oo, Eg(Y?) < 00, minden 0 € © esetén. Ekkor a

=1

empirikus kovariancia gyengén konzisztens becslése a kovariancidnak.

12. Becslési modszerek

12.1. Maximum likelihood modszer

A maximum likelihood moédszer, vagy a legnagyobb valoszintiség elve, sta-
tisztikdban nagyon gyakran hasznalt paraméterbecslési eljaras. Tekintstink
egy (9, A, P) statisztikai mez6t, ahol P = {Py: 0 € ©}, ahol © C R* (alta-
laban egy-, néha kétdimenzios). Egy adott x = (21, ..., x,) realizaci6 esetén
azt a 0 paramétert fogadjuk el, mely mellett a legnagyobb a valoszintisége az
adott realizacionak.

A preciz altalanos definicié el6tt nézziink egy példat. Tegyiik f6l, hogy
egy Bernoulli-eloszlasbol vesziink mintat, ahol a paraméter 6 € [0, 1] ismeret-
len, ezt akarjuk becsiilni. Tehat X3, ..., X, fiiggetlen Bernoulli(#)-eloszlasu
véletlen valtozok. A fiiggetlenség miatt

Py (X1, ., Xp) = (21,0, 3,)) = 0= (1 — )"~ 2i=1 %4,

Innen latjuk, hogy csak az szamit a mintabol, hogy hanyszor kovetkezett be
a vizsgalt esemény. Tehat az (zq,...,x,) realizaciohoz tartozo valoszintség,
ha 6 a valodi paraméter

Lo(z1,...,2,) = 0" (1 = 0)" ]
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ahol s, = >  x;. Azt a @ értéket gondoljuk az igazi paraméternek, mely
esetén az adott kimenetel a legvaloszintibb. Azaz a 6 paraméter becslésére
azt a 0 értéket valasztjuk, melyre

Lj(x) = sup Ly(x).
0€[0,1]

Rovidebben

§ = argmax { sup Ly(x)}.
0€l0,1]

Adott s, n értékek mellett keressiik a
Ly=6°(1—0)""°
fiiggvény maximumat a 6 € [0, 1] intervallumon. Lederivalva

d _ pns—1 n—s—1
@L@—Q (1-20) (s — nb).

Latjuk, hogy a derivalt pozitiv a [0,s/n) intervallumon, s/n helyen 0, és
negativ az (s/n, 1] intervallumon. Ezek szerint a

0(x) = %"

becslést kapjuk, ami éppen a relativ gyakorisag, vagy empirikus varhato ér-
ték.

12.1. Definici6. Amennyiben Py melletti hattéreloszlas diszkrét minden
0 € © paraméterre, akkor a likelihood-fiigguény

n

Lo(x) = Lo(x1, ..., 2) = Py(X =x) = [[ Po(X = ;).

j=1

Ha Py melletti hattéreloszlas folytonos minden 6 € © esetén és stirtiségfiigg-
vénye fy, akkor a likelihood-fligguvény

n

Lo(x) = Ly(x1,...,2,) = Hfg(ﬁ(]z)

j=1
A 0 paraméter maximum likelthood becslése az x minta alapjan

f(x) = argmax {sup Ly(x)}.
)
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A szorzatalak miatt altaldban kényelmesebb a likelihood fiiggvény loga-
ritmusaval szamolni, amit log-likelihood fiiggvénynek neveziink, azaz

£o(x) = log Ly ().

Mivel a logaritmus fiiggvény szigorian monoton nd, ezért L és ¢ maximum-
helye megegyezik.

A Cramér-Dugué tétel szerint bizonyos altalanos feltételek mellett a )
maximum likelihood becslés erdsen konzisztens (és akkor persze gyengén is),
aszimptotikusan torzitatlan és aszimptotikusan hatasos becslés 6-ra.

12.2. Példa. Hipergeometrikus eloszldsbol vett minta ML becslése. Egy terii-
leten meg akarjuk becsiilni az ott él6 madarak ismeretlen N szdmat. Meg-
gytrtiziink M madarat, majd befogunk n < M madarat, melyek koziil m
van meggytriizve. Tegyiik fol, hogy m > 1, kiilénben fogjunk még madarat.
Megadjuk N ML becslését.

A likelihood fliggvény

() G
()
ahol X jeloli a mésodszorra befogottak koziil meggyiirtizottek szaméat. A

feladat meghatarozni, hogy ez milyen NV esetén lesz maximélis. Ez az N lesz
a ML becslés. Egyszeri szamolassal
Lyi1(m) (N+1—=m)(N+1—n)

In(m) N+ )N +l-M—n+m) "

LN(m) = PN<X = m) =

pontosan akkor teljestil, ha
N<——1.
m

Ezek szerint az (Ly(m))nsa sorozat monoton né [nM/ml-ig, ahol [-] az
egészrésziliggvény. Ezek szerint N ML becslése

N {ﬂ] |
m
Ez persze logikus is.
12.3. Példa. Poisson-eloszlds paraméterének ML becslése. Legyenek X1, ..., X,
fiiggetlen, Poisson(\) eloszlasu véletlen valtozok. Adott x = (z1,...,x,) re-

alizaci6 esetén a log-likelihood fiiggvény

lH\(x) = logH A e = ixl log A\ — ilogmi! — An.
i=1 i=1

;!
i=1 "
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A maximumhelyet derivalassal hatarozhatjuk meg,

déA Z i

amibdl a
1 n
=1

likelihood egyenlet adodik. Az T zérushely valéban maximum, tehat

~

A=T.
Azaz az ML becslés éppen a mintaatlag. Lattuk, hogy ez torzitatlan, gyengén
konzisztens becslés.

12.4. Példa. Exponencidlis eloszlds. Legyenek Xi, ..., X, figgetlen, Exp()\)
eloszlasu véletlen valtozok. Adott x = (xy,...,z,) realizaci6 esetén a log-
likelihood fliggvény

= log ﬁ e i =pnlog A — A z”: X;.
i=1 i=1

Innen a .
n
=1
likelihood egyenlet adodik, aminek megoldésa
~ 1
/\ - —_.
T

Ez valoban maximumbhely.

12.5. Példa. Normdlis eloszlds. Legyenek X1, ..., X, fiiggetlen, N(u, 0?) el-
oszlasu véletlen valtozok. Adott x = (x1,...,x,) realizaci6 esetén a log-
likelihood fiiggvény

(zz )2
g(%az log H 5o u

n

n 1
— (log(27) + log %) — 252 > (@i — ).

i=1
Vegyiik észre, hogy tetszbleges o2 esetén log-likelihood fiiggvény

= Ty
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helyen lesz maximalis. Azaz a maximumbhely p-ben nem filigg o-tol. Ezt
visszahelyettesitve, a

n 2 n w2
—§(log(27r) +logo”) — 27;25”

fiiggvény maximumét keressiik o2 fiiggvényeként. Lederivalva

df(fn,O'Q) . _E ( ]. B S,?L >

do?2 2 \o?2  (02)2

Innen a

02 =52
becslést kapjuk. Kénnyen lathato, hogy ez valoéban maximum hely. Tehat, a
ML becslés

(,0%) = (Tn, Sp)-
Lattuk, hogy T, torzitatlan, konzisztens, mig S? aszimptotikusan torzitatlan
konzisztens becslés.
12.6. Példa. Egyenletes eloszlds. Legyenek X, ..., X, fuggetlen Egyenletes(a, b)

véletlen valtozok. Adott x realizacio esetén jelolje xin €S Tmax a legkisebb
és legnagyobb mintaelemet. Ekkor

1 n
L(a,b)(x) = <b — CL) [(a < Lmin, Tmax < b)

Ez akkor maximaélis, amikor az indikator 1, és b—a a lehet6 legkisebb. Tehat
a

~

(a\? ) = (xmina xmax)

lesz az (a,b) ML becslése. Kénnyen lathato, hogy ez aszimptotikusan torzi-
tatlan, konzisztens becslés.

12.2. Momentumok modszere

A modszert altalaban t6bb paraméter egytittes becslésére hasznaljak. Tegyiik
fel, hogy 0 = (61, ...,0k), azaz k > 1 paraméteriink van. Valasszunk k darab
momentumot, altaldban az elsé k-t, amelyek egyértelmtien meghatéarozzak a
0 = (01, ...,0) paramétert. Vezessiik be a

mj:Eg(Xj):gj(Ql,...,Qk), j:1,2,...,k’,

jelolést. Az, hogy az els6 k momentum egyértelmiien meghatarozza a para-
métereket, azt jelenti, hogy vannak olyan hq, ..., hy fliggvények, hogy

hi(ml,...,mk):@-, Z:1,2,,k’
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12.7. Definicié. A 0 = (04, ...,0;) momentum becslése a

-~

0, = hi(fn, ..., "), i=1,2,... k

statisztika, ahol m; az empirikus i-edik momentum, azaz

1 n
fl\ll:—é [L’;, 2:1,2,,]€
n <
J=1

A nagy szamok erds / gyenge torvénye szerint lim, ., m; = m; egy va-
loszintiséggel. Innen pedig egyszertien adodik, hogy 6; erGsen konzisztens
becslése 0;-nek minden i-re.

A Poisson-, exponencialis és normalis eloszlas esetén a paraméter(ek) mo-
mentum becslése megegyezik a ML becsléssel.

12.8. Példa. Poisson-eloszlds. A Poisson-eloszlas paramétere megegyezik a
varhato értékkel, azaz mi; = E\(X) = A, azaz hq(z) = z, vagyis a A paramé-
ter momentum becslése

s

/\:mlz n

éppen a mintaatlag.

12.9. Példa. Ezponencidlis-eloszlds. Az exponencialis eloszlés esetén azaz

m; = Ey(X) = %, azaz hi(r) = z7', vagyis a A paraméter momentum
becslése . ]
>\ - = = —,
my T

éppen a ML becslés.

12.10. Példa. Normalis eloszlds. Ha X ~ N(p, 0?), akkor my = E(, ,2)(X) =
o és my = B, ,2)(X?) = 0% 4+ p?. Tehat
hi(mi,mg) =ma,  ha(my, me) =my — mf

Az empirikus momentumokat behelyettesitve

Azaz a mintaétlag és az empirikus szérasnégyzet a megfelel§ becslések.

Az egyenletes eloszlas momentum becslése nem egyezik meg a ML becs-
léssel.
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12.11. Példa. Egyenletes eloszldis. Ha X ~ Egyenletes(a,b), akkor m; =
Eqp)(X) = “T“’ &s my = Eqp) (X?) = M Rovid szamolas utan kapjuk,
hogy

a=my —/3(mg —m2), b=my+1/3(my—m3).

Mivel my =T, és my — (T,)? = s2, igy a

momentum becslést kapjuk.

13. Konfidenciaintervallumok

Eddig az ismeretlen paramétert egyetlen szammal becsiiltiik. Most egy egész
intervallumot szeretnénk megadni, amibe a paraméter nagy valdszintiséggel

beleesik.

13.1. Definicié. A (71(X), T2(X)) statisztikaparral definialt intervallum leg-
aldbb 1 — € szintd konfidenciaintervallum a 1(0) paraméterre, ha

Py(T1(X) <9(0) <Tr(X)) > 1—¢, VOe€O,

ahol € > 0 el6re adott kicsi szam.
Amennyiben a fonti > helyett = szerepel, akkor (71(X), 7»(X)) pontosan
1 — e szintd konfidenciaintervallum.

Az 1 — ¢ érték a szignifikanciaszint, altaldban 95% vagy 99%.

13.1. Konfidenciaintervallum normalis eloszlas varhato ér-
tékére ismert szoras esetén

Legyenek X, ..., X,, ~ N(u,0?) fiiggetlen véletlen valtozok, ahol u az isme-
retlen paraméter, o2 ismert. Megadunk p-re pontosan 1 — € szintt konfiden-
ciaintervallumot.

Mivel X torzitatlan, erésen konzisztens becslés pi-re, ezért az intervallu-
mot (X — r., X +r.) alakban keressiik.

Sziikségiink lesz az alabbi allitasra, melyet nem bizonyitunk.

13.2. Tétel. Ha X,Y fiiggetlen normalis eloszlasi véletlen vdltozok akkor
X +Y is normalis eloszldsi.
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Ebbdl indukcioval az is kovetkezik, hogy fliggetlen normaélisok Osszege
normalis, és persze a varhato értékek osszeadodnak (azok mindig), és a szo-
rasnégyzetek is Osszeadddnak (hiszen fiiggetlenek az Gsszeadandok). Ezeért
X ~ N(u,02/n). Tehat

. _ r. X —pu e
P(X—-ri<pu<X+4r)=P,(— < <
il e h re) g ( oo/\/n oo /vn Uo/\/ﬁ>

() ()

0o 00
=2 (\/ﬁm) -1
00
=1—e¢g,
azaz
o (ﬁra) _,_c
o) 2
Tehat az

Uejp = P71 —¢/2)

jeloléssel, ahol ®~1 a ® fiiggvény inverze, a keresett 1 — e szinti konfidencia-

intervallum
y . Ue /200 y_i_ Ue /200
— .
Vn NLD
Vegyiik észre, hogy a szignifikanciaszint névelésével, azaz ¢ csokkenésével,
az intervallum hossza nd, a mintaelemszam névelésével pedig csokken.

13.2. Konfidenciaintervallum normalis eloszlas varhato ér-
tékére ismeretlen szoras esetén

A feladat ugyanaz, mint az el6bb, csak most nem mondja meg senki a szorast.
Tehat a szorast is becsiilni kell. A fenti szamolasnal az volt a kulcs, hogy

Z?:I(Xi — )
Vno

Ismeretlen o esetén ezt becsiiljiik a korrigalt empirikus szoérassal és kapjuk a

standard normaélis.

statisztikat, ahol




a korrigalt empirikus szoras. A kapott statisztika tgynevezett Student-
eloszlasu, ami a kovetkezd.

13.3. Definici6. Legyenek Y és Yi,... Y, fliggetlen standard normaélisok.

Ekkor a v
\/(Y12+...—|—Yn2)/n

valtozo n szabadséagi foku Student-eloszlasu (vagy t-eloszlasi) véletlen valto-
z6. Eloszlasfiggvénye @, (z) = P(T, < x).

A ®,, értékel is tablazatba vannak szedve.

Vegyiik észre, hogy a (7) nevezGjében 1 varhato értéki fiiggetlen azonos
eloszlastu véletlen valtozok atlaga szerepel. Ha n tart a végtelenbe, akkor a
nagy szamok torvénye szerint ez a hanyados a varhato értékhez, azaz 1-hez
konvergal. Vagyis, ha n nagy, akkor a (7) hanyados nevezGje 1, igy maga
a hanyados egy standard normélis eloszlashoz van kozel. A Student-eloszlas
tablazatabol lathatjuk, hogy az eloszlasfiiggvénye nagy n esetén majdnem
megegyezik a standard normalis eloszlasfiiggvénnyel.

Most is kell egy eredmény, amit nem bizonyitunk.

13.4. Tétel. Legyenek Xi, ..., X, figgetlen normdlis eloszldsu véletlen vdl-
tozok p vdrhato értékkel és o szordssal. Ekkor az X, mintadtlag és az S?
empirikus szordasnégyzet fliggetlenek. Tovdbbd a

Xn— 1
vn 7

hdanyados n — 1 szabadsagi fokiu Student-eloszldsii.

Ezen az allitason azért meg kell lep&dni egy kicsit, nevezetesen a fiigget-
lenségen. Az az allitas, hogy az ugyanabbél a mintabol szamolt mintaétlag
és empirikus szorasnégyzet fiiggetlenek.

Ezek utan a konfidenciaintervallum meghatarozasa pontosan tgy megy
mint kordbban, csak nem ®-bdl hanem ®,,_;1-bdl szamolunk kritikus értéket.
Tehat keressiik a konfidenciaintervallumot [Yn — 1, X+ re] alakban. Ekkor
a definici6 szerint

— — B B Te 7—# Te
PuE << Xar) =P (- e < ol <

o ()0 ()

=1-—g¢,
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azaz

Itt még annyit felhasznaltunk, hogy a Student-eloszlas is szimmetrikus, azaz
O, 1(—z) =1—P,_(z). Tehat az
tepy = ©,1,(1 - ¢/2)

jeldléssel, ahol @', a ®,_; fiiggvény inverze, a keresett 1 — ¢ szintii konfi-
denciaintervallum

— teZn —
(x- 2 x

vn

13.3. Konfidenciaintervallum normalis eloszlasok varha-
t6 értékének kiilonbségére

Sokszor talalkozunk olyan problémaéaval, ahol kiilonbozé adatokat akarunk
Osszehasonlitani. Tegyiik fel, hogy azt akarjuk eldonteni, hogy valamilyen
vérnyomascsokkentd hatésos-e. Ekkor van egy Xi,..., X, ésegy Y1,...,Y,,
mintank, ahol az X-ek az adott gyogyszert szedsk (szisztolés) vérnyomaésa,
mig a Y-ok a kontrollcsoportban a vérnyomasértékek. Azt szeretnénk eldon-
teni, hogy az X-ek varhato értéke kisebb-e, azaz hatasos-e a gyogyszer.

Legyenek tehat Xi,..., X, fliggetlen, normalis eloszlasi véletlen valto-
z0k p; varhato értékkel és o szorassal, mig Yi,...,Y,, fiiggetlen, normalis
eloszlasu véletlen valtozok, melyek az X-ektdl is fliggetlenek, és a varhato ér-
tekiik po, szorasuk o. Tehat feltessziik, hogy a szordsok egyenldek. A py — o
kiilénbségre konstrualunk konfidenciaintervallumot. Nyilvan j; becslése X,,,
mig /12 becslése Y,,, tehat a 6 = ju; — po kiilonbséget a

5=X,-Yn
mennyiséggel becsiiljiik. Ennek a szorésa a fiiggetlenség miatt

=~ - — 1 1 1 1
D2(3) = DX(X,)) + DX(V,) = ~0> + —o = o° <_ + _) |
n m n m

A 13.2 Tétel szerint X,, és Y, is normalis eloszlastiak, és mivel fiiggetlenek
ugyanezen tétel szerint a kiilonbségiik is normalis eloszlasu (na jo itt hasz-
naltuk, hogy normalis eloszlast valtoz6 —1-szerese is normalis, de ezt lattuk
korabban). Tehat § normalis eloszlast, varhato értéke iy — o, szorasnégyzete
pedig o?(n~! +m™!). Tehat

7n _?m - (Ml - NQ)
ovn—t+m-1
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standard normalis. Ebbdl pedig legyarthatjuk a konfidenciaintervallumot a
kordbban latottak szerint. A konfidenciaintervallumot a szimmetria miatt
(0 — 72,0 4 r.) alakban keresve

|3\_ 5| < Te
ovnt+m1 ovnlt4+m!

p (5 € [3—r57§+r5]) —P (

TE
=20 | — | —1=1—¢,
<a\/n1 + m1>

ahonnan kapjuk, hogy
re =ovVn L+ m-1d (1 —¢/2).

Tehat a konfidenciaintervallum

o . 2 2 o o 2 2
Xn—Ym—\/0—4—U—<I>‘1<1—E),Xn—Yer\/U—JrU—@‘l(l—E) .
n m 2 n m 2

Ez persze csak akkor mitikodik, ha ismerjiik a szoérast. Ha nem ismerjiik
azt is becstiljiik. Mivel az elméleti szorasok megegyeznek, ezért a szorasnégy-
zet becslése

1 n . m o
Dyy=—""—"— X; — X,)? Y, —Y,,)?
= s [ R 3 -

i=1 j=1

Ez torzitatlan becslése a szorasnégyzetnek, hiszen lattuk korabban a 11.3
Allitasnal, hogy

EY (X;-X,)’=(n-1)0" &BEY (V;-Y,)"=(m-1)d"
i=1 j=1

A 13.4 Tételbsl kovetkezik, hogy

yn _?m - (/~L1 - /~L2)
\/Dn,m\/nil +m!

Student-eloszlasu n+m — 2 szabadsagi fokkal. Ezért ugyanigy szamolhatunk
konfidenciaintervallumot, mint ismert szorasnal, csak a Student-eloszlasbol
kell kritikus értéket szamolni. Azaz a konfidenciaintervallum

€ €

(%= ael, (1= 5) K- Varaed, (1= ).

ahol
1 1
A=+/Dymr|—+ —.
’ n+m
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14. Hipotézisvizsgalat

14.1. u-préba

Legyen X normalis eloszlast véletlen valtozo ismert o szoérassal, és ismeret-
len p varhato értékkel. Azt szeretnénk eldonti egy (X7, ..., X, ) figgetlen
minta alapjan, hogy igaz-e hogy a varhato érték .

A nullhipotézis, amit igaznak tesziink fol az az, hogy a véarhato érték
valoban 1y, mig az ellenhipotézis, vagy alternativ hipotézis az az, hogy ez
nem teljesiil. Azaz

Hy: p=py vs. Hi: p# po. (8)

Az

X —
U = "—MO\/E (9)
0o

statisztika standard normélis eloszlast a H fennéllasa esetén. Nagyon fontos
megjegyezni, hogy ha H; all fenn, akkor u nem standard normalis. Legyen
e > 0 rogzitett szignifikanciaszint. Az u.j, = ®71(1 — ¢/2) jeldléssel,

~ Ueg /200 = Ug /200
P, (Mo € (Xn— \//ﬁ X+ \//ﬁ )) =P, (Jul Sucp)=1—c¢.

u-proba. Ezek alapjan a kovetkezéképpen jarunk el:

1. A minta alapjan kiszamoljuk az u probastatisztikat (lasd (9)).
2. Rogzitett ¢ > 0 szignifikanciaszinthez meghatarozzuk u. /s, értéket.
3. Ha |u] < u./o akkor elfogadjuk H-t, kiilonben elvetjiik.

Val¢jaban 1 — ¢ szintd konfidenciaintervallumot szerkesztiink a varhato
értékre, és akkor fogadjuk el / vetjiik el a nullhipotézist, ha a g érték beleesik
/ nem esik bele a konfidenciaintervallumba. Ez minden préba esetén igy van.

Ekkor kétféleképpen kovethetiink el hibat: Elsdfaju hiba esetén H fenn-
all, mégis elutasitjuk, mdsodfaji hiba esetén pedig Hy nem &ll fenn, mégis
elfogadjuk.

Els6faju hibat akkor kovetiink el, ha a valodi paraméter jug, és [u] > u. /o,
ennek valoszintisége P(|u| > u./2) = €, azaz ez éppen az elére megadott ¢
szignifikanciaszint.

Masodfaju hibat akkor kovetiink el, ha a valodi paraméter p # pg, azaz
H, all fonn, és |u| < u.yp. Ennek valoszintsége P, (Ju| < u./o) fiigg a valodi
paraméter értékétsl. A proba erdfiigguénye

Bu(ps ) =1 = Ppu(fu] <uepp) = Pu(lul > ueps). (10)
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Legyen A, = £2/n. Ha H,; all fenn, és a varhato érték valodi érteke p,

akkor \/n(X,, — p)/0o véaltozo lesz standard normalis, ezért
X, —
- P, ( En+ A,

> U
o0 = 5/2)

=1- (I)('LI,E/Q — An) -+ @(—ua/Q — An)

Bl €) = Pullul = uep2)

Innen latjuk, hogy
lim B,(u,e) =1, tetszbleges u # po esetén.
n—oo

Ez utobbi allitas proba konzisztenciajat jelenti.

14.1. Példa. Azt szeretnénk tesztelni, hogy az lkg-os cukor tényleg lkg-e?
Persze nem varjuk, hogy minden egyes csomagban halalpontosan 1kg cukor
legyen. Azt tessziik fel, hogy egy csomag tomege normalis eloszlast kovet
varhato értékkel (ezt nem ismerjiik), és og = 0,05 ismert szorassal.

A nullhipotézisiink az, hogy valéban 1lkg a varhato érték, u = 1, az
ellenhipotézis pedig p # 1, azaz

Hy: p=1 vs. H : p#1. (11)

Egy 25 elemd minta alapjan a mintaatlagra o5 = 0,98 adodik. Ez kisebb,
mint 1, de az eltérés adodhat a véletlenbdl is, nem feltétleniil csaltak. A
probastatisztika értéke

Tos — 1
- V25 = —2.
YT 70,05

Valasszuk a szignifikanciaszintet 0,05-nek, azaz € = 0,05. Ekkor a stan-
dard normalis eloszlastablazatabol kiolvassuk, hogy ., = ®71(0,975) =
1,96. Mivel |u| = 2 > 1,96, ezért elvetjitk a nullhipotézist, azaz tgy don-
tiink, hogy nem 1 a varhat6 érték.

Ugyanakkor a gyéarté a kovetkezGképpen védekezhet. Annak az esélye,
hogy elvetjik a nullhipotézist annak ellenére, hogy az igaz, 0,05. Ez nem
is olyan kicsi, 100 esetbdl 5-szor bekovetkezik. Lehet, hogy most is egy kis
valoszintiségi esemény kovetkezett be. Nézziik meg, hogy ¢ = 0,01 szignifi-
kanciaszinten is elvetjiik-e a nullhipotézist. Ekkor u.j, = ®71(0,995) = 2, 57.
Mivel |u| = 2 < 2,57, ezért a nullhipotézist elfogadjuk.

68



A feladat jellegétdl fiiggden, sokszor un. egyoldali probat hasznalunk.
Ebben a példédban igazabol akkor éri sérelem a vasarlot, ha a valodi varhato
érték kisebb, mint 1. Azaz, a

Ho: p=1 vs. H: p<l, (12)

egyoldali hipotézisvizsgalatot kell elvégezni. Hy-t akkor fogadjuk el, ha u >
—u. = ®71(1 — ¢). Ekkor az els6faju hiba (azaz, hogy H, fennall, mégis
elvetjiik) valoszintsége

P,(u<—u)=1-®(u)=¢.

Ebben az esetben € = 0, 01 szignifikanciaszinthez tartozo kritikus érték u,. =
®=1(0,99) = 2,33. Azaz ilyen szignifikanciaszinten ebben az esetben is fel-
mentjiik a gyartot. (Bar nagyon gyandts.)

14.2. t-préba

A feladat ugyanaz, mint az u-prébanal, csak most nem ismerjiik a o szorast.
Persze lattunk maér ilyet a konfidenciaintervallum megkonstrualasanal.

Legyen X normélis eloszlasu véletlen valtoz6 ismeretlen o szorassal, és
ismeretlen p varhato értékkel. Azt szeretnénk eldonti egy (X, ..., X,) fig-
getlen minta alapjan, hogy igaz-e hogy a varhato érték py.

A nullhipotézis, amit igaznak tesziink fol az az, hogy a varhato érték
valoban 1y, mig az ellenhipotézis, vagy alternativ hipotézis az az, hogy ez
nem teljesiil. Azaz

Hy: p=upo vs. H: p# . (13)

Mivel o ismeretlen, ezért becsiiljiik a Z,, korrigalt empirikus szoréassal. Kii-
l6nben minden ugyanaz. Igy a tesztstatisztika

t = M\/ﬁ (14)
Zn
alakd, ami Hj fennallasa esetén Student-eloszlasi n—1 szabadséagi fokkal. Ezt
lattuk a konfidenciaintervallumnal. A kritikus értéket is a Student-eloszlasbol
szamoljuk. Persze most is, ha H; all fenn, akkor ¢ nem Student. Legyen ¢ > 0
rogzitett szignifikanciaszint. A t.p = @1 (1 —¢/2) jeloléssel,

~ ts/ZZn ~ ts/ZZn
PMO Mo € XH_W7XH+ \/ﬁ :P“0(|t| St&;/g):l—g.

t-préba. Ezek alapjan a kovetkezSképpen jarunk el:
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1. A minta alapjan kiszamoljuk az ¢t probastatisztikat (lasd (14)).

2. Rogzitett € > 0 szignifikanciaszinthez meghatarozzuk ¢/, értéket.

3. Ha [t] <t/ akkor elfogadjuk Ho-t, kiilonben elvetjiik.

A t-proba azért kiilonosen fontos, mert nagy mintaelemszam esetén akkor
is elvégezhets, ha a normalitas nem igaz. Ez a centralis hatareloszlas-tétel

és a nagy szamok torvényébdsl kovetkezik. Ekkor persze lényegében u-probat
végziink, és az ismeretlen o helyére beirjuk a becslését.

14.3. Kétmintas u- és t-préba

A kétmintas u-, és t-proba az egymintas esethez hasonldéan targyalhato, gy,
ahogy azt a konfidenciaintervallum megkonstrualasanal lattuk.

Ekkor van egy X1, ..., X, ~ N(u,0?), ésegy ettél fiiggetlen Yy, ..., Y,, ~
N (uz,0?) normélis eloszlastt mintank. A varhato értékeket nem ismerjiik, a
szOrés az u-probanal ismert, a t-probanal nem. Fontos, hogy a szérasnégy-
zetek egyenléek a két mintaban.

A nullhipotézis, hogy a két minta varhaté értéke ugyanaz, azaz

Ho: py=pe vs. Hy: pg # po. (15)
A probastatisztika ismert o esetén
X =Y
Ug =

ovn=t+m-1
Lattuk, hogy H, fennallasa esetén us standard normalis eloszlasu. Ezért
rogzitett € > 0 szignifikanciaszint esetén a kritikus érték u. = ®(1 — ¢/2).
Tehat a nullhipotézist akkor fogadjuk el, ha |us| < u., kiilénben elvetjiik.
Most is valdjaban konfidenciaintervallumot szerkesztettiink. Hasonldéan
tesztelhetjiik a g — po = 0 nullhipotézis is.
[smeretlen o esetén a szoréast is becsiiljiik. Lattuk, hogy

1 n o m o
Dypyp=—"—"— X — X,)? Y, —Y,)?
= s | K 20T
torzitatlan becslése a szordasnégyzetnek. A o helyére az u-statisztikaba ezt
irjuk be és kapjuk a L
- Xn - Ym
\/Dmm\/n‘1 +m-1
statisztikat. Lattuk, hogy a nullhipotézis fennallasa esetén ¢t Student-eloszlast
kovet n + m — 2 szabadsagi fokkal. Ekkor innen szdmolunk kritikus értéket,
ami t. = @1 ,(1 —¢/2). Akkor fogadjuk el a nullhipotézist, ha [t| < t.,
kiilonben elvetjiik.
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