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1. Valoszintiségi mez6

1.1. Alapfogalmak

Véletlen (valosziniiségi) kisérlet: lényegében azonos koriilmények kozott
tetsz6legesen sokszor megismételhetd megfigyelés, melynek tébbféle kimene-
tele lehet, és a figyelembe vett koriilmények nem hatarozzak meg egyértel-
miien a kimenetelt.

Ilyenre mar sok példat lattunk: feldobunk egy érmét; dobunk egy kocka-
val; 90 szam koziil kihtizunk 5-6t; 26 tétel koziil valasztunk 2-t; 8 csapatot
véletlenszertien parokba rendeziink, .. ..

A véletlen kisérlet lehetséges kimeneteleinek halmaza az eseménytér,
jele €.

Az esemény olyan a kisérlettel kapcsolatban tett allitas, melynek igaz
vagy hamis volta eldonthets a kisérlet lefolytatasa utdn. Az események
halmaza az () részhalmazainak egy olyan rendszere, mely o-algebra.

Ha Q véges halmaz (ami legtobb példaban teljesiil), akkor az események
halmaza Q hatvdnyhalmaza, azaz Osszes részhalmazénak halmaza. A hat-
vanyhalmaz jele 2. Emlékeztetiink, hogy egy n elemii halmaznak ponto-
san 2" db részhalmaza van. Val6ban, minden elemre eldonthetem, hogy
beleteszem-e a részhalmazba vagy sem. Igy minden elemre 2 lehetSségem
van, ez 2 -2 -...2 = 2" kiilonboz6 részhalmaz. Tehat 2 hatvanyhalmaz
elemszama 2/,

Egy A C 2% halmazrendszert akkor neveziink o-algebranak, ha

e ) e A

e valahanyszor A € A, mindannyiszor A° = Q\A € A (azaz a halmaz-
rendszer zart a komplementerképzésre);

e valahényszor A, As, ... € A, mindannyiszor U°; A; € A (azaz a hal-
mazrendszer zart a megszamlalhaté unioképzésre).

1.1. Definicié. Egy P : A — [0, 1] halmazfiiggvény valdszinidségi mérték, ha
e P(Q) =1, azaz a biztos esemény valoszintisége 1 (hat persze);

e haaz Ay, Ay, ... € A halmazok (paronként) diszjunktak, akkor
P(UX,4;) = Y P(A),
i=1

azaz a halmazfliggvény o-additiv.

A fenti tulajdonsagokkal rendelkezs (€2,.4,P) harmast valoszintiségi
mezdnek nevezziik.

Események jelolése: A, B,C, Ay, A, .. ..
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Al =1 A= {w}, we Q, elemi esemény;

() a lehetetlen esemény;

() a biztos esemény;
o A° =) — A az ellentett esemény;
e AN B mindkét esemény bekovetkezik, azaz A és B;

AU B a két esemény koziil legalabb az egyik bekovetkezik, azaz A vagy
B;

e AN B = a két esemény kizarja egymast;

e A — B az A bekdvetkezik de B nem;

e A C B az A esemény maga utan vonja B-t.

1.2. Példa. Két pénzérmét feldobunk. Ekkor az eseménytér
Q=A{(FF),(F,1),(,F),(I,1)},

tehat felirom az els6 érmével mit dobtam, majd felirom, hogy a méasodikkal
mit dobtam.

Vegyiik észre, hogy megkiilonboztetem az érméket, hiszen két fejet csak
egyféleképpen dobhatunk, mig egy fejet és egy irast kétféleképpen. Mindig
kilénboztessiik meg az érméket, kockakat!

Ekkor |Q] = 2% = 4 lehetséges kimenetel van. Az események halmaza

= {0.A(F. )L AF DY AU LA DY,

F), (F, )} A(F, F), (I, F)},{(F, F), (I, 1)},
F.I) (1 F)YA(F.D), (1 D} (L F), (I 1)},
FF), (F.I), (I, F)},{(F, F),(F, 1), (I, )},
F.F), (I, F), (I, )} (I, F), (F, 1), (I, 1)}
F,F )

{(F,F), (F, 1), (1,F), (I, D} }.
Ez a hatvanyhalmaz, ilyet tébbet nem frunk ki. Ekkor [2¢| = 2% = 16 az

Osszes esemény szama.
Legyen A; = {az i-edik dobas fej}, i = 1,2. Ekkor

Y

{(F,
{(
{(
{(
(F)
Alz{(FﬂF)a(F>[)}a AQZ{(F7F>7([>F)}'

A pontosan egy fejet dobunk esemény

B = {pontosan 1 fej} = {(F,I), (I, F)} = (A; U A2)\(A; N A4y),



azaz az elsé fej vagy a masodik fej, de nem mindketts fej. Az, hogy nem
dobunk fejet

C = {egyik sem fej} = {(,I)} = A7 N AS,
azaz az elsé nem fej és a masodik nem fej.

1.3. Allitas (A valoszintiség tulajdonsagai). Legyen (2, A, P) egy valdszini-
ségi mezd, A, B, A1, Ag, ... € A események.
(i) Ho A; N A; =0, minden i # j pdrra, akkor

PA,U...UA,) =P(A)+...+P(A,).

(it) P(A°) =1 —P(A).
(iii)) AC B= P(B\A) =P(B) — P(A), és P(A) < P(B).
(iv) P(AUB) =P(A)+ P(B) —P(ANB).

(v) Szitaformula:

3

P(A U...UA,) =) (—1)k > P (4,

11

N...NA;).

k=1 1<) <ig<...<ip<n

(vi) P(AUB) <P(A) +P(B).
(vii) P(A;U...UA,) <P(A)+...+P(A,).

(viii) Ha A, € A monoton névé halmazsorozat (azaz A, C Any1), akkor
P(U,A,) = lim, .. P(4,).

(ix) Ha B, € A monoton csékkend halmazsorozat (azaz B, D Byy1), akkor
P(N,B,) = lim, o P(B,).
Bizonyitds. (1) Legyen A, = Apia=...=10.
(i) 1=P(Q) =P(AU A°) = P(A) + P(A°).
(iii) B=AU(B\A),

P(B) = P(A) + P(B\A) = P(B\A) = P(B) — P(A) > 0.

(iv) PAUB) = P(AU(B-—(ANB))) =PA) +PB—-(ANDB)) =
P(A)+P(B)—P(ANB).

(v) Teljes indukcioval. Csak az n = 3 esetben bizonyitunk, az altalanos
eset ugyanigy megy, csak macerdsabb a jelolés. Az el6zd pont allitasat



felhasznalva, el6bb az Ay, Ay U A3 eseményekre, majd az A,, Az és
A1 N A, A N Az eseményekre

P(A;UA;UA3) =P(A U (AU Ay))
P(A1) + P(A2 U A;3) — P(A1 N (A2 U Ay))
P(A)) + P(A2) + P(A3) —P(As N A3) —P((A1NAy) U (A1 N A3))
P(A)) +P(Ay) + P(A43) — P(Ay N Aj)
—(P(ANA)+P(A NA3) —P(A; NAy N AN A;y))
=P(A) +P(Ay) + P(A;3)
—P(A;NAs) —P(A1NAy) —P(A1NA;) + P(A N Ay N As)

(vi) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) < P(A) + P(B).

(vii) Teljes indukcioval.
Az (2, A, P) harmast valoszintiségi mezének nevezziik.

1.2. Klasszikus valbszintiségi mezé

Az (9,29, P) valoszintiségi mezs klasszikus, ha minden kimenetel egyfor-
man valoszint, azaz P({w}) = ¢ minden w € Q esetén. Ekkor persze sziik-

ségképpen ¢ = 1/|Q|. Tetszoleges A eseményre P(A) = % = kodves§

1.2.1. Sziiletésnap probléma

Mekkora a valoszintisége annak, hogy n ember kozott van két olyan, akiknek
ugyanazon a napon van a sziiletésnapjuk?!

Jelolje f(n) a keresett valoszintséget. Nyilvan f(1) =0, és f(n) = 1, ha
n > 366, hiszen a skatulya-elv miatt biztosan van két ember, akik egy napon
sziilettek.

Klasszikus valoszintiségi mezénk van, tehat eseteket szamolunk. Az Gsszes
eset 365", hiszen minden ember 365 napon sziilethetett. Legyen 2 < n < 365.
Némi probélgatas utan rajohetiink, hogy egyszertibb a kedvezétlen eseteket
Osszeszamolni, azaz azokat az eseteket keressiik, amikor mindenki més napon
sziiletett. Valahogy (mondjuk dbécé sorrendben) sorba rakjuk az embereket.

'Ez egy matematika feladat, azaz hallgatélagosan feltessziik, hogy az év 365 napos
(eltekintiink a februar 29-ektsl), és minden ember egyméstol fiiggetleniil egyforma valoszi-
niiséggel sziiletett az év barmely napjan. Ezek viszonylag természetes feltevések, de azért
nem mindig teljesiilnek. Ha a tarsasagban vannak ikrek, akkor persze mar nem teljesiilnek
a feltételek.
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1. abra. f(n) valoszintiségek n fiiggvényében

Ekkor az els6 ember 365 napon sziilethetett, a masodik nem sziilethetett azon
a napon, amelyiken az elsd, ezért neki 364 lehet&ség maradt. Hasonlban, a
harmadiknak mar csak 363, sth. Végiil a kedvez&tlen esetek szaméra 365 -
364 -...(365 —n + 1) adodik. Igy

f(n) = P(n ember kozott van 2, akiknek ugyanazon
a napon van a sziiletésnapja)
= 1 — P( mindenkinek kiilonb6z6 napon van a sziiletésnapja)
365364 ... (365 —n+1)

=1 .
365™

Vilagos, hogy f(n) monoton nd, hiszen minél tébb ember van, annal
nagyobb a kozos sziiletésnap esélye. Némileg megleps, hogy n = 23 esetén a
keresett valoszintség mar 0, 5-nél nagyobb. Pontosabban

1
f(22) = 0,4757 < 5 < 0,5073 = £(23).

Az 1. abran azt is latjuk, hogy ez a valdszintiség nagyon gyorsan tart 1-hez,
f(50) = 0,97, azaz 50 ember kozott mar nagyon valoszint hogy van két
azonos sziiletésnap. A 2. dbran ugyanezeket a valdszintiségeket latjuk, csak
az érdekes tartomanyra koncentralva.
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2. abra. f(n) valosziniiségek n fiiggvényében, n < 50

Hogy jobban meglep6djiink, gondoljuk meg, hogy mekkora legyen n ér-
téke ahhoz, hogy annak a valoszintisége, hogy valaki méjus 4-én sziiletett
0,5-nél nagyobb legyen? Megint a komplementer esemény valoszintiségét sza-
molva, n ember esetén annak a valdszintisége, hogy egyikiik sem majus 4-én

szuletett
364\"
365)

Ez pontosan akkor lesz 0,5-nél kisebb, ha

log 2
n > log 35

364

~ 253.

Az el6zbeket altalanositva, tegyiik fel, hogy egy kisérletnek N lehetséges
kimenetele van, és minden kimenetel egyformén valoszind. Legalabb héany-
szor kell elvégezni a kisérletet ahhoz, hogy 0, 5-nél nagyobb legyen annak a
valoszintisége, hogy kétszer van ismétlédés?

A sziiletésnap probléma pontosan ez a feladat N = 365 valasztéssal.
Ha pedig N = 6, akkor arra kapunk valaszt, hogy hanyszor kell dobni egy
dobokockaval, hogy 0,5-nél nagyobb eséllyel legyen ismétlédés. Ha n-szer
ismétliink, 2 < n < N, akkor annak az f(n) valoszintisége, hogy van ismétlés

N(N—=1)...(N—n+1)

fln)=1- A :




Ezt kicsit alakithatjuk

o (1-8) (-3 (-5

A kérdés, hogy a jobboldali szorzat mikor lesz el6szor 0, 5-nél kisebb. Ha x
kicsi, akkor 1 — 2z ~ e~ (ez éppen a derivalas definicioja? ), igy a jobboldal

nagyjabol
n—1 .
1 n(n—1 n?
exp {_ZN} = exp{—%} ~ exp{—ﬁ}-

=1
Ennek kell 0, 5-nek lenni, ahonnan logaritmust véve kapjuk, hogy

n2

_ﬁ:

lnl,
2

azaz

n~v2In2vVN ~ 1.2V/N.

Ez N = 365-re éppen 22,5, tehat miikodik.

Pontosan ez a probléma lép fel hash fiiggvények elemzése soran. Ekkor
egy inputot kodolunk véges hosszu 0-1 sorozatként. Az elézéek alapjan, ha
egy hash fiiggvény kimenete m bites (ekkor 2™ a lehetséges 0-1 sorozatok
szama), akkor 1.2-2™/2 véletleniil valasztott input kozott 1/2 valoszintiséggel
lesz kettd, melynek ugyanaz a hash értéke. A gyakorlatban altaldban olyan
hash fiiggvényt akarunk, melyre itk6z6 parokat nehéz talalni, ezért m-et
megfeleléen nagyra kell valasztani. B&vebben, Buttyan, Vajda, Kriptogrdfia
és alkalmazdsai, Typotex, 2004.

1.2.2. A parositasi probléma

Vesziink n darab kartyat 1-t6] n-ig megszamozva. Osszekeverjiik, és véletlen
sorrendben lerakjuk &ket egy sorba. A k-adik helyen parositas torténik, ha
a k-adik helyre a k sorszamu kartya keriil. (Tehéat véletlen permutaciok
fixpontjait tekintjiik.)

Arra keressiik a vélaszt, hogy mennyi a valésziniisége, hogy nem torténik
parositas. Jeldlje p,, ezt a valoszintséget.

Jelolje Ay azt az eseményt, hogy a k-adik helyen parositas torténik, k =
1,2,...,n. Ekkor az az esemény, hogy legalabb egy parositas torténik éppen

2Legyen g(z) = e~*. Ekkor ¢’(0) = lim,_,o M = lim,_,o(e"®—1)/x. Ugyanakkor
g (x) = —e 7, igy lim, _,o(e~* —1)/x = —1, amit z-szel atszorozva kapjuk, hogy e % —1 ~

—x,vagy l —x ~ e ".



Ay UAU...UA,. Ennek a valoszintiségét a szitaformuléval hatarozhatjuk
meg. Eszerint

n

P(AU...UA,) =) (D! > P(A;,N...NA;).

k=1 1<iy <ip<...<ixg<n
Tetszbleges k és 1 < 4 < ip < ... < i < n esetén az A;, N...N A;,
esemény azt jelenti, hogy mind az A;,, mind az A;,, ..., mind az A;_ esemény
bekovetkezik (N az €s), azaz az iy, . . ., iy elemek mind a helyiikon maradnak,
mind fixpontok. Ennek a valoszintisége,

(n—k)!
n!

hiszen az Osszes eset tovabbra is n!, mig a kedvezd eseteknél az iq, ...,

elemek fixek, itt nincs valasztdsom, és a maradék n — k elemet pedig tet-
sz6legesen permutalhatom, erre (n — k)! lehetéségem van. Vegyiik észre,
hogy a fenti valoszintiség nem fiigg az iy, . .., 7; indexek értékétdl, csak k-tol.
Rogzitett k-ra az indexeket (Z)—féleképpen valaszthatom. Ezeket visszairva

n

P(AU...UA,) =) (—1)F! > P (A, N...NA;)

k=1 1< <9 <. < <n

(< 1)+ Z (n—k)!

n!
1< <9 <. < <n

(~1)+
ko

M=

e
Il
—

M-

Sl

[y

B
Il
—

Ezek szerint

pn = P(nincs parositas ) = P(A{N...NA;)
(

_1>k
=1-P(AU...UA,)=1—| — o
k=1 )

N
k'

k=0
Tetsz6leges x valos széamra
2 .3

$_ool’k_1 X
k=0
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ahonnan latjuk, hogy

: oD
lim p, = g o =e = 0,368.
n—00 !

k=0

Ezek utan hatérozzuk meg azt a valdsziniiséget, hogy pontosan k darab
pérositas torténik. Vezessiik be a

pni = P(n kartya van, és pontosan k parositas torténik), £k =0,1,...,n.

Nyilvan p,, = ppo. Jelolje N, ; azon kimenetelek szamat, amikor pontosan k
parositas torténik n kartyaval. Ezekkel a jelolésekkel p,, = Ny, 0/m! minden
m természetes szam esetén. Konnyen meggondolhato, hogy

_ Nn,k o (Z)Nn—k,() . (Z) (n - k)'pn—k

Prk == = nl
—k
_ Pn—k l Z ( 1)J
kR 4!
7=0

Az utobbi alakbol rogton latjuk, hogy
. I S (=1)F et
o = 5 2 =

1.3. Geometriai valoszintiségi mezs

Akkor beszéliink geometriai valoszintiségi mezérdl, ha a kisérlettel kapcso-
latos események egy geometriai alakzat részhalmazainak feleltethetGk meg.
Ekkor a lehetséges kimenetelek halmaza 2 = H C R", aminek a mértéke
(hossza, teriilete, térfogata) pozitiv és véges. Ekkor egy A C H esemény
valoszintisége aranyos a halmaz mértékével, azaz

_ A4
( )—m,

ahol A az n-dimenzios térfogat (hossz, teriilet, térfogat). FEz persze nem
klasszikus valoszintiségi mezG, hiszen a lehetséges kimenetelek halmaza vég-
telen (s6t, nagyon végtelen, kontinuum szamossagi). Ugyanakkor a valoszi-
niiség definicioja hasonlit a klasszikus mez§ esetéhez, csak most a (kedvezs
esetek szdma) / (Osszes esetek szdma) formula helyett a

kedvezs tertilet

P(A) =
(4) Osszes tertilet

formula szerepel. A teriilet helyett lehet hossz, térfogat.



1.4. Példa. Egy négyzet belsejében egyenletes eloszlas szerint valasztunk egy
pontot. Mennyi a valosziniisége, hogy a valasztott pont kozelebb van vala-
melyik oldalhoz, mint 1/47

A kisérlet egy geometriai valoszintiségi mezén irhato le, ahol az esemény-
tér az egységnégyzet, az események az egységnégyzet Borel-halmazai (szép
halmazai), és valoszintiség pedig a teriilet, azaz Q0 = [0,1]?, A = B([0, 1]?),
P(A) = ter(A). A kedvezd sikrész:

gy

A kedvezd teriilet, ami éppen a keresett valoszintiség

. . 1 3 3
P (kozelebb van mint 1/4) =4 - 11°1

2. Feltételes valbszintiség és fiiggetlenség

2.1. Feltételes val6szintiség

Legyen (2, A, P) egy valoszintiségi mezd, és ezen A, B események, és tegyiik
fol, hogy P(B) > 0. Ekkor az A esemény B eseményre vonatkozo
feltételes val6szintisége

P(AN B)

PUIB) = 55

Ha annyi informécionk van a véletlen kisérletrél, hogy a B esemény bekovet-
kezett, akkor az A esemény valoszintsége P(A|B).

2.1. Allitas. Rigzitsiink egy tetszéleges B eseményt, melyre P(B) > 0. Ek-
kor Pp(A) = P(A|B) valdsziniségi mérték A-n.

Bizonyitds. Vilagos, hogy tetszSleges A eseményre Pg(A) > 0, és mivel
P(ANB) <P(B), igy Pg(A) < 1. Tovabba
P(QNnB) P(B)

P =" “em) "
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Mar csak az additivitas ellenérzése maradt. Legyenek Ay, Ao, ... € A disz-
junktak. Ekkor a definicié szerint és a P valdszintiségi mérték additivitésa
alapjan

Po(UEiA) = P (UZA|B) = T s 08)  ZEERe D)

P(B P(B)
< P(ANB P(A; mB -
_zbgm >; ( - >l

=> Py(4
=1

ami éppen a bizonyitandé egyenlGség. O

Ebbdl kovetkezik, hogy P g halmazfiiggvényre is teljesiilnek a valdszint-
ségi mérték tulajdonsagai, melyeket a késGbbiekben emlités nélkiil folhasz-
néalunk.

2.2. Tétel (Szorzasi szabaly). Legyenek A1, Ay, ..., A, tetszdleges olyan ese-
mények, melyekre P(A; N ...NA,—1) > 0. Ekkor

P(AiN...NA,) =P(A)P(A3]A1)P(A3]A1NAs) .. . P(ALJA1N...NA,4).

A bizonyitas el6tt megjegyezziik a kovetkezdket:

1. A formulaban szerepls 6sszes feltétel valoszintisége pozitiv, azaz minden
joldefinialt. Ez a P(A1N...NA,_1) > 0 feltétel kévetkezménye.

2. Ha P(A;Nn...NA,) > 0 is teljesiil, akkor n! darab kiilonb6z6 ilyen
szabaly van.

3. A szabalyt az n = 2 esetben hasznaljuk legtobbszor. Ekkor
P(ANnB)=P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B),
amennyiben A és B is pozitiv valészintiségli esemény.
Bizonyitds. A feltételes valoszintiség definicidja szerint

P(A)P(A2]A1)P(A3|A1 N Ag) ... P(AJA1N...NA,1)
P(AINAy)P(AiNANA;) PAIN...NA,_1NA,)

=P(A
(A1) P(A,;) P(A; N Ay) P(A N...NA,)
=P(A;N...NA,),
amint allitottuk. O
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2.3. Példa. Egy dobozban 12 kék és 3 fehér golyé van. Visszatevés nélkiil
hiizunk két golyot egymas utan. Mi annak a valoszintisége, hogy mindkét
goly6 kék?

Jelolje K; az az eseményt, hogy az i-ediknek kihtuzott goly6 kék. Ekkor a
szorzasi szabaly szerint

12 11
15 14°

Ugyanezt kapjuk a klasszikus valoszintiségi mezére vonatkozo kedvezs/6sszes
formulaval is, mely szerint

P(KiNKy) =P(K)P(Ks|Ky) =

()
P(KiNK,) = e
(2)
A By, Bs, ... események teljes eseményrendszert alkotnak, ha
e minden i # j parra B; N B; = {;
o U?:an - Q
2.4. Tétel (Teljes valoszintiség tétele). Legyen By, Ba, ... teljes esemény-
rendszer, melyre P(B,) > 0 minden n-re. Ekkor tetszdleges A € A esemény

esetén -
= P(A|B,)P(B,).
n=1

Bizonyitds. A feltételes valoszintiség definicioja és a valoszintiség additivitésa
alapjan

S P(A|B,)P(B ZP&)(;? P(B,) =Y P(ANB,)
: —P(UX,(ANB Y

1 ) =P (AN (UL B,))
—P(ANQ) = P(A).

[]

2.5. Példa (Monty Hall probléma). Egy jatékos 3 csukott ajto kozil 1-et
valaszthat. Kettd mogott kecske van, egy mogott autd, de nem tudja, hogy
melyik hol van. A jatékos autot szeretne nyerni. Miutén egy ajtot kivalaszt, a
jatékvezets kinyittat egy ajtot, amit nem valasztott a jatékos, és ami mogott
kecske van. Ezutan felajanlja a jatékosnak, hogy cserélhet ajtot. Megéri-e
valtani??

3Feltessziik, hogy az auto 1/3 eséllyel van barmelyik ajtéo mogott, tovabba ha a ja-
tékos azt az ajtot vélasztotta, ami mogott az autd van, akkor a jatékvezets 1/2 — 1/2
valoszintséggel valasztja a mésik két ajtdé barmelyikét.

12



Tegyiik fel, hogy a jatékos az 1-es ajtot valasztotta, a jatékvezets a 2-est
nyittatta ki. Jelolje A; azt az eseményt, hogy az auté az i-edik ajtéo mogott
van, B pedig azt, hogy a jatékvezets a 2-es ajtot nyittatta ki. Ekkor

1

P(A;) =P(A2) =P(43) = 3

Amire kivancsiak vagyunk az a P(A;|B) valoszintiség. Definici6 szerint

_ P(ANB)
P(A[B) = P(B)
Tovabba -
P(AiNB) =P(A)P(B|A;) = 3°3°§

hiszen ekkor a két kecske koziil valaszthat a jatékvezets. A teljes valosziniiség
tétele szerint

P(B) = P(A)P(B|A;) + P(43)P(B|4;) + P(A3)P(B| A3)

1 1 1 1 1
== —4+—--04+=-1==.
3 2+3 +3 2
Igy ( o
P(A,NB = 1
PAB:—:QZ—'
Ezért

2
P(A;|B) =1—-P(A|B) = 3

vagyis megéri valtani.*

2.6. Példa (Véletlenitett valaszadas). Egy olyan kérdéivet készitiink, melyen
kinos kérdések is szerepelnek. Ezekre az emberek még anonim kitoltés esetén
sem szivesen valaszolnak Gszintén. A kdvetkez6t csindljuk. A kinos kérdés-
nél a kitolts feldob egy (szabélyos) pénzérmét. Ha fejet kap, akkor vala-
szoljon igennel, ha irast, akkor valaszoljon arra a kérdésre, hogy énekel-e a
zuhany alatt. Mivel a pénzfeldobas eredményét csak a kitolts latja, igy nem
tudhatjuk, hogy az igen vélasz mire vonatkozott. A modszert alkalmazzak,
eredetileg Warner javasolta 1965-ben.’

4Ha valtunk, akkor pontosan akkor nyeriink autét, ha elészor kecskés ajtot valasztot-
tunk, aminek a valoszintisége 2/3. Mig ha nem valtunk, akkor pontosan akkor nyeriink,
ha els6nek autot valasztottunk, aminek 1/3 az esélye.

SWarner, S. L. (1965). Randomised response: a survey technique for eliminating evasive
answer bias.
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Tegyiik fel, hogy az emberek (ismeretlen!) p hanyada énekel a zuhany
alatt. Mennyi a valoszintisége, hogy a teszt kitoltése soran valaki igennel
valaszol? Az igen valaszok aranyabol hogy kovetkeztethetiink a valodi p
aranyra?

Jelolje I azt az eseményt, hogy a valasz igen, mig A azt az eseményt,
hogy a kitolts énekel a zuhany alatt. A feltétel szerint P(A) = p, és ha
véletlen kitolts énekel a zuhany alatt, akkor a valasza mindenképpen igen,
azaz P(I|A) = 1, mig ha nem énekel, akkor a vélasza csak akkor igen, ha az
érmével fejet dob, azaz P(I|A%) = 1. Igy a teljes valoszintség tétele szerint

C c 1 1 + p
P(I) = P(4)-P(I|4) + P(4°) PUI|A) =p+ (1 —p)5 = —~.
Ebbdl visszaszamolva p-t azt kapjuk, hogy ha az igenek aranyara ¢ értéket

kapunk, akkor p = 2¢ — 1.

2.7. Példa (Szindbad). Szindbadnak jogédban all N haremholgy koziil egyet
kivalasztania oly modon, hogy az elStte egyenként elvonuld holgyek vala-
melyikére ramutat. Tegyiik fel, hogy egyértelmi szigoritan monoton szépségi
sorrendet tud felallitani, és a haremholgyek barmely elvonulasi sorrendje egy-
forman valdszind. Szindbad k holgyet elenged, majd kivalasztja az els6t, aki
szebb az Osszes el6tte elvonultnal. Mennyi a valdszintisége, hogy a legszebb
holgyet valasztja ki? Milyen k esetén lesz ez a valoszintiség a legnagyobb, ha
N elég nagy?

Jelolje A; azt az eseményt, hogy a i-edik lany a legszebb, i =1,2,... N,
és legyen B az az esemény, hogy Szindbad a legszebb lanyt valasztja. Ekkor
a teljes valoszintiség tétele szerint

P(B) = 3 P(A;) P(B|4).

i=1

Vilagos, hogy P(A;) = N~! minden i-re, hiszen a legszebb lany egyforma
valoszintiséggel lehet az N hely barmelyikén (ezt feltettiik). Ha i < k, akkor
a valasztasi szabaly szerint Szindbad biztosan nem vélasztotta a lanyt, ezért
P(B|A;) =0hai <k.

Most kell egy fontos észrevétel. Ha @ > k, akkor Szindbad pontosan akkor
valasztja ki a legszebb haremholgyet, ha az els6 ¢ — 1 lany koziil a legszebb az
els6 k-ban volt. Hat persze, hiszen ekkor az els6 (i — 1) kozotti legszebbet a
szabaly szerint elengedte, és utana mar csak az i-ediknek érkezd szebb nala,
aki torténetesen a legszebb. Annak a valoszintisége, hogy az els6 (i — 1)
kozt a legszebb az els6 k kozt van, éppen k/(i — 1), hiszen megint egyforma
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3. abra. A siker valdszintsége k fliggvényében, N = 100

valoszintséggel lehet barmelyik a legszebb. Tehat P(B|A;) = k/(i — 1).
Osszegezve

P(B):ZP( P(B|A)) Z —Z_l

Ezzel a valoszintiségszamitas részével megvagyunk a feladatnak. A 3. abréan
a legszebb lany kivalasztasanak valoszintiségét lathatjuk k fliggvényében, ha
N = 100. A legjobb vélasztas k-ra, azaz ami maximalizalja a legszebb lany
valasztasanak valoszintségét, k = 37, és ekkor P(B) = 0,37.

Ha N nagy, akkor az optimalis k értéket meghatarozhatjuk kozelitéleg.
Ez nem is olyan nehéz. A harmonikus sor részletosszegének az aszimpto-
tikdja kell nevezetesen, hogy 1 +27!' + 371+ ...+ n7! ~ Inn. Ez kijon,
ha a sor('jsszeget az fln x7'dz = Inn integrallal kozelitjiik. Ezek szerint

>y i1 o5 ~In N —Ink = In(N/k). Ezt visszahelyettesitve P(B) = £ In
Ez egész baratsagos, az v = k/N € (0,1) jeldléssel a h(x) = xInz~! fiiggvény
maximumhelyét kell megtalalnunk a (0, 1)-en, lasd 4 abra (vegyiik észre, hogy
ez pont olyan mint a 3 abra). Ezt derivalva, h/(x) = 0 egyenletet megoldva
latjuk, hogy z = e~! a maximumbhely, ami éppen azt jelenti, hogy k ~ N/e.

Tehat ha N nagy akkor Szindbad optimalis véalasztasa k ~ N/e. Ekkor
a siker, azaz a legszebb lany kivalasztasanak valoszintisége ~ e~! = 0, 368.
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Azaz, ha Szindbad iigyesen valaszt stratégiat, akkor 100 haremholgy koziil a
legszebbet 37% eséllyel ki tudja valasztani. Azt kell tennie, hogy 100/e ~ 37
lanyt elenged, majd kivéilasztja az elsét, aki szebb az Gsszes eddigi lanynal.

2.8. Tétel (Bayes-formula). Legyenek A és B olyan események, hogy P(A) >

0, P(B) > 0. Ekkor
P(A|B)P(B)

P(BIA) = =P 3

Bizonyitds. A definicié szerint

P(A|B)P(B) P(AN B)P(B)

p(4)  ~ pBP@A) LA

]

2.9. Tétel (Bayes-tétel). Legyen By, Bs, ... teljes eseményrendszer, melyre
P(B,) > 0 minden n-re. Ekkor tetszdleges pozitiv valdsziniségi A € A
esemény esetén, tetszdleges k-ra

_ P(A|B)P(By)
P(Bi|A) = Z;’O_lp(jBn)Pk(Bn)'

Bizonyitds. El6bb a teljes valoszintiség tételét, majd a Bayes-formulét hasz-
nélva

P(A[By)P(By)  P(A[By)P(By)

> P(A|B,)P(B,) P(A) = P(B|A).

]

2.10. Példa (Doppingteszt). Kifejlesztenek egy j doppingtesztet, mely a dop-
pingolok 99%-anal pozitiv eredményt ad, azonban a nem doppingol6 spor-
tolok 1%-nal is tévesen pozitiv eredményt ad. Tegyiik 61, hogy a sportolok
1%-a doppingol. Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy véletleniil kivalasz-
tott sportold

(a) doppingtesztje pozitiv?

(b) doppingolt, ha tudjuk, hogy a doppingtesztje pozitiv?

Jelolje T" azt az eseményt, hogy a teszt eredménye pozitiv, és D azt az
eseményt, hogy a sportoldé doppingolt. Ekkor a feladat (a) része a P(T),
a (b) része a P(D|T) valoszintiséget kérdezi. A teljes valoszintiség tételét
alkalmazva a D, D¢ eseményrendszerre kapjuk

P(T) = P(D)P(T|D) + P(D°)P(T| D)
—0,01-0,99 +0,99 - 0,01 = 0,0198.
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A Bayes-formula szerint

P(T|D)P(D) 0,99-0,01 1
P(D|T) = _ _
(DIT) P(T) 0,0198 2

A feladat eredménye meglepd, hiszen egy latszolag jol mikodds teszt ese-
tén, annak a valoszintisége, hogy egy sportold tényleg doppingolt, feltéve,
hogy a teszt eredménye pozitiv, 1/2. Vilagos, hogy ilyen tesztelés mellett
nem vehetjiik el senkitél az olimpiai aranyérmét. A hiba onnan jon, hogy ha
100 sportolobdl 1 doppingol, akkor a teszt ezt az 1-et nagy valoszintiséggel
kimutatja, viszont a 99 becsiiletes sportold koziil is kb. egyet tévesen a dop-
pingolok kozé sorol. Igy kb. két pozitiv teszteredmény lesz, de a két sportolo
koziil csak az egyik doppingol.

2.2. Fuggetlenség

Két esemény fiiggetlensége intuitivan azt jelenti, hogy bekdvetkezéseik nem
befolyasoljak egyméast. Masképpen, a B esemény bekiévetkezése nem befo-
lyasolja az A bekévetkezését, azaz P(A|B) = P(A), ahonnan P(AN B) =
P(A)P(B).

2.11. Definicié. Az A és B események fiiggetlenek, ha
P(ANB)=P(A)P(B).
A definiciobodl vildgos, hogy a fiiggetlenség szimmetrikus. Tovabbé, a

biztos ill. a lehetetlen eseménytsl minden esemény fliggetlen.

2.12. Példa. Francia kartyapaklibol véletlenszertien htizunk egy lapot. Jelolje
D azt az eseményt, hogy damat hazunk, K pedig azt, hogy kért. Ekkor
D N K az az esemény, hogy a kér damat huztuk ki, igy P(D N K) = 1/52.
Ugyanakkor P(D) = 4/52 = 1/13 és P(K) = 13/52 = 1/4, azaz a két
esemény fiiggetlen.

2.13. Definicié. Az A, B, C események fiiggetlenek, ha

Tovabba, az A, B, C' események paronként fiiggetlenek, ha barmely ketts
fiiggetlen, azaz a fenti els6 harom egyenléség fennall.
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A paronkénti fliggetlenségbdl nem kovetkezik a fliggetlenség.

2.14. Definicié. Az Ay, As, ..., A, események fiiggetlenek, ha barmely
kEe{2,3,...,n}és1<iy <iyp<...<i<n esetén

P(A, N...NA;) =P(A)...P(4,).

Végtelen sok esemény akkor fiiggetlen, ha koziiliikk barmely véges sok fiigget-
len.

2.15. Allitas. Ha az Ay, ..., A, események figgetlenek, akkor tetszdleges
ke {l,2,...,n} esetén az {Ay,..., Ax} eseményekbdl ill. az {Apy1, ..., An}
eseményekbdl alkotott események fiiggetlenek.

Ezt nem bizonyitjuk. Az allitds szerint példaul ha A, B,C, D filiggetlen
események, akkor AU B és C'N D is fiiggetlenek.

2.16. Példa (Uzenetkiildés zajos csatornan). Binaris, azaz 0 — 1 jelsorozatot
akarunk kiildeni zajos csatornén keresztiil. Tegyiik fel, hogy a csatorna min-
den bitet egymastol fliggetleniil p valoszintiséggel elront, azaz a 0-bol 1-est,
az 1-bol 0-at csinal. O egy bindris szimmetrikus csatorna.

Ekkor annak a valdszintisége, hogy 5 bit hiba nélkiil megérkezik, a fiig-
getlenség miatt

P( 5 bit hiba nélkiil &tmegy ) = (1 — p)°.

Ez nem tal jo, ha p = 0,1, akkor ez a valészintiség 0,59, mig p = 0,2 esetén
csak 0, 33.

Csinéljuk azt, hogy minden bitet haromszor kiildiink el. Tehat a 0 helyett
000, az 1 helyett 111. Ha a vevd nem héarom egyforma értéket kap, akkor
tudja, hogy hiba tortént az atvitel sordn. Ekkor tobbségi szavazast tart a
bitrél, ha 001, 010, vagy 100 a bejové jel, akkor azt 0-nak dekodolja, ha 110,
101, vagy 011, azt 1-nek. Ekkor 1 bitnek megfelel§ részt pontosan akkor
dekodol hibéasan, ha legaldbb kétszer atfordult a bit, ennek valoszintisége

p' = P( hibasan dekodol )
= P( pontosan 2 bit fordul a4t ) + P( mindharom atfordul )
=3p*(1 —p) +p° = 3p* — 2.

Ez joval kisebb, mint p. A haromszorozo kédolassal annak a valoszintisége,
hogy 5 bitnyi iizenetet helyesen dekédolunk, az el6z6ek szerint

P( 5 bitnyi tizenet haromszorozva hiba nélkiil 4&tmegy )
_ (1 _p/)5 — (1 _ 3p2 + 2p3)5 .
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Igy a hibavaloszintiséget jelentésen csokkentettiik, de azon az &ron, hogy 1
bitnyi informacio kiildéséhez 3 bitet hasznaltunk. Ennél lehet sokkal okosab-
ban csinalni, lasd Shannon csatornakodolasi tétele. Ez lesz Kodolaselmélet
kurzuson mesterképzésben.

3. Diszkrét véletlen valtozok

3.1. Véletlen valtozdk, eloszlasfiiggvény, varhatd érték

3.1. Definicié. Tekintsiink egy (2, A, P) valoszintiségi mez6t. Az
E:Q—R
fiiggvényeket véletlen vdltozonak nevezziik, ha a

£ ((=00,a)) = {w: {(w) < a}
inverzkép A-beli tetsz6leges a € R esetén.

Mar sok példat lattunk véletlen valtozora. Ilyen példaul a dobokocka-
val dobott szam értéke, vagy ha harom kockéval dobunk, akkor a legkisebb
dobott szam. Ilyen az 6toslotton kihiizott legnagyobb szam, vagy az egy
szelvényen elért taladlatok szama. Véletlen valtozo az is, hogy a ropi hol torik
el, vagy az egységnégyzetben egyenletesen vélasztott pont milyen tavol van
a négyzet hataratol, stb.

3.2. Definicié. A ¢ véletlen valtozo eloszldsfiigguénye® az
Flz)=P¢ <z)=P{Hw: &{w) <z}), z €R,
fiiggvény.

3.3. Tétel. Legyen F(z) egy & véletlen vdltozd eloszldsfiigguénye. Ekkor
(i) F monoton nemcsokkend;

(11) lim, o F(z) =1 éslim,, o, F(z) =0;

(i1i) F balrel folytonos.

Bizonyitds. (i) Ha x; < x9 akkor {& < z1} C {€ < xa} és igy a mérték
monotonitasa miatt F(x;) = P(§ < 21) < P(€ < z9) = F(x3). O

6Szokas az eloszlasfiiggvényt jobbrol folytonosnak is definialni, ekkor a definiciéban
< szerepel szigorian < helyett. Majd latjuk, hogy ez nem nagy kiilonbség, a folytonos
esetben a két definici6 ugyanaz, mig a diszkrét esetben méshol vannak az iires meg a teli
karikdk az ugrasoknal.
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Vegyiik észre, hogy F monotonitasabol kovetkezik az F'(z+) jobboldali
hatéarérték létezése is, azonban &altalaban az F'(x) = F(z+) egyenlGség nem
teljesiil. Az el6z6ekhez hasonloan lathato, hogy F'(z+) = P(§ < z), tovabba

Flz4) =P <z)=P(£ <2)+P(£ =2) = F(z) + P(£ = x).

Ez pedig éppen azt jelenti, hogy F' pontosan akkor folytonos az = pontban,
ha P(( =) =0.
A definiciobol adodik, hogy a < b esetén P(a < & < b) = F(b) — F(a).

3.4. Definici6. Egy véletlen valtozo diszkrét, ha értékkészlete megszamlél-
hato (azaz véges vagy megszamlalhatoan végtelen). Ha egy diszkrét véletlen
valtozo lehetséges értékei xy, o, ..., akkor p; = P(¢ = x;) > 0 a valtozd
eloszlasa. A ¢ diszkrét véletlen valtozo vdarhato értéke

E(¢) = Z%’P(f = 1),
ha . |2;|P(§ = ;) < 0o. A £ szorésa

D(¢) = VE[(€ — E()? = VE(&) — (E(6))%,

ahol a méasodik momentum

B(¢) = ) _aiP(§ = o).

Ha (p;) eloszlés, akkor -, p; = 1. Az eloszlasfiiggvény Fi(xv) = > .. . pi.

Egy kisérletet n-szer fiiggetleniil ismétliink és minden alkalommal megfi-
gyeljiik & értékét: &1, &, ..., &,. Ezen értékek atlagai egy szamhoz tartanak,
ez lesz E(§). A szoras a varhato érték koriili ingadozas mérdszama.

3.5. Példa. Dobokockaval dobunk. Jeldlje & a dobott értéket. Ekkor £ le-
hetséges értékei: 1,2,...,6. Szabalyos a kockank, ezért minden értéket 1/6
valoszintiséggel dobunk, azaz P({ = k) = %, k=1,2,...,6. Az eloszlasiigg-
vény

0, r <1,
Flz)=P(¢ <)=L 1 <5 <,
1, T > 0.

Itt [2] = min{n :n > x,n € Z} jeloli z fels6 egészrészét.
A varhato érték a definicié szerint



y
11 -
%A o— @
2 | o .
1 o
1] o o
1
51 o—eo
0 1 9 3 4 5 6 x

5. abra. Dobott szam eloszlasfiiggvénye

A szorasnégyzet D?(€) = E(£2) — (E(£))?, amibdl a varhato értéket mér
tudjuk. A mdsodik momentum

E@¢) =) ¥ -P@=k)=
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o
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gy D(&) = \/91/6 — (3,5)2 ~ 1,7.

3.2. Nevezetes diszkrét eloszlasok

3.2.1. Binomialis eloszlas

A ¢ véletlen véltozo p paraméterd Bernoulli-eloszldsu, & ~ Bernoulli(p), p €
[0, 1], ha lehetséges értékei 0,1, és P(§ = 1) = p =1—P({ = 0). Varhato

értéke B(€) = p, szordsuégyzete DX(€) = B(E2) — (E(€))? = p—p? = p(1—p).
Tipikus példa egy A esemény [, indikatorvaltozoja.

A & véletlen valtozo (n, p) paraméteri binomidlis eloszldsi, & ~ Bin(n, p),
n € {1,2,...}, p € [0,1], ha lehetséges értékei 0,1,...,n, és P(§ = k) =

(Z)pk(]' _p)nfk’ k — 07 1’ PR 7n.
Ez tényleg eloszlas, hiszen a binomiélis tétel szerint

i <Z)pk(1 —p)" =+ 0 -p)" =1

k=0
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6. abra. Az n = 10, p = 0.5 paraméterd binomialis eloszlés valoszintiségei

A 6 abran a P({ = k) = (1)p"(1 — p)"* valoszintségeket latjuk n = 10
és p = 0.5 esetén. Eszrevehetjlik a haranggorbét, ami mar elérevetiti a
centrélis hatéreloszlas-tételt. A 7 abran ebbdl az eloszlasbol szimulalunk egy
N = 10 és N = 1000 elemt mintat. Lathatjuk, hogy N = 1000 esetén a
relativ gyakorisagok lényegében megegyeznek az elméleti valoszintiségekkel,
mig N = 10 esetén még nem latunk kiilonosebb struktiurat.

A 8 ébran egy nem szimmetrikus binomialis eloszlas valdszintiségeit 1at-
juk, n =10 és p = 0.7 paraméterekkel.

Vegyiik észre, hogy a Bernoulli-eloszlas éppen az (1, p) paraméterd bino-
mialis eloszlas.

Varhato értéke a definicié alapjan, felhasznalva a

n n—1
() =)
azonossagot,

=3k (ot = e (o



bekdvetkezések szama 10 kisérlet soran

fejek szama

200
|
@
o

100
|
[

bekdvetkezések szama 1000 kisérlet soran
50

fejek szama

7. dbra. Az n = 10, p = 0.5 paramétertd binomialis eloszlas szimulacioja
N = 10-szer, és N = 1000-szer
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8. abra. Az n = 10, p = 0.7 paraméterd binomialis eloszlés valoszintiségei

A maéasodik momentum is hasonléan kiszamolhato, ugyanakkor az alabbi al-
litas segitségével egyszertien adodik.

3.6. Allitas. Legyenck I,.... 1, figgetlen, Bernoulli(p) eloszldsi véletlen
vdltozok. Ekkor & =% | I; binomidlis eloszldsi (n,p) paraméterekkel.

Bizonyitds. Nyilvan & lehetséges értékei 0,1,...,n. Tetszbleges 0 < k < n
esetén

P =k)
=P(31<i <...<ix <nhogy I; =1, ha j € {iy,..., i}, kiilonben 0)
:(mezn:th@H:mzuzm

= (),

ahol az utols6 egyenlGség a fliggetlenség miatt teljesiil. Ez éppen azt jelenti,
hogy & binomialis eloszlasd, amint allitottuk. O

Ebbdl az elGallitasbol gyorsan adoédik a varhatod értékre és a szorésnégy-
zetre adott formula.

3.7. Kovetkezmény. Legyen & ~Binom(n,p). Ekkor E(§) = np, és D(§) =

Vnp(1 —p).
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Bizonyitds. Az el6z6 allitas szerint € = I +...+ I, ahol I, ..., I, fliggetlen
p paraméterd Bernoullik. Igy

E() = > _E(L) = np.

Késsbb belatjuk, hogy fiiggetlen véltozok Osszegének a szoérdsnégyzete az a
szorasnégyzetek Osszege, igy

D*(¢) = ZD2(IZ-) =np(l —p).

]

Tipikus példa: egy p valosziniiségli A esemény bekovetkezéseinek a szamat
vizsgaljuk n fiiggetlen kisérlet soran. Ekkor, ha

1, ha a j-edik kisérletnél A bekovetkezett,
I; = e
0, kiilénben,

akkor I; ~ Bernoulli(p), és £ = > | I; ~ Bin(n, p).

3.2.2. Geometriai eloszlas

A ¢ véletlen valtozo p paraméterid geometriai eloszlasi, & ~ Geo(p), ha a
lehetséges értékek 1,2, ... és

Pé=k)=10—-p)*'p, k=12,....
Ez tényleg eloszlés, hiszen

) L 1 B
;p(l —pht = pm =L

A 9 abréan a p = 0.5 paraméterd geometriai eloszlas valoszintiségeit latjuk.
Ez a sorozat adja meg azokat a valoszintiségeket, hogy egy szabalyos érmét
dobalva pontosan a k-adikra kapunk el6szor fejet. A 10 abran ugyanebbdl
az eloszlasbol szimulaltunk 10-szer. Azaz 10-szer elvégeztiik azt a kisérletet,
hogy egy szabalyos érmével az elsé fejig dobunk.

Megjegyzés. Most a geometriai/mértani sor kell. Volt, hogy

— 2 _ n
1_x—1+x—|—x +...—nzzox, lz] < 1.
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valdszinliség

bekdvetkezések szama 10 kisérlet soran

04

0.2
1

0.1

dobasok szama az elsé fejig

9. abra. A p = 0.5 paraméterii geometriai eloszlas valoszintiségei

szlikséges dobdsok szama

. abra. A p = 0.5 paraméterd geometriai eloszlas szimulécioja N = 10-szer
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S6t, még kozépiskolaban volt mértani sorozat, aminek az Osszegképletére az
adodott, hogy
qn+1__ 1

g—1 "~
Ezt dgy csinaltuk, hogy beszoroztuk ¢-val a baloldalt, majd az eredménybdl
kivontuk az eredeti Osszeget, és ekkor pont a jobb oldal nevezdjét kaptuk.
Ennek a végtelen sornak a konvergenciasugara 1, azaz csak akkor értelmes a
végtelen sor, ha |z| < 1. Sokat fogjuk hasznalni, hogy konvergenciainterval-

lum belsejében a végtelen sor tagonként differenciadlhaté akarhanyszor (lasd
Kalkulus 2, ha van).

Mivel

l+g+¢+...+¢" =

j{:kxk71::j£:<xky:: (2{:xk>

k=1 k=1
/

() e

(itt most tagonként derivaltuk a sort, amit lehet az el6z6 labjegyzet szerint)
ezért a varhato érték

B =3 k(1) =

A masodik momentum hasonléan szamolhato

B(E) = 27

és igy

Tipikus példa: addig ismétliink egy kisérletet, amig a vizsgalt A esemény
be nem koévetkezik.
A geometriai eloszléas a diszkrét orokifju eloszléas, hiszen ha k, ¢ € N, akkor

P(¢>k+0)

P(¢ > k)
k+0

P>k +LE>k)=

|
‘Q
|
()
o~
|
'-U
—
Y
vV
[
~—
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mazsoldk szama

11. abra. A X\ = 2.5 paramétert Poisson-eloszlas valoszintiségei

3.2.3. Poisson-eloszlas

A £ véletlen valtozo \ paraméterd Poisson-eloszlasi, & ~ Poisson(A), A > 0,
ha & lehetséges értékei 0,1,2,.. ., és

AR
P(E=k) =T k=012 ..

Ez valoban eloszlés, hiszen

A 11 dbran a A = 2.5 paraméterhez tartozo Poisson-eloszlas valoszintiségeit
latjuk. A 12 abran ilyen eloszlasu véletlen valtozobol szimulaltunk 10-szer.

Megjegyzés. Sokszor hasznaljuk, hogy az exponencialis fliggvény 0 pont koriili
Taylor-sora (MacLaurin-sora)

2 3 x n
x _ rZ. _\
e =1+a+ +3!+..._;n!, z€R.

A sor konvergenciasugara végtelen, a sorfejtés tetszéleges © € R esetén fenn-
all. Ez lesz Kalkulus 2 kurzuson, akinek van ilyen.
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bekdvetkezések szama 10 kisérlet soran

mazsoldk szama

12. abra. A \ = 2.5 paramétert Poisson-eloszlasi véletlen valtozo szimuléci-
6ja N = 10-szer

Varhato értéke

> )\k \ > )\kfl \
k=0 k=0

Mésodik momentuma hasonloan szamolhato
E(¢) =M+,

igy szorasnégyzete
D*(¢) = E(&%) — (B(¢))* = X
Poisson-eloszlas a binomidlis eloszlas hatareloszlasaként all el6. Legyen
p = pn = A/n, valamely A > 0 szamra. Ha &, ~ Bin(n,p,), akkor

n

P&, =k) = (k)pg(l —p)
_Man—-1)...(n—k+1) (1_§)n <1_§>k'

k! nk n n

Tartassuk n-et végtelenbe. A szorzat utolsé tényezSjében a nevezd 1-hez
tart, a kitevs konstans k, ezért az egész 1-hez tart. Az utolsé el6tti tényezd
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1°° tipustu hatarérték, innen régton beugrik az e. Kalkulusboél volt, hogy
tetszGleges © € R esetén

lim (1 + E) =e”,
n

n—oo

Ezt x* = —A\-val alkalmazva latjuk, hogy

A n
lim <1 — —> =e
n—00 n

Végiil a mésodik tényez6ben a nevezében és a szamléloban is k tényezds
szorzat van. Mivel (n —i)/n — 1, tetsz6leges i = 1,2,... k — 1 esetén (k
rogzitett!), igy a masodik tényezs hatarértéke 1. Osszegezve

. Ny
lim P(§, = k) .

= —e

Azaz a Poisson-eloszlas jol kozelithets kis paramétert binomialis eloszléssal,
ha n nagy. Ezek alapjan azt latjuk, hogy akkor 1ép fel Poisson-eloszlas, ha
egy kis valoszintiségii eseményt sokszor ,jismételiink”

e téves telefonhivasok szama;

e autodbalesetek szama;

e nyomdahubdak szama egy oldalon;

e foldrengések szama;

e csillagok szama egy adott térrészben;
e mazsoldk szama a pudingban;

e programhibak szdma egy kodban.

Az els6 példa Ladislaus Bortkiewicz (1868-1931) orosz kézgazdasztol (sta-
tisztikus) szarmazik: haldlos loragésok szama egy év alatt a porosz had-
seregben (20 évig figyelt 14 lovas ezredet). 1898: A kis szamok torvénye
(Bortkiewicz-eloszlas).

4. Folytonos véletlen valtozok

4.1. Stdrtségfiiggvény, varhato érték

Egy véletlen valtozo értékkészlete nem feltétleniil megszamlalhato. A ropi
példaul barhol eltorhet. Vagy gondolhatunk tetszGleges mérés eredményé-
re, élettartamra, .... Ilyenkor a valtoz6é kontinuum sok értéket vehet fel,
mindegyiket 0 valoszintiséggel. Ez a mese, a definicié a kovetkezd.

31



4.1. Definicié. Egy & véletlen valtozd folytonos eloszldsi, ha létezik egy
nemnegativ f fliggvény, melyre

ﬂ@zP@<w=/fﬂw@,xeR

Az f(x) figgvény az £ véletlen valtozo stirtségfiiggvénye. Egy ¢ folytonos
véletlen valtozo varhato értéke

E(¢) = /_ yf(y)dy,
a [7 |ylf(y)dy < co. A & szorasa

= VE[(£ — E(¢))*] = VE(&?) — (E(¢))*,

ahol a méasodik momentum

BE) = [ oy

A definiciobol vilagos, hogy P(¢ € (a,b)) = P(¢ € ( f f(y)dy,
—00 < a <b< 0. Specialisan

/_Zf(w)d P(¢€R) = 1, és P(¢ /f

4.2. Példa. Egységnégyzetben valasztunk egyenletes eloszlas szerint egy pon-
tot. Adjuk meg a pont a négyzet hataratol vett tavolsaganak eloszlasat!

Jelolje & a tavolsagot. Ekkor geometriai valoszintiségi mezén vagyunk,
Q = 1[0,1)%, A = B([0,1]?), é&s P(A) = |A|, ahol | - | a teriilet. Konnyen
lathato, hogy € : Q@ — R, (u,v) — min{u,v,1 —u, 1 — v}, igy

{E <z} ={w:&w) <}

0, x <0,
= ¢ {(u,v) : min{u,v,1 —u,1 —v} <z}, 0<2z<1/2,
[0,1]%, x>1/2.

Azaz

F(z) =P(¢ <) = P({w : {(w) < x})
0, ha z < 0,
=q4z(l—z), ha0<z<1/2
1, ha z > 1/2.
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13. abra. A jo teriilet és az eloszlasfiiggvény
A siirtiségfiiggvény az eloszlasfiiggvény derivaltja, azaz
4—8z, z€(0,1/2)
— F/ — Y Y Y
/(@) (@) {O, kiilonben.
Igy, a varhato értéke
E(¢) = der = 4—-8x)dr ==-—- ==
©= [ af@o= [T ati-soe =533
A szérashoz még a masodik momentum kell, ami
E(§2):/_Oox2f($)da::/o x2(4—8x)dx:6—§:ﬂ

Tehdt D(€) = /&4 — 5 ~ 0,118

4.2. Nevezetes folytonos eloszlasok
4.2.1. Egyenletes eloszlas

A € véletlen valtozo egyenletes eloszldsu az (a,b) intervallumon, a < b, jelben
¢ ~ Egyenletes(a, b), ha siirtségfiiggvénye

{ﬁ, ha y € (a,b),

) = 0, kiilonben.
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14. abra. Az a = 0, b = 1 paramétert egyenletes eloszlas stirtiség- és elosz-
lasfiiggvénye

Ez tényleg stirtségfiiggvény, hiszen f > 0, és ffooo fly)dy = 1.

Vegyiik észre, hogy ez ugyanaz a definici6, mint korabban, a geometriai
valoszintségi mezénél. Valoban, ha (¢,d) C (a,b) egy tetszéleges részinter-
vallum, akkor

d d—c
P (ed)= [ fdy=5—
Eloszlasfiiggvénye
. 0, ha z < a,
)= [ fwdy={3 hase o,
o 1, ha = > 0.
Momentumai, k£ > 1
B = [ o Ty
b
1
k
= d
/a 4 b—a 4
prl _ gt
(k+1)(b—a)
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15. dbra. A X\ = 2 paramétert exponencialis eloszlés stirtiség- és eloszlasflige-
vénye

Speciélisan
a+b

E(f) = 9 Dz(f) =

(b—a)*
12

4.2.2. Exponencialis eloszlas

A & véletlen valtozo A-paraméterd exponencidlis eloszldsu, & ~ Exp(\), A >
0, ha strtiségfiiggvénye

fly) =

e,y >0,
0, y <0.

Ez tényleg strtiségfiiggvény. A megfelel§ eloszlasfiiggvény

F(z) = / " fy)dy

B 1—e ™, x>0,
B 0, x < 0.
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Momentumai

E(ék)=/ y’“f(y)dyz/ yFAe Mdy

0

o k!
= A—k/ FeFdr = NFD(k+ 1) = "
0
Itt folhasznéltuk, hogy a

() —/ y* e Vdy, o> 0,
0

Gamma-fliggvényre teljesiil, hogy I'(k) = (k — 1)!, azaz a fiiggvény a fakto-
ridlis folytonos kiterjesztése. Ez az azonossag kovetkezik a

Na+1) =al(a)

azonossagbol, ami parciélis integralédssal konnyen adodik. Valoban, az e
fliggvényt integralva és a y® fiiggvényt derivalva kapjuk

MNa+1) = / y“e Ydy
0

= [~y /0 (—e™)ay*"dy
=0+ al(a).

Itt felhasznaltuk, hogy lim, .. e Yy® = 0 tetszbleges a > 0 esetén, azaz az
exponencialis fliggvény minden hatvanyfiiggvénynél gyorsabban tart végte-
lenben.

Ezek szerint ] 1

E(¢) = -, D*(&) = —.

Az exponencialis eloszlas karakterizalja az tn. érokifju tulajdonsdg, vagy
emlékezet nélkiiliség. Ez azt jelenti, hogy tetszdleges x,y > 0 esetén

P >z+yl{>x) =P >y). (1)

Ez valoban azt jelenti, hogy az eloszlas nem oOregszik.
Ha & ~ Exp()), akkor ez teljesiil, hiszen

PE2z+y
P({ > )
- e_Ay - P(f > y)?

PEl>r+yll>x)=

ami éppen (1). A forditott irany, logaritmust véve, a Cauchy-féle fiiggvény-
egyenlet megoldasabol kovetkezik.

Tipikus példak: telefonhivas hossza, varakozasi idg, alkatrészek élettar-
tama, iivegpohar élethossza.
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16. abra. A standard normalis eloszlas stirtiség- és eloszlasfiiggvénye

4.2.3. Normadlis eloszlas

A £ véletlen valtozo normdlis eloszldsi p és o paraméterekkel, € ~ N(u,o?),
i€ R, 0? > 0, ha stirtiségfiiggvénye

1 (y=mw?

S(y) = e 22 .
Juo(y) 5

A p =0 és o = 1 paraméterekhez tartozo eloszlast standard normdlis elosz-
lasnak nevezziik. A normalis eloszlast nevezik Gauss-eloszlasnak is.
Koénnyen lathato, hogy f, » fiiggvény p-re szimmetrikus, azaz f, ,(u+y) =
fuo(t —v), vy € R, p-ben van a maximuma, és p & o inflexiés pontok.
Ahhoz, hogy belassuk, hogy f,, strtségfiiggvény, az alabbi lemmat bi-
zonyitas nélkiil felhasznaljuk.

4.2.1. Lemma. Az ffooo e /24t integrdl létezik mint improprius Riemann-
integrdl €s értéke /2.

Az f, o fliggvény nemnegativ. A t = (y — u)/o helyettesitéssel
My

o o 1 _w=w?
/ f“’g(y)dy_/ e 202 dy
—0o0 —00 27TU

00 1 B

e 2dt =1,

|
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ahol az utols6 egyenldségnél a 4.2.1 Lemmat hasznaltuk. Azaz f,, valoban
strtiség.
A varhato6 érték

E(¢) = / N Y fuo(y)dy

[e.o]

o my—u (yu)21 /OO/IJ _w=w?1
= — a —d —_— 02 —d = 5
\/27T(/oo o ¢ ay+ ,ooae i Uy #

a szorasnégyzet pedig
D*(€) = E((§ — n)*)
— [ = fualiidy

- [ w-n
o ) Yy—Hu
o _ (y—w)? _ (y— w?

e ] e [Ty

Tehét a definicioban szereplé két paraméter az a varhato érték és a szoras-
négyzet.
Az & eloszlasfliggvénye a kovetkezSképpen szamolhato:

y—u _=w?

202 dy

F(r) = P(€ < 1) = /fw

(a—n)/o )
:[m ¢% e % dy = B((z — u)/o),

ahol

O(z) = \/%/_006_?/2

a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye. Ebbdl a szamolésbol vilagos,
hogy elég a & fiiggvény értékeit ismerni, és ebbdl tetszéleges paramétertd
normélis eloszlas eloszlasfiiggvénye szamolhato.

Ugyancsak (2) egyszerii kovetkezménye az alabbi allitas.

4.3. Allitas. Ha & ~ N(u,0?), akkor (¢ — p)/o ~ N(0,1).

S6t, ez kicsit altalanosabban is igaz: ha & ~ N(u,0?), és a, b valos allan-

dok, a # 0, akkor a€ + b ~ N(ap + b, a’c?).
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z || 0,00

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

0,08

0,09

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4

0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

1,0
1,1
1,2
1,3
1.4

b

15
1,6
1,7
1,8
1,9

2,0
2,1
2,2
2,3
2.4

2,5
2,6
2,7
2,8
2,9

3,0
3,1
3,2
3,3
3.4

0,5000
0,5398
0,5793
0,6179
0,6554

0,6915
0,7257
0,7580
0,7881
0,8159

0,8413
0,8643
0,8849
0,9032
0,9192

0,9332
0,9452
0,9554
0,9641
0,9713

0,772
0,9821
0,9861
0,9893
0,9918

0,9938
0,9953
0,9965
0,9974
0,9981

0,9987
0,9990
0,9993
0,9995
0,9997

0,5040
0,5438
0,5832
0,6217
0,6591

0,6950
0,7291
0,7611
0,7910
0,8186

0,8438
0,8665
0,8869
0,9049
0,9207

0,9345
0,9463
0,9564
0,9649
0,9719

0,9778
0,9826
0,9864
0,9896
0,9920

0,9940
0,9955
0,9966
0,9975
0,982

0,0987
0,9991
0,9993
0,9995
0,9997

0,5080
0,5478
0,5871
0,6255
0,6628

0,6985
0,7324
0,7642
0,7939
0,8212

0,8461
0,8686
0,8888
0,9066
0,222

0,9357
0,9474
0,9573
0,9656
0,9726

0,9783
0,9830
0,9868
0,9898
0,9922

0,9941
0,9956
0,9967
0,9976
0,9982

0,9987
0,9991
0,9994
0,9995
0,9997

0,5120
0,5517
0,5910
0,6293
0,6664

0,7019
0,7357
0,7673
0,7967
0,8238

0,8485
0,8708
0,8907
0,9082
0,9236

0,9370
0,9484
0,9582
0,9664
0,9732

0,9788
0,9834
0,9871
0,9901
0,9925

0,943
0,9957
0,9968
0,9977
0,983

0,9988
0,9991
0,9994
0,9996
0,9997

0,5160
0,5557
0,5948
0,6331
0,6700

0,7054
0,7389
0,7703
0,7995
0,8264

0,8508
0,8729
0,8925
0,9099
0,251

0,9382
0,9495
0,9591
0,9671
0,738

0,9793
0,9838
0,9875
0,9904
0,0927

0,9945
0,9959
0,9969
0,9977
0,0984

0,9988
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997

0,5199
0,5596
0,5987
0,6368
0,6736

0,7088
0,7422
0,7734
0,8023
0,8289

0,8531
0,8749
0,8944
0,9115
0,9265

0,9394
0,9505
0,9599
0,9678
0,9744

0,9798
0,9842
0,9878
0,9906
0,9929

0,9946
0,9960
0,9970
0,9978
0,9984

0,9989
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997

0,5239
0,5636
0,6026
0,6406
0,6772

0,7123
0,7454
0,7764
0,8051
0,8315

0,8554
0,8770
0,8962
0,9131
0,9279

0,9406
0,9515
0,9608
0,9686
0,9750

0,9803
0,846
0,9881
0,9909
0,9931

0,9948
0,9961
0,9971
0,9979
0,9985

0,9989
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997

0,5279
0,5675
0,6064
0,6443
0,6808

0,7157
0,7486
0,7794
0,8078
0,8340

0,8577
0,8790
0,8980
0,0147
0,9292

0,418
0,9525
0,9616
0,9693
0,9756

0,9808
0,9850
0,0884
0,9911
0,9932

0,9949
0,9962
0,0972
0,9979
0,9985

0,9989
0,9992
0,9995
0,9996
0,9997

0,5319
0,5714
0,6103
0,6480
0,6844

0,7190
0,7517
0,7823
0,8106
0,8365

0,8599
0,8810
0,8997
0,9162
0,9306

0,9429
0,9535
0,9625
0,9699
0,9761

0,812
0,9854
0,9887
0,9913
0,9934

0,9951
0,9963
0,9973
0,9980
0,9986

0,9990
0,9993
0,9995
0,9996
0,9997

0,5359
0,5753
0,6141
0,6517
0,6879

0,7224
0,7549
0,7852
0,8133
0,8389

0,8621
0,8830
0,9015
0,177
0,9319

0,9441
0,9545
0,9633
0,9706
0,767

0,0817
0,9857
0,9890
0,9916
0,9936

0,9952
0,9964
0,0974
0,9981
0,9986

0,9990
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998

17. abra. Standard normaélis eloszlastablazat
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A normélis eloszlas nagyon erésen koncentralodik a varhato értéke kortil.

Valoban, ha £ ~ N(u,0?) és Z ~ N(0, 1), akkor
P(l§ —pl < Ao) =P(|Z] < A) = ®(A) — B(=A)

0,6827, A=1
0,9545, A =2
0,9973, A =3,
0,9999, X =4

Tipikus példak: A késébb targyalando centralis hatareloszlas-tétel miatt
ha egy véletlen valtozoé sok kis véletlen hatas egyiittese, akkor az eloszlas alta-
laban jol kozelithet6 normalis eloszlassal. Példaul testtomeg, testmagassag,

hossz, fejkorfogat, mérési hiba, felvételi pontszamok, 1Q, t&zsdei arfolyam,
éves csapadékmennyiség, . . ..

5. VArhato érték

5.1. Varhato6 érték tulajdonsagai, széras, momentumok

ElGszor felidézziik a varhato érték definicidjat diszkrét és folytonos esetben.

5.1. Definicio. Ha £ diszkrét véletlen valtozo x1, xo, . . . lehetséges értékekkel,
akkor az & vdrhato értéke

E(f) = Z%’P(f = SUz')7

ha . |;|P(§ = ;) < o0.
Ha ¢ folytonos véletlen valtozo f(x) stirtségfiiggvénnyel, akkor az & var-
hato értéke

E@%=/myf@M%

ha [77 |yl f(y)dy < oo.

5.2. Allitas. A kovetkezékben a,b valds konstansok, £,1,&1, ..., &, véletlen
valtozok.

(i) Tetszdleges g : R — R fiigguényre

Bg(6)) = 3 g(o)P(¢ = o). il B(@(©) = [ 9 f(s)dy
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Tetsz6leges h : R? — R fiigguény és &, n diszkrét véletlen vdltozok esetén

) = Z h(xi, y;)P(€ = xi,n = y;).

(i1) A vdarhato érték linedris, azaz tetszdleges a,b € R dllanddkra
E(a& +b) = aE(&) + b.
(i1i)) Ha a <& <b, akkor a < E(§) < b tetszdleges a,b € R szdmok esetén.

(iv) E(§+n) =E() + E(n).
(v) Ha &,&, ..., &, véletlen vdltozok, akkor

E (Zn: &) = iE(&)-

Bizonyitds. (i) Csak diszkrét esetben bizonyitunk, és csak az els§ allitast.
Mivel £ diszkrét, ezért g(§) is diszkrét, és lehetséges értékei g(z1), g(xs), . . ..
[gy a varhato érték definicidja szerint

= g(@)P(§ = ).
(ii) Az elsz6 allitast g(x) = ax + b fliggvénnyel felirva
E(a¢ +0) = Y _(az; +h)P(¢ = x:) = aB(€) +b.

Folytonosra ugyanigy.
(iii)
a:aZP(fzxi)SinP =x;) = <ZbP =b.

Folytonosra ugyanigy.
(iv) Csak diszkrét esetben bizonyitunk. Az (i) pont szerint h(z,y) = z+y
fiiggvénnyel

E(¢+n) = szﬂr% = zi,n = y;)
_szzp =T, N = +Z%ZP =T N = ) tvt
:in :iﬁi‘i'zyj (n=y;)
i J

= E() + E(n).
(v) Kovetkezik (iv)-bdl teljes indukcioval. O
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5.3. Példa. Csodaorszag munka térvénykonyve szerint egy cég minden mun-
késa fizetett szabadsagot kap azokon a napokon, amikor legalabb az egyikiik-
nek sziiletésnapja van. Ezen napok kivételével azonban az év minden napjan
mindenkinek dolgoznia kell. Minden munkas 1 TV-késziiléket készit egy nap
alatt. Hany alkalmazottat vegyen fel a cégtulajdonos, ha azt akarja, hogy a
gyartott TV-késziilékek szamanak a varhatod értéke maximalis legyen?

Legyen n az alkalmazottak szama. Jelolje &, az egy évben gyartott TV-k
szamat, és legyen n; az i-edik napon gyartott TV-k szama, i = 1,2,...,365.
Vilagos, hogy

So=m+m+...+ 305
Masrészt n;-k azonos eloszlastiak, lehetséges értékeik n vagy 0, és

364\"
P(n; = n) = P(nincs sziiletésnap az i-edik napon) = (%) :

364\"
E(,) =365n| — ] .
(&) = 3050 (02
Egyszeri szamoléssal kapjuk, hogy

E(&)
E(€n+l)

azaz a maximum az n = 364 és n = 365 helyeken vétetik fel.

<1 & n <364,

5.4. Példa (Kupongytjté probléma.). Egy N kiilonboz6 elembdl allo soka-
sdgbol visszatevéses mintat vesziink. Jelolje S, azt a véletlen szamot, ahany
elemet kellett huznunk, hogy kapjunk r kiilonb6z6 elemet. Hatarozzuk meg
S, varhato értékét, majd adjunk E(Sy)-re kezelhets aszimptotikus egyenls-
séget!

Vezessiik be az & = Siy1 — Sk valtozot, Sp = 0. Ekkor &, geometriai

eloszlast, ahol a siker valoszintisége p. = (N — k))/N. Ezért E(&) = pik =

A Visszairva S,-be

N—Fk"
E(S,) =E(+& +...+ &)
=E(§%) +E(&) +... + E(§
N N N
= N + ﬁ +...+ N——T—{—l
Ha teljes mintat akarunk, azaz r = N, akkor
E(SN):N<L+;+...+1) ~ NInN,
N N-1 1

amint N — oo.
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5.5. Definici6. Az & véletlen véltozo k-adik momentuma E(&¥), és k-adik
centralis momentuma E[(§ — E&)F], k= 1,2,.... Az 5.2 Allitas szerint

E(f’“) _ 2 2¥P(€ = x;), ha & diszkrét,
B foooo 2 f(z)dr,  ha & folytonos.

5.6. Definicié. Az ¢ véletlen valtozo szorasa D(§) = \/E(§ — E(€))2.

A szoras annak a mérdszama, hogy a valtozé mennyire tér el a varhato
értékétsl. Mivel E(E — E(€)) = 0, E|¢ — E(€)| pedig nehezen kezelhetd (nem
differencialhato az | - | fiiggvény), ezért ez a legegyszertbb ilyen.

5.7. Allitas. Tetszéleges & véletlen vdltozé és a,b valds szamok esetén
(i) D*(§) = E(&?) — (E(S))%;
(ii) D?(a€ +b) = a®*D?*(§);
(iii) D(€) = 0 akkor és csak akkor, ha & = E(£), azaz & konstans véletlen
valtozo.

Bizonyitds. A definici6 alkalmazéasa. O]

5.2. Huffman-kod

Legyen X = {x1,xa,...,x,} véges halmaz, a forrdsibécé. Ekkor tehat 1, x,
..., x, a betidk. Minden betiit egy véges hosszi 0 — 1 sorozattal kodolunk.
Formalisan, ha n* jeloli a kodszavak halmazat, azaz a véges hosszi 0 — 1 so-
rozatokat, akkor a kod egy f : X — n* fliggvény. Az f-hez tartozo lehetséges
kodszavak f(z1), f(x2),..., f(x,).

Az olyan kédolasok érdekelnek, melyek egyértelmtien dekdodolhatok. Az f
kod prefix, ha a lehetséges kddszavak koziil egyik sem folytatasa a mésiknak.
Vilagos, hogy egy prefix kod egyértelmien dekodolhato. Jeldlje x € X esetén
|f(z)] a kodszo hosszat.

5.8. Példa. Legyen X = {a,b,c}, éslegyen fi1(a) =0, fi(b) =01, fi(c) = 011.
Ekkor f; nem prefix kdd, de konnyen lathato, hogy egyértelmtien dekdédolha-
t6. Az fo(a) = 01, fo(b) = 00, fo(c) = 1, kod prefix.

Vildgos, hogy ha n nagy, akkor hosszi kodszavak is kellenek. Olyan
kodoléast keresiink, amiben a hosszii kddszavak ritkan jonnek el6. Legyen
X egy véletlen beti, és eloszlasa P(X = z) = p, k = 1,2,...,n. (A
forrasabécét helyettesithetjiik szamokkal, és akkor a definicié szerinti véletlen
valtozot kapunk.) Tehat py. a xy betii gyakorisaga az adott nyelvben.
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Adott f kod esetén egy hosszu szévegben az egy karakterre es atlagos
kodszohossz az

E(IFCON) = > pel f ()]

varhato érték. Ezt szeretnénk minimalizalni a prefix kédok korében.
A betiik atrendezhetsk, ezért feltehets, hogy p1 > po > ... > p,. Ha az
f prefix kod optimalis, akkor feltehetd, hogy teljesiilnek a kovetkezdk:

(i) Hosszabb kodhoz ritkdbb bettik tartoznak, azaz

[f(x)| < [f(a2)] <o < [f ()]

Hat persze, hiszen ha nem igy lenne, akkor felcserélhetnénk két kodszot,
és kisebb varhato értéket kapnank;.

(ii) A két legkisebb valoszintiséghez tartozo kod hossza egyenls. Hat persze,
hiszen ha |f(z,-1)| < |f(xn)| teljesiilne, akkor f(z,)-b&l eldobhatnank
az utolso bitet.

(iii) f(zp_1)és f(x,) csak az utolso bitben térnek el. Valoban, az el6z6 pont
alapjan latjuk, hogy van olyan i, hogy f(x;) és f(z,) csak az utolso
bitben térnek el. Na de ekkor, |f(x;)| = |f(xn_1)| = |f(x,)]|, és igy az
i-edik és (n — 1)-edik kodszot feleserélhetem.

A fenti (1)—(iii) tulajdonsagok segitségével megmutathato a kévetkezd.

5.9. Tétel. Tegyiik fel, hogy az
X = {21, T2, Yn—1}

(n—1) elem forrdsabécé és py,...,pn—2,Pn-1+ pn €loszlds esetén g eqy opti-
malis prefix kod. Ekkor az eredeti problémdhoz tartozé optimdlis prefix kodot
kapunk, ha az x,_y, ill. x, kddjdt tigy vdlasztjuk, hogy a g(y,—1) kddszot ki-
egészityiik 0-val, ill. 1-gyel, a tobbi kodszot vdltozatlanul hagyjuk.

Az el6z6 tétel alapjan indukcioval készithetiink egy optimélis prefix kodot.
Minden lépésben vonjuk 6ssze a két legkisebb valdszintiségi bettit, a megfele-
16 valoszintiségeket Osszeadva. Ezt addig csinédljuk, amig két valoszintiségiink
marad. Majd az 6sszevonasok megforditasaval visszafelé haladva a megfelelé
kodszo kétféle kiegészitésével optimalis kodot kapunk. Ez a Huffman-kad.

5.10. Példa. Legyen n = 6, X = {x1,...,26}, és py = 0.132, po = 0.329,
p3 = 0.329, py = 0.165, ps = 0.041, pg = 0.004. Ekkor 4 Gsszevonas kell, ezek
sorrendje:

(i) x5, 26 — 56, pss = 0.045;
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18. 4bra. Huffman-kod készitése

(ii) @1, 56, p1s¢ = 0.177;

(iil) @156, T4, Prsea = 0.342;

(iv) x9, 23, p23 = 0.658.
igy az optimélis kod:

T1 | To | T3 | X4 Ts Te
011 | 10| 11 | 00 | 0101 | 0100

Az igy kapott optimélis kod esetén a varhato kodhossz

E(f(X)) =0.132-3 + 0.329- 2+ 0.329 - 2
+0.165- 2+ 0.041 - 4+ 0.004 - 4 = 2.22.

Vegyiik észre, hogy fix kodhossz esetén 3 bit kell a kodolashoz.
Megmutathato, hogy az optimalis varhaté kodhosszra teljesiil, hogy

- 1 - 1
> pilogy — <E(If(X))) <) prlogy — + 1.
1 Dk Dk

k=1
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A fenti kifejezésben megjelend mennyiség a (py) valoszintiségeloszlas entropi-
dja. Minél véletlenebb a sorozat, azaz minél kozelebb van az egyenleteshez az

eloszlas, annal nagyobb az entrépia, és annal nehezebb gazdasagosan kodolni.
A Huffman-koédot hasznéljak pl. JPEG és MP3 kodolasnél.

6. Véletlen valtozok fiiggisége

6.1. Véletlen vektorvaltozok

Egy kisérletnél sokszor tobb a kisérlet eredményét leir6 adatra vagyunk ki-
vancsiak. Példaul testtomeg, testmagassag, vérnyomés, pulzus, .. ..

6.1. Definicio. Az £ = (&,...,&,) : @ — R fiiggvény véletlen vektorvalto-
z6, ha minden komponense véletlen valtozo. Az & eloszlasfiiggvénye

F(zy,...,2) =P(& < x1,...,& < Ty).

Az (&,...,&,) véletlen vektorvaltozo diszkrét, ha értékkészlete megszamlal-
hato.
Az &, 1 =1,2,...,n, valtozok eloszlasat, peremeloszlasnak, vagy margi-

nélis eloszlasnak nevezzik.

6.2. Példa (Trinomidlis eloszlas). Egy szabalyos dobokockaval n-szer dobunk.
Jelolje ¢ a hatosok, n egyesek szamét!

Mind a hatosok, mind az egyesek szama binomidlis eloszldsiu véletlen
valtozo (n, 1/6) paraméterrel. Eloszlasuk

Ple=k) =P(n=k) = (Z) (%)k (Z)M k=0,1,...,n.

5

2

E@) =75, D) =ng.
A (&, n) véletlen vektorvaltozo lehetséges értékei olyan (k, £) parok, melyre

0 <kl <n,é k+ ¢ <n, hiszen kiilon-kiilon 0 és n kozotti egész értéket

vehetnek fel, és az Osszegiik legfeljebb n, a dobédsok szdama. A megfelel6

valoszintiségek

o= ()07 0 (O

hiszen a k& db hatost és ¢ db egyest (Z) (”;k) feleképpen valaszthatom ki,
ezeken a helyeken 1/6 valosziniiséggel dobom azt, amit kell, a maradék n —

Igy,
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k — ¢ helyen pedig 4 lehet&ségem van, hiszen nem lehet sem egyes, sem hatos.
Ez a trinomiélis eloszlas. A példara még késGbb visszatériink a kovariancia
kiszadmolasanéal.

Legyenek &1, ..., &, az (2, A, P) valoszintiségi mezén értelmezett véletlen
valtozok.

6.3. Definici6. Az &, ..., &, figgetlenek, ha minden zq,...,z, € R esetén

P(§1 <Ti,..56n <xn> :P(§1 <x1>P(§n <xn)

teljesiil. Vagyis az egyiittes eloszlasfliiggvény az egyes eloszlastiiggvények
szorzata.

Diszkrét esetben ez a karakterizacié tovabb egyszertisithetd.

6.4. Allitas. Legyenek &y, ..., &, diszkrét véletlen vdltozok gy, hogy & le-
hetséges értékei xﬁ”, xg), ., i=1,2,...,n. Ekkor &, ... &, pontosan akkor
figgetlenek, ha

P& =2V 6 =a") =P =2). . P, = )

in i1 in
teljesiil tetszdleges i;, . .., 1, indexekre.

6.5. Példa (Kockadobas). Egy szabalyos dobokockaval kétszer dobunk. Je-
16lje € az els6, n a masodik dobas eredményét. Ekkor tetszGleges k,¢ €
{1,2,...,6} esetén

azaz & és n fiiggetlenek.

Ha a &,&, ..., &, véletlen valtozok fiiggetlenek, akkor a definici6 szerint
a {& < a1}, {& < 2}, ..., {& < 1.} események fliggetlenek, tetszdleges
x1,Ta, ..., T, valos szamokra. Ennél tobb is igaz. A valtozok pontosan akkor
fiiggetlenek, ha tetszéleges By, ..., B, szép halmazokra (mondjuk intervallu-
mokra) a {§ € By}, ..., {& € B,} események fliggetleneck. Azaz, példaul a
{& > 3}, {& = 5} események is fiiggetlenek.

6.6. Allitas. Legyenek &,n fiiggetlen diszkrét véletlen vdltozok. Ekkor

E (¢1(§)g2(n)) = E(91(£)) E (92(n)) -
Specidlisan, ha & ésn figgetlenek, akkor E({n) = E(§)E(n).

47



Bizonyitds. Az 5.2 Allitas (i) pontja és a fiiggetlenség szerint

E(g Zzgl 1)92(y; )P (€ = wi,n = y;)
- Z Zgl g2 y] é - xl>P(n = yj) fiiggetlenség

:Zgl z)P(€ =z Zgz(yj)P(n:yj>

= E(g1(£))E(g2(n))-

6.2. Kovariancia, korrelaci6
Véletlen valtozok fliggdségének mérGszamai a kovariancia és a korrelacio.

6.7. Definici6. Az & és n véletlen valtozok kovariancidja

Cov(¢,n) = E[(§ —E(§))(n — E(n))],
korreldacidja
! Cov(£.1)
D(§)D(n)

A kovariancia egyszertd tulajdonségai:

p(€,m) =

6.8. Allitas. Tetszdleges €&, ..., &, 0,1, ..., Nm Véletlen vdltozdk és a,b
valos szamok esetén igazak az aldbbiak.

(i) Cov(&, &) = D?(¢);

(ii) Cov(&,n) = Cov(n,§);

(iir) Cov(&,n) = E(¢n) — E(§)E(n);

() Cov(a(§ + ¢),b(n+d)) = abCov (&, n);

(v) Cov (Xiy & Sy ms) = iy Sy Cov(gny);
(vi) ha & ésn figgetlenek, akkor Cov(£,n) = 0.

Bizonyitds. (i) és (ii) a definicié azonnali kévetkezménye.
(iii) A zarojelet felbontva, a varhato érték tulajdonsagai alapjan

Cov(§,n) =E((§ - E())(n—E@1))
=E ({n —EE(n) — E()n + E(§E(n))
=E({n) — E(§E(@).
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(iv) Definici6 szerint

Cov(a(§ +¢), b+ d))
= E[(a(¢ + ) — E(a(¢ + ¢)))(b(n + d) — E(b(n + d)))]
= abE((£ — E(¢))(n — E(n))) = abCov (¢, 7).

(v) A varhato érték linearitasabol

Cov (Z & Zﬂj) =E (Z(fz —E(&)) Z(m - E(%)))

i=1 j=1

=2 D B((& —E)(n; — EMm))

i=1 j=1

= Z Z Cov (&, n;)-

i=1 j=1

(vi) A fiiggetlenséghdl kovetkezik, hogy E(&n) = E(§)E(n), igy (iii) sze-
rint Cov(&,n) = 0. O

6.9. Allitas. (i) Bunyakovszkij—Cauchy—Schwarz-egyenldtlenséy:

|Cov(&,n)| < D(§)D(n).

Innen adodik, hogy p(§,n) € [—1,1];
(i1) ha p(&,n) =1, akkor

= E() + %(n ~ E(n))
(111) ha p(&,m) = —1, akkor
€ =B(¢) - Dt (0~ E()

Bizonyitds. (i): Tekintsiik az U +tV véletlen valtozot, ahol ¢ egy valos szam.
Mivel E[(U + tV)?] > 0, ezért a

p(t) = E[(U +tV)?] = *E(V?) + 2tE(UV) + E(U?) (3)
t-ben mésodfoku polinom diszkriminédnsa nempozitiv. Azaz
A[E(UV)? <4E(U*E(V?), (4)
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amibdl kovetkezik, hogy

IE(UV)| < VE(U2)E(V?2).

Ezt az egyenl6tlenséget az U = £ — E(&) és V = n — E(n) valtozokra felirva
kapjuk az allitést.

(ii) és (iii): Ha |p(&,n)| = 1, akkor a (4) egyenlStlenség U = & — E(&) ¢és
V = n — E(n) valtozokra egyenldség, azaz a masodfokd p polinom diszkrimi-
nansa 0. Ezek szerint

E[((-EH)(n—En]
B T[S ) A

o
o

(

(n

)

t(]:

o

zérushely, vagyis
§—E() +to(n—E(n)) =0,

ami éppen a bizonyitando. O]

Megjegyzés. Korrelacio jelentése. Ha p(&,n) = 0, akkor £ és i korreldlatlanok.
A 6.8 Allitas (v) pontja szerint a fiiggetlenséghdl kovetkezik a korrelalatlan-
sag. Forditva ez nem igaz, konnyd ellenpéldat gyartani. Mindenesetre, minél
kisebb a korrelacio annal gyengébb a két véaltozo kozotti fiiggés. A 6.9 Alli-
tasbol pedig azt latjuk, hogy minél kozelebb van |p(§,n)| értéke 1-hez, annal
erGsebb a valtozok kozotti fliggeés.

Ha a korreléci6 pozitiv, akkor ha & nagy, akkor 7 is nagy, ha pedig negativ,
akkor ha & nagy, akkor n kicsi, és forditva. Ezek a megallapitasok persze nem
tehetSk nagyon precizzé, ez a szemléletes jelentés. A korrelacié jelentését a
kovetkezs fejezetben, a linearis regresszional értjiik meg jobban.

6.10. Allitas. Legyenek &, &, ..., &, pdronként figgetlen véletlen vdltozok.

Ekkor . .
D? (Z&) =) D(&).
=1 =1

Bizonyitds. Egyszerd szamolas. 0

6.11. Allitas. Legyenek &, n véletlen vdltozok, melyek korreldcids egyiittha-
toja p. Ekkor

D*(€ +n) = D*(&) + 2D(£)D(n)p + D*(n).

Bizonyitds. A kovariancia tulajdonsagai alapjan

D*(¢ +1n) = Cov(£ +1,£ + 1) = Cov(E, &) + 2Cov (€, 1) + Cov(n,n)
= D?(¢) +2D(¢)D(n)p + D*().
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6.12. Példa (Trinomialis eloszlas (6.2 Példa folytatésa)). Egy szabalyos do-
bokockaval n-szer dobunk. Jelolje & a hatosok, 1 egyesek szamat!

A kovarianciat egy tigyes triikkel konnyen kiszamolhatjuk. A kovariancia
tulajdonségai szerint

D*(§ +n) = D*(&) + 2Cov (¢, 1) + D?(n).

(Hat persze, a kovariancia olyan mint egy belss szorzat.) Innen ismerjiik £ és
1 szorasat. Tovabba, £ + 1 az egyesek és hatosok Gsszege, tehat 6 binomialis
closzlast kévet n és 2 -+ = 1/3 paraméterekkel. Igy D?({ +1) = ni - 2

3
Rendezve adodik, hogy

n
COV(£7 77) = _%7

korrelaciojuk pedig

_ Cov(¢,n) —na 1
Ao =Den6 = g 5

Latjuk, hogy a korrelacié negativ, azaz ha sok hatost dobunk, akkor kevés
egyest, és forditva, ami teljesen természetes.

6.3. Linearis regresszio

6.13. Példa. Harom, kiilsére egyforma érmével a fejdobas valoszintisége 1/4,
1/2, és 3/4. Véletlenszerten valasztunk egy érmét, és azzal kétszer dobunk.
Legyen n a fej valoszintisége a valasztott érmén, & a dobott fejek szama.

Vilagos, hogy & lehetséges értékei 0,1,2, mig 1 lehetséges értékei 1/4, 1/2,
3/4. A szorzasi szabéllyal kapjuk

r(o-dee0)ro- e
1 /3\* 9
:§'<Z) T 48

A t6bbi eset hasonléan szamolhato, pl.

2
p(i-tem1)-La(l) oL
2 3 2 6

Minden valdszintiséget kiszamolva az alabbi tablazatot kapjuk, ami megadja
a (&,n) egylittes eloszlasat:
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nelofif2|¥
1 9|6 | L | 1
4 48 | 48 | 48 || 3
1 1|1 )11
2 2| 6 |12 3
3 1|16 |9 | 1
4 48 | 48 | 48 || 3
2{: 14 | 20 | 14 1
48 | 8 | 48

A tablazat utolsd oszlopaban megjelenik 7 eloszlésa, mig az utolsd sorban &
eloszlasa, ezek a peremeloszlasok.

Ennél a kisérletnél n értékét nem tudom meghatérozni, hiszen az érmék
kiilsére egyformak. Viszont vilagos, hogy ¢ ismeretébdl kovetkeztethetiink n
értékére, hiszen minél nagyobb a fej valészintisége, annal tobb fejet dobunk.
Ez azt jelenti, hogy egy olyan (determinisztikus) g fliggvényt keresiink, mely-
re g(&) kozel van n-hoz. A kozelség mérése fligg az adott feladattol. A konkrét
példaban kereshetiink olyan ¢ fiiggvényt, melyre a P(g(§) = n) valoszintiség
maximalis, azaz a lehetd legnagyobb valoszintiséggel adjuk meg a valodi n
értéket. Egy mésik lehetséges valasztas, hogy minimalizaljuk a (g(&) — n)?
négyzetes hiba varhato értékét. A regresszioé ezt a problémat fogalmazza meg
altalanos esetben.

6.14. Példa. A sztochasztika alapjai kurzus elején a hallgatok kitoltenek egy
tesztet, mely az eddigi matematika tudasukat méri. A kurzus teljesitésé-
hez a félév végén is kitoltenek egy tesztet a kurzus anyagabol. A korabbi
évek tapasztalatai alapjan feltehets, hogy az i-edik hallgato elsd teszten elért
pontszama &;, a masodikon 7; = &%&, ahol &;,&, ... és &],&, ... figgetlen
normélis eloszlasu valtozok p = 50 varhato értékkel és o = 10 szoréassal,
1 = 1,2,...,N, ahol N a hallgatok szama. Fz azt fejezi ki, hogy a jobb
alapokkal érkezd diak (nagyobb & érték) valoszintileg sztochasztikabol is si-
keresebb lesz, de a fliggés nem determinisztikus, hiszen lehet, hogy az adott
didknak jobban megy vagy éppen kevésbé jol megy a sztochasztika, mint a
tobbi matematika targy. A 19. abran N = 100 hallgaté pontszamat latjuk.
Minden pont egy hallgaté pontszamaihoz tartozik, a pont els§ koordinatéaja
az elsé teszten, a masodik koordinataja a mésodik teszten elért pontszamot
jelenti. Vilagos, hogy két pontszam kozott van kapcsolat. Altalaban maga-
sabb els6 pontszamhoz, magasabb masodik pontszam tartozik. Az is latszik,
hogy a fiiggés nem determinisztikus.

Arra vagyunk kivancsiak, hogy az ismert &, ..., &y értékekbdl hogyan
tudunk koévetkeztetni az 7y, ...,nxy értékekre. (Ez fontos lehet, ha elére kell
tervezni, hogy hany gyakorlat kell majd a kdvetkezs féléves Alkalmazott sta-
tisztika kurzuson.)

A feladatunk az, hogy a & értékébdl adjunk elérejelzést n értékére. Vila-
gos, hogy ezt pontosan nem tudjuk megmondani, de valamit tudunk monda-
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ni. Ha ismerjiik & értékét, akkor

E§+¢
2

_ 3
!é} =25+,

il =B

hiszen & értékét pontosan tudom, & varhato értéke pedig 50, és £ fiiggetlen
&'-t6l. Ez éppen a regresszios egyenes, amit behuztunk a 19. abran.

Szamitsuk ki a két valtozo, & és n korrelacios egyiitthatojat! A kovariancia
tulajdonségai szerint

Cov(§.€) + 5Cov(6.€) = JD(6).

Cov(¢,n) = Cov (g, 3 J; 5/) _ %

A szorasok D?(€) = 100, és a fiiggetlenség miatt

D) = D* (5) = { (09 + D)) = 0,

ahonnan a korrelacios egyiitthato

_ Cov(,n)

p(&,m) = D*(¢) !

1
D)D)  2DED() V2

Tekintsiik a (&,n) véletlen vektorvaltozot. Az n valtozot tekintem fiiggd
valtozonak, ennek az értékére szeretnék kovetkeztetni a & fiiggetlen vdltozo
értékébdl. Vagyis ismert & esetén szeretném megmondani n-t. Egy olyan
determinisztikus ¢ fliggvényt keresek, melyre az n — g(&) véletlen valtozd
kicsi valamilyen értelemben. Mivel ez igy nehéz,” csak a linearis fiiggvények
kozott kerestink. Tehat keressiik azokat az a,b valds szdmokat, melyre a
n — (a& +b) valtozo kicsi. A kicsiséget négyzetes hibaban mérve, keressiik az

h(a,b) = E [(n — (a& +1))’]
fliggvény minimumbhelyét, azaz a legjobb a, b valasztast. Mivel

E[(n - (ag +b))’]

=E [((n — a&) — E(n — a&) + E(1 — a&) — b)’]

=E [((n — a€) — E(1 — a&))*] + [E(y — a&) — b]’
+2E[((n — a&) — E(n — ag))] (E(n — af) — b)

=E [((n — a€) — E(1 — a&))*] + [E(y — a&) — b’

TA legjobb g az 1 valtozo &-re vett feltételes varhato értéke lesz, amit konkrétan nehéz
kiszamolni.
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latjuk, hogy b = E(n) — aE(&) valasztas adja b-ben a minimumhelyet. Tehat
a D?(n — af) mennyiség minimuma kell a-ban. A szérasnégyzetre vonatkozo
formulak szerint

D?(n — a&) = Cov(n — a&,n — af)
= D?(n) + a®D?*(€) — 2aCov(n, §).

Ez a-ban mésodfokd polinom, fSegyiitthatoja pozitiv, azaz egy felfelénézs
parabola. Ennek minimumbhelye

_ 2Cov(n,§) _ Cov(n,§)
2D2(¢) D2(§)

Ezek szerint a legjobb linearis kozelitést a

_ Cov(n,§)
D2(¢)

fiiggvény adja. O a regresszids egyenes.
Vegyiik észre, hogy ha £ és n korrelalatlanok, azaz Cov(&,n) = 0, akkor
a legjobb kozelités E(n), vagyis £ semmi informaciot nem ad 7 értékérsl.

g(x) (z —E(¢)) + E(n)

7. Véletlen valtozok konvergenciaja

7.1. Markov és Csebisev egyenlGtlenségei

7.1. Tétel (Markov-egyenlStlenség). Legyen & egy véletlen vdltozo (2, A, P)
valosziniségi mezdn, melynek véges a varhato értéke. Ekkor tetszdleges pozi-
tiv ¢ konstansra

E(|¢])

P(lg] 2 o) < =2

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy tetszéleges ¢ > 0 esetén cl(|X| > ¢) < |X],
ahonnan
cP(IX] > ¢) < E(|X]),

ami éppen az allitas. O]

A Markov-egyenl6tlenség egyszert alkalmazasaval adodik a

7.2. Tétel (Csebisev-egyenl6tlenség). Legyen & egy véletlen vdltozo (€2, A, P)
valdsziniiségr mezdn, melynek véges a szordsa. FEkkor tetszdleges pozitiv c
konstansra

D*(¢)

c2

P -E(§)]=¢) <
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Bizonyitds. A Markov-egyenlGtlenség szerint

D*(¢)

c2

P(l¢—E(§)] =2 o) =P((( —E()* > ") <

7.2. Nagy szamok gyenge torvénye

7.3. Tétel (Csebisev-féle nagy szamok gyenge torvénye). Legyenek &;,&s, .. .
paronként fiiggetlen, véges szordsu véletlen vdltozok, melyek kozos vdarhato
értéke p €s szordsnégyzete 0. Ekkor tetszbleges € > 0 esetén

lim P ( > 6) = 0.
n—00

Bizonyitds. A péaronkénti fliggetlenség miatt
D& + ...+ &) = no’.

L4...+ &
n

—

A Csebisev-egyenl6tlenséget az & = & + ... + &, valtozora folirva kapjuk,

hogy
P (

ami tart 0-hoz. O

i+ +&n
n

S_

—
n2e? ne

)

>€) §D2(€1+”'+5n) 022

A bizonyitasbol latjuk, hogy a paronkénti fliggetlenség helyett elég kor-
relalatlansagot feltenni.
Specialis esetként adodik a

7.4. Tétel (Bernoulli-féle nagy szamok gyenge torvénye (1713)). Jeldlje S,
eqy p valdsziniségi A esemény bekovetkezéseinek a szamdt eqy kisérlet n
fiiggetlen ismétlése sordan. Ekkor tetszdleges € > 0 esetén

>€):O.

A tétel szerint a relativ gyakorisagok a fenti értelemben konvergalnak az

“ .0,

n—oo

lim P(‘&—p
n

tulajdonsagai motivaltak (additivitas), ezért a fenti tétel szerint a valoszint-
ség tényleg az, amit akarunk.
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7.3. Centralis hatareloszlas-tétel

A nagy szamok torvénye azt allitja, hogy fiiggetlen, azonos eloszlasu véletlen
valtozok atlagai kozel vannak a varhato értékhez. Az alabbiakban ezt a
kozelséget tessziik precizzé.

7.5. Tétel (Centralis hatareloszlas-tétel). Legyenek &, &1,&s, ... figgetlen,
azonos eloszlasu véletlen vdltozok kézos E(E) = u vdrhato értékkel, és vé-
ges D(§) = o szordssal. Ekkor tetszdleges x € R esetén

lim P (M

N < x) = d(z),

n—o0

ahol ) . ,
d(z) = — e '7d
@=—=[ Fu

a standard normalis eloszlds eloszldsfigguénye.

A tételt nem bizonyitjuk. A bizonyitas mar komolyabb eszkézokkel, a ka-
rakterisztikus fiiggvények modszerével torténik. Annyit megjegyziink, hogy
a tételben szerepls standardizalt Osszeg varhato értéke 0, mig szorasa 1. Va-

16ban
E (Z(& - u)) =Y (B(&) —p) =0,

i=1 i=1

és a fiiggetlenség miatt

n

D) (& —n) = ZD2(&) = no?,

=1

ezért

D2 Z?:I(él — ) _ no’ —1
ovn no? '
A CHT indikatorvaltozokra vonatkozo specialis esete a de Moivre—Laplace-
tétel.

7.6. Tétel (de Moivre-Laplace tétel). Jelolje S, eqy p valdsziniiségi A ese-
mény bekovetkezéseinek a szamdt eqy kisérlet n figgetlen ismétlése sordn.
Ekkor tetszdleges x € R esetén

lim P <Sn;np) < x) = d(z).
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Valoban, korabban lattuk, hogy a p-paraméterd Bernoulli-eloszlas varhato
értéke p és szordsa /p(1 —p). A specidlis eset bizonyitasa a binomialis
egyiitthatok pontos aszimptotikidjanak meghatarozésaval torténhet.

7.7. Példa. A kakucsretyegei polgarmestervalasztason két jelolt van: A és B.
Kakucsretyege 40000 szavazdja egymastol fiiggetlentil, 1/2—1/2 valoszintség-
gel szavaz a két jelolt egyikére. A fesziilt politikai helyzet miatt a szavazatok
ujraszamlalasat rendelik el, ha a két jeloltre leadott szavazatok szadma kozott
legfeljebb 100 a kiilonbség. Mi a valészintisége, hogy ujraszamlélasra kertl
sor?

Ekkor tehat n = 40000, p = P(A-ra szavaz valaki) = 1/2. Legyen S,
az A-ra szavazok szama, ekkor n — S, a B-re szavazok szama. A kérdés
P(|S, — (n — S,)| <100). A CHT-ban el6fordul6 mennyiségek np = 20000

és \/np(1 — p) = 100. Igy a CHT szerint
P(|S, — (n — S,)| < 100) = P(~100 < 25, — n < 100)

—P(-05<22 T <05
( Vv 1pq
~ ®(0,5) — B(—0,5)

= 20(0,5) — 1 ~ 0, 38.

7.8. Példa. A sztochasztika alapjai kurzus 700 hallgatéjanak mindegyike be-
megy az els6 el6adésra. Ezt kévetGen minden hallgaté minden tovabbi el6-
adas elstt feldob egy szabalyos pénzérmét. Ha fejet kap, akkor bemegy a
kovetkezd elGadasra, ha irdst akkor nem, és utana méar egyetlen elGadasra
sem megy be.

Véletlen Vince a 700 hallgato egyike. Mennyi a valoszintisége, hogy Vince
az Osszes el6adasra bemegy? Varhatoan hany el6adason vesz részt? Mennyi a
valoszintisége, hogy a 13. (utolso) elgadason lesz hallgat6? Varhatoan hany
hallgatod lesz a 2., 3., utols6 el6adason? Mennyi a valoszintisége, hogy a
negyedik eléadason 100-nal t6bb hallgato vesz részt. Es annak, hogy a tizen-
egyediken pontosan 2 hallgato vesz részt?

Vince egy szabalyos érmét dobal legfeljebb 12-szer. Jeldlje & annak a
dobasnak a sorszamat, amikor el@szor irast dob, ha csupa fejet, akkor legyen
¢ = 13. Ekkor Vince pontosan £ db eladéason vesz részt. (Ha pl. £ = 1, akkor
elsére fejet dob, igy a mésodik eladésra mar nem megy be.) Ha k < 12
akkor a & = k esemény pontosan azt jelenti, hogy az els6 k — 1 dobés fej, a
k-adik irés, igy
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Ha ¢ = 13, azaz minden el6adésra bemegy, akkor mind a 12 dobas fej. Ennek
a valoszintsége

1
P(Vince az Osszes el6adasra bemegy) = P({ = 13) = o1 ~ 0.00024.

A latogatott el6adasok szaméanak varhato értéke E(¢), ami definicié szerint

k13 1
k=1
Jelolje ny a 2. el6adéason levs hallgatok szamat, ns a 3. el6adason levd
hallgatok szamat, .... A 2. el6adéson azok vesznek részt, akik elsére fejet
dobtak, tehéat 7, binomialis eloszlasa n = 700 és p, = 1/2 paraméterekkel.
Igy

1
E(1) = 700 - 5 = 350.

Hasonloan, a 3. el6adason résztvevék szdma binomidlis n = 700 és p3 = 1/4
paraméterekkel, hiszen itt azok vannak, akik kétszer fejet dobtak. Igy

1
E(ns) = 700 - 7 = 175.

Mig az utols6 el6adason résztvevsk szama binomiélis n = 700, p;3 = 1/212
paraméterrel, igy

1
E(mis) = 700 - 555 = 0.17.

Tehat az utols6 el6adason varhatdéan 0.17 hallgato lesz.

A 4. el6adason résztvevok szama binomialis n = 700 és p = 1/8 para-
méterekkel. Ekkor az n nagy és a p nem olyan kicsi, igy normalis kozelitést
hasznalunk. A de Moivre-Laplace-tétel szerint

N4 — 700 - 100 — 700 -

1 1
8 > 8
\/700-§-§ \/700-§-§
10
~P (Z > 7) ~1— ®(1.43) ~ 0.077.

P(n, > 100) = P

A tizenegyedik eladéason résztvevsk szama 1y, binomialis eloszlast n =
700 és p = 2719 paraméterekkel. Ekkor az n nagy, viszont p nagyon kicsi, és
np = 700/1024 ~ 0.68. Igy nem normalis, hanem Poisson-kézelitést haszna-
lunk. (A Poisson eloszlast éppen a binomialis hatéareloszlasaként definialtuk.)
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Tehét az 1, valtozot egy A = -2 paraméterti Poisson-eloszlast véltozéval

© 1024
kozelithetjiik. Igy

)\2
P(n; =2) ~ Ee*A ~ 0.117946.

A pontos valoszintiség, a binomiélis eloszlas szerint

700

Py =2) = ( ) ) (27192 (1 — 2719 ~ 0.117969.

7.9. Példa. Budapesten meg akarjék allapitani a dohanyosok p aranyat. Eh-
hez kivalasztanak n egyént gy, hogy minden valasztasnal mindenki ugyan-
akkora valoszintiséggel keriil kivalasztasra, és csak ezek kozt nézik meg a do-
hanyosok S szaméat. Legalabb mekkora legyen az n, hogy a kapott p’ = S/n
arany legalabb 0,95 valoszintiséggel legfeljebb 0,005 hibaval kozelitse a valodi
p aranyt, akarmi is p € (0,1)?

Ez mar érdekesebb feladat, ugyanis semmi nincs megadva. Vilagos, hogy
a feladat nagyon fontos, ugyanis a kozvéleménykutatasokhoz pontosan ilyen
tipusu kérdést kell feltenni. Van valami ismeretlen valészintiség p, ami azt
mutatja meg, hogy az emberek ilyen arénya szavazna az A part jeloltjére.
Nem tudjuk mi a p, de errdl szeretnénk valamit mondani. Hany embert kell
megkérdezni, hogy valami okosat mondhassunk?

Jelolje S a dohanyzok szamat a megkérdezettek kozott. Ekkor S binomié-
lis eloszlasn véletlen valtozo n (meghatarozando, de ismert) és p (ismeretlen)
paraméterekkel. Vilagos, hogy az ismeretlen p értékre az S/n becslést adjuk.
Elég Osszetett a kérdés, kicsit el kell rajta gondolkodni. A becslés hibéaja
|S/n — p|. Azt akarjuk, hogy ez nagy valosziniséggel (0,95) kicsi legyen
(0,005-nél kisebb), azaz olyan n értéket keresiink, amire

P <'§ —p‘ < 0,005) > 0,95.
n

(Annak a valoszintisége, hogy a hiba 0,005-nél kisebb, legalabb 0,95.) A de
Moivre-Laplace-tétel szerint

P <a§ % gb) ~ ®(b) — B(a).
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Igy

P ( % —p‘ < 0,005) —P (‘S _n”p < 0,005)
—Pp <'\/% < 0,005—\/1%)

~ o <0,005

Ve Yo o005V
V(1 —p)> v < no V(1 —p)>
=20 (0,005l> —1

p(1—p)

Annyit hasznaltunk, hogy |z| < a pontosan akkor, ha —a < x < a, és hogy
O(—x) =1— &(x). Ezek szerint az kell, hogy

2 0,005L —1>0095
Vp(1—p)

o (0,005%) > 0,975.

A tablazatbol kikeresve azt kapjuk, hogy
VLD
V(1 —p)

azaz

0,005 > 1,96.

Atrendezve
n >392 p(1 —p). (5)

Nem ismerjiik p értékét. Ugy kell n-et valasztani, hogy a fenti egyenl6tlenség
minden p-re igaz legyen. Tehat valasszuk p-t tgy, hogy a jobb oldal maximalis
legyen. Ez p = 1/2-nél van, értéke 1/4. Tehat, ha

1
n > 396271 = 38416,

akkor (5) teljesiil minden p € [0, 1] esetén.

8. Statisztikai alapfogalmak

Az (Q, A, P) harmast statisztikai mezének nevezzik, ha ) tetszéleges halmaz,
az eseménytér, A az események halmaza, P pedig valosziniiségi mértékek
halmaza.
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A statisztikai problémak soran a megfelels valoszintiségi mérték kivalasz-
tésa, illetve ennek valamilyen tulajdonsidganak meghatarozasa a feladat.

Fiiggetlen, azonos eloszlast véletlen valtozok egy &, &, &, ... sorozatat
statisztikar mintdnak nevezziik. Mivel statisztikai problémak soran a kozos
eloszlast altalaban nem ismerjiik, ezért a kozos eloszlast hdttéreloszlasnak is
nevezik. Ha a minta véges, akkor n-elemi mintardl beszéliink. A minta egy
adott realizaciojat zq, ..., x, jeloli. A minta egy T fliggvényét statisztikdnak
nevezziik.

8.1. Alapstatisztikak

Legyen &1, &, . .., &, egy n-elemi minta. A varhato érték, szordasnégyzet és ko-
variancia empirikus megfelel6i az alabbiak. Ezek a megfelel§ elméleti mennyi-
ségek természetes becslései.

8.1. Definici6. Az
_ 1 <&

a mintadtlag. Az empirikus szordsnégyzet

=1

Az alabbi egyszerii allitas megkonnyiti az empirikus szorasnégyzet szami-
tasat.

8.2. Tétel (Steiner-tétel). Tetszdleges xq,. .., x, értékekre és c valds szamra
li(as —c)? = li(m—f )2+ (T, — ¢)?
n : 3 n : 3 n n .
i=1 i=1
Bizonyitds. Egyszertd szamolés. O]

Ezek alapjan a ¢ = 0 valasztéassal
vo-lyeo @y
o i=1 z v
Az (&,m), ..., (&, np) minta empirikus kovariancidja
1< - _ 1 < _—
Col&m) = = (6 = &) =) = ~ > & = &7
i=1 i=1
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Jelolés: A konkrét realizdciobol szamolt értékeket a megfelels kisbettikkel

jeloljiik,® igy konkrét x1, . .., x, realizacidhoz tartozé mintaatlag és empirikus
szorasnégyzet
T, = 1 ixi, vy, = 1 i(ml — )%
o o
8.3. Definici6. Az &, ..., &, minta empirikus eloszldsfiigguénye

Fu() = % it & <z}

Az empirikus eloszlasfiiggvény indikatorvaltozokkal is definidlhato:
1 n
(2) =~ Zl (& <)

A fliggetlenség miatt 1(&; < z),...,[(&, < x) fiiggetlen Bernoulli-eloszlasi
véletlen véaltozok p = F(z) paraméterrel, ahol F' a kozos elméleti eloszlés-
fiiggvény. Innen kovetkezik, hogy nF),(z) ~ Binom(n, F(z)). Ezzel belattuk
az alabbit.

8.4. Allitas. Legyen &, &, ... az F hdttéreloszldsbol szdrmazé minta, és te-
kintsiik ennek az F,, empirikus eloszldsfligguényét. Ekkor
F(z)(1— F(z))

n

E(F.(2)) = F(x), D*(F,(z)) =

Tovdbbd, tetszdleges x € R esetén, tetszdleges € > 0 szamra
lim P(|F,(x) — F(x)| >¢) =0.
n—o0

Az utolso allités a nagy szamok Csebisev-féle gyenge torvénye.

8.5. Példa. Az x1 = 40, x5 = 45, x3 = 40, x4 = 42, x5 = 36 minta empirikus
eloszlasfiiggvénye:

y
1 1 o
1] o e
5 | o
% ] o— o
0 36 10 42 45 x

8Kivétel az empirikus eloszlasfiiggvény.
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8.2. Torzitatlansag és konzisztencia
A tovabbiakban (€2, A, P) egy statisztikai mezs, ahol P = {Py: 0 € ©}. A

feladat az ismeretlen # paraméter, vagy annak valamely fliggvényének becs-
lése egy minta alapjan.
Bevezetjik a € =&, = (&1, ..., &,) jelolést.

8.6. Definicio. A T'(&,,) statisztika () torzitatlan becslése, ha
Eo(T(&,)) =1(f) minden 6 € © esetén.
A T(&) statisztika ¢(0) aszimptotikusan torzitatlan becslése, ha

lim Ey(T'(€,)) = ¢(f) minden 6 € O esetén.

n—o0

s sz

dik a kovetkezd.

8.7. Allitas. A mintadtlag torzitatlan becslése a vdrhaté értéknek, feltéve
hogy az létezik.

Vegyiik észre, hogy a minta tetszéleges konvex kombinacioja torzitatlan
becslése lesz a varhato értéknek. Igy specidlisan egyetlen mintaelem &; is
torzitatlan becslés. Tehat a torzitatlansag énmagaban nem sokat mond.

8.8. Allitas. Legyen &,&1, &, . .. fiiggetlen, azonos eloszldsi minta, egy olyan
eloszldsbol, melyre minden 6 € O esetén D3(£) < oo. Ekkor az empiri-
kus szordasnégyzet nem torzitatlan, csak aszimptotikusan torzitatlan becslése
a szordsnégyzetnek. A korrigdlt empirikus szordsnégyzet

Vi) = — 36 - B = V(©)

n—14 n—1
=1

torzitatlan becslése a szorasnégyzetnek.

Bizonyitds. A Steiner-tétel és a szoras definicioja alapjan

Eo(V,) = % Z Eo(&) — Eo ((€,)%)

n—1

= —— (B(€%) — (Bq(€))*) = ——Dj(9),

n

amibdl mindkét allitas adodik. O]
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Hasonl6 széamolassal adodik, hogy az empirikus kovariancia varhato értéke

n

B(Ca(6, 1) = " Cov(e,n),

azaz az empirikus kovariancia nem torzitatlan, csak aszimptotikusan torzi-
tatlan becslése a kovariancidnak.

8.9. Definicio. A T'(&,,) statisztika gyengén konzisztens becslése 1 (0)-nak,
ha tetsz6leges 6 € © és € > 0 esetén

Tim Py (IT(E,) — ¢(6)] > &) = 0.

A nagy szamok Csebisev-féle gyenge torvénye éppen a mintaatlag gyenge
konzisztenciajat jelenti.

8.10. Allitas. Ha a hdttéreloszlds szordsnégyzete létezik, akkor a mintadtlag
gyengén konzisztens becslése a vdrhato értéknek.

Erésebb momentumfeltételek mellett némi szamoléassal igazolhato, hogy
az empirikus szorasnégyzet és empirikus kovariancia konzisztenciaja.

8.11. Tétel. Ha Ey(£*) < oo, minden 6 € © esetén, akkor mind az empirikus
szordsnégyzet, mind a korrigalt empirikus szordsnégyzet gyengén konzisztens
becslése a szordsnégyzetnek.

8.12. Tétel. Legyen (§,7), (&1,m), (&2,m2), - .. olyan statisztikai minta, mely-
re Eg(¢1) < 00, Ep(n?) < 0o, minden 6 € © esetén. Ekkor a

Co= 13 (6 —E)0n —7)

n <
=1

empirtkus kovariancia gyengén konzisztens becslése a kovartancidnak.

8.3. Maximum likelihood médszer

A maximum likelihood modszer, vagy a legnagyobb valoszintiség elve, sta-
tisztikdban nagyon gyakran hasznalt paraméterbecslési eljaras. Tekintstink
egy (2, A, P) statisztikai mez6t, ahol P = {Py: 6 € ©}, ahol © C R* (alta-
laban egy-, néha kétdimenzios). Egy adott x = (zq,. .., x,) realizacié esetén
azt a 6 paramétert fogadjuk el, mely mellett a legnagyobb a valészintisége az
adott realizacionak.
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A preciz altalanos definicié el6tt nézziink egy példat. Tegyiik f6l, hogy
egy Bernoulli-eloszlasbol vesziink mintat, ahol a paraméter 6 € [0, 1] isme-
retlen, ezt akarjuk becsiilni. Tehat &, ..., &, figgetlen Bernoulli(#)-eloszlasu
véletlen valtozok. A fliggetlenség miatt

PG ((fl; - 7£n) = (.Tl, .. ,xn)) = 62?:1%‘(1 _ 9)”72;;1%_

Innen latjuk, hogy csak az szamit a mintabol, hogy hanyszor kévetkezett be
a vizsgéalt esemény. Tehat az (z1,...,x,) realizicidhoz tartozd valoszintség,
ha 6 a valodi paraméter

Lo(z1,...,2,) =0 (1 = 0)" "

ahol s, = D" x;. Azt a 0 értéket gondoljuk az igazi paraméternek, mely
esetén _az adott kimenetel a legvaloszinibb. Azaz a ¢ paraméter becslésére
azt a 0 értéket valasztjuk, melyre

Ly(x) = sup Ly(x).
0€[0,1]

Rovidebben

f = argmax { sup Lo(x)}.
0€[0,1]

Adott s, n értékek mellett keressiik a
Lo=0°(1—6)""°
fiiggvény maximumat a 6 € [0, 1] intervallumon. Lederivalva

d
— Ly =011 —0)"*"(s — nb).
CoLy= 01— 0y (s — )
Latjuk, hogy a derivalt pozitiv a [0,s/n) intervallumon, s/n helyen 0, és
negativ az (s/n, 1] intervallumon. Ezek szerint a
s

O(x) ==

(="
becslést kapjuk, ami éppen a relativ gyakorisag, vagy empirikus varhato ér-
ték.

8.13. Definicié. Amennyiben Py melletti hattéreloszlas diszkrét minden
0 € © paraméterre, akkor a likelihood-filigguény

Lo(x) = Lo(z1,...,2,) = Py = x) = Hpg(g = ;).
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Ha Py melletti hattéreloszlas folytonos minden 6 € © esetén és stirtiségfiigg-
vénye fy, akkor a likelihood-fligguény

n

Lo(x) = Lo(x1, ..., xn) = [ [ fo(a:).

j=1
A 0 paraméter mazimum likelthood becslése az x minta alapjan
é\(X) = argmax geo Lg(X).

A szorzatalak miatt altaldban kényelmesebb a likelihood fiiggvény loga-
ritmusaval szamolni, amit log-likelihood fiiggvénynek neveziink, azaz

£o(x) = log Ly(x).

Mivel a logaritmus fliggvény szigorian monoton nd, ezért L és ¢ maximum-
helye megegyezik.

Bizonyos altalanos feltételek mellett a 0 maximum likelihood becslés kon-
zisztens, aszimptotikusan torzitatlan.

8.14. Példa (Hipergeometrikus eloszlasbol vett minta ML becslése). Egy te-
riilleten meg akarjuk becsiilni az ott é16 madarak ismeretlen NV szamat. Meg-
gytrtiziink M madarat, majd befogunk n < M madarat, melyek kozil m
van meggytrtizve. Tegytlik f6l, hogy m > 1, kiilonben fogjunk még madarat.
Megadjuk N ML becslését.

A likelihood fiiggvény

() G
)
ahol £ jeloli a masodszorra befogottak koziil meggyiirizottek szadmat. A

feladat meghatarozni, hogy ez milyen N esetén lesz maximélis. Ez az N lesz

a ML becslés. Egyszert szamoléassal
Lyg(m)  (N+1-m)(N+1-n) o1
Ly(m) (N+1)(N+1—=M—n+m) '

pontosan akkor teljesiil, ha

Ly(m)=Py(=m) =

M
N<—n — 1.
m

Ezek szerint az (Ly(m))n>a sorozat monoton né [nM/m]-ig, ahol [| az
egészrésziliggvény. Ezek szerint N ML becslése

ﬁ:{%].
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8.15. Példa (Poisson-eloszlas paraméterének ML becslése). Legyenek &, .. .,
&, figgetlen, Poisson(\) eloszlast véletlen valtozok. Adott x = (x1,...,2,)
realizacio esetén a log-likelihood fliggvény

= ixz log A — iloga:i! — An.
i=1 i=1

A maximumhelyet derivaléssal hatérozhatjuk meg,

d£
A A ZZL‘Z ’

amibdl a
1 n
X Z r;,—n=20
i=1

likelihood egyenlet adodik. Az T zérushely valéban maximum, tehat

=T,
Azaz az ML becslés éppen a mintaatlag. Lattuk, hogy ez torzitatlan, gyengén
konzisztens becslés.
8.16. Példa (Exponencidlis eloszlas). Legyenek &, ... &, figgetlen, Exp(\)
eloszlast véletlen valtozok. Adott x = (xy,...,z,) realizaci6 esetén a log-
likelihood fiiggvény

= log ﬁ Ae i =nlog\ — A i Z;.
=1 i=1

Innen a N
% — Z ;=0
likelihood egyenlet adodik, aminek I:;goldasa
Ao
Tn

Ez valoban maximumbhely.
8.17. Példa (Normalis eloszlas). Legyenek &, ..., &, figgetlen, N(u,o?) el-

oszlasu véletlen valtozok. Adott x = (x1,...,x,) realizacio esetén a log-
likelihood fliggvény
g lOgH (zl l")
0-2
(h 2ro

n

n 1
— (log(2m) + log %) - 252 > (@i — ).

=1
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Vegyiik észre, hogy tetszbleges o2 esetén log-likelihood fiiggvény
/7 =T

helyen lesz maximalis. Azaz a maximumbhely p-ben nem fiigg o-tol. Ezt
visszahelyettesitve, a

—g(log(%r) +logo?) — 552 n

fiiggvény maximumét keressiik o2 fiiggvényeként. Lederivalva
dl(z, 02 o on (1 Un,
do?2 2 \o?2 (02)2)°

5t =,

Innen a

becslést kapjuk. Konnyen lathato, hogy ez valoéban maximum hely. Tehat, a

ML becslés
(11, 82) = (Tp, Vp)-

Lattuk, hogy &, torzitatlan, konzisztens, mig V,, aszimptotikusan torzitatlan

konzisztens becslés.?

8.18. Példa (Egyenletes eloszlas). Legyenek &, ..., &, fliggetlen, az (a,b)-n
egyenletes eloszlasu véletlen valtozok. Adott x realizacio esetén jelolje xpi,
és Tmax a legkisebb és legnagyobb mintaelemet. Ekkor

1 n
L(a,b)(x) = (b — a) ]I(a, S ZLmins Lmax S b)

Ez akkor maximaélis, amikor az indikator 1, és b—a a lehets legkisebb. Tehat
a

~

(/d: ) = (xmina xmax)

lesz az (a,b) ML becslése. Kénnyen lathato, hogy ez aszimptotikusan torzi-
tatlan, konzisztens becslés.

8.4. Momentumok modszere

A modszert altalaban tobb paraméter egyiittes becslésére hasznaljak. Tegyiik
fel, hogy 6 = (64, ...,0y), azaz k > 1 paraméteriink van. Vélasszunk k darab

9Emlékeztetiink, hogy &,,, V,, véletlen mennyiségek, mig Z,,, v, ezek egy konkrét reali-
zéacibhoz tartozd értékei.
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momentumot, altalaban az els§ k-t, amelyek egyértelmtien meghatarozzék a
0 = (01, ...,0,) paramétert. Vezessiik be a

mj:Eg(fj):gj(Hl,...,Hk), j:1,2,...,k,

jelolést. Az, hogy az els6 kK momentum egyértelmiien meghatarozza a para-
métereket, azt jelenti, hogy vannak olyan hy, ..., h; fliggvények, hogy

hi(ml,...,mk):@-, Z:]_,Q,,k?
8.19. Definicio. A 0 = (6, ...,0;) momentum becslése a
0; = hi(Ma,....mx), i=1,2..k,

statisztika, ahol m; az empirikus i-edik momentum, azaz

1 n
m; = — E x}, 1=1,2,...,k.
n <
Jj=1

A nagy szamok gyenge torvénye szerint lim,, o m; = m;. Innen pedig
egyszertien adodik, hogy 6; konzisztens becslése 0;-nek minden i-re.

A Poisson-, exponencialis és normalis eloszlas esetén a paraméter(ek) mo-
mentum becslése megegyezik a ML becsléssel.

8.20. Példa (Poisson-eloszlas). A Poisson-eloszlas paramétere megegyezik a
varhato értékkel, azaz my = Ey(§) = A, azaz hy(z) = x, vagyis a A paraméter
momentum becslése R

/\ - 7/7\7,1 - fn,
éppen a mintaatlag.
8.21. Példa (Exponencialis eloszlas). Az exponencialis eloszlas esetén azaz
my = E\(§) = 1, azaz hy(z) = 7!, vagyis a A paraméter momentum becslése

A==
my  Tp
éppen a ML becslés.
8.22. Példa (Normalis eloszlas). Ha & ~ N(u, 0?), akkor my = B, ,2)(§) = p
és my = E(, 52)(§?) = 0® + p®. Tehat
hi(mi,ma) = my, hy(my,mg) = mgy —m?.
Az empirikus momentumokat behelyettesitve
f=m; =7,
02 = My — (Tn)? = v,

Azaz a mintaatlag és az empirikus szorasnégyzet a megfelelé becslések.
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Az egyenletes eloszlas momentum becslése nem egyezik meg a ML becs-
léssel.

8.23. Példa (Egyenletes eloszlas). Ha & ~ FEgyenletes(a,b), akkor m; =
Ewy(§) = aTH’ és my = E(p) (&%) = M Rovid szamolas utan kap-
juk, hogy

a=my —/3(mg —m2), b=my+1/3(my—m3).

Mivel My = T, és My — (T,,)? = vy, gy a

a =T, — V3v,, b= T, + V3v,

momentum becslést kapjuk.

8.5. Linearis regresszio

A kovetkezd modellt vizsgaljuk. Egy x ismert bemenethez tartozik egy y is-
mert kimenet. A két valtozo kapcsolatat y = f(z) + hiba formula adja meg,
ahol a hiba valamilyen értelemben kicsi, szimmetrikus. Feltessziik, hogy ez
véletlen, varhato értéke 0. A hiba eredhet a mérés pontatlansagabol (mé-
rési hiba), hozzédadott zajbol. Nem ismerjik az f fiiggvényt, ezt akarjuk
meghatarozni. Ez a mesterséges intelligencia egyik alapfeladata, a tanulds.

A legegyszeriibb esetet vizsgaljuk, amikor f(z) = ax+0b linearis fliggvény,
ahol a,b € R nem ismertek. Ekkor az a, b értékek meghatarozéasa, becslése a
feladat. Adott az (x;,v;), ¢ = 1,2,...,n minta. Nem varunk pontos linearis
illeszkedést, nem lesz olyan a, b, hogy y; = ax; +b minden ¢ = 1,2,...,n
esetén teljesiiljon. Négyzetes hibdra minimalizalunk, azaz keressiik azt az
(a, l;) part, melyre

n

h(a,b) = (yi — (az; + b))’ (6)

i=1
négyzetes hiba minimalis. Azaz egy kétvaltozos fiiggvény minimumhelyét
keressiik'®. Ez most egyszerti struktiraji, hiszen a-ban, b-ben masodfoki.
A z; = y; — ax; jeloléssel

h(a,b) = Z(ZZ —b)? = sz - QbZzi + b’n
=nb—2,)"+ Y _ 2 —n(z,)

10 Altalanos esetben kétvaltozos fiiggvény szélsGértékét gy keressiik, hogy megnézziik,
hogy a parcialis derivaltak hol 0-k, aztan vizsgaljuk a masodik derivaltakbol 4116 méatrixot.
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adodik. A 2. és 3. tagot kifejtve, felhasznélva, hogy!! %, =7, — aT, és

l 22— (T,)2 =v
TLZ (3 (n) s
%inyi — Tnlp = Cn

kapjuk, hogy

Z 22 —n(z,)?
= a? (Z o n(fn)Z) —2a (Z TiYi — nfn%) + Z yi —n(7,)’

e\ 2
— ) _pn 2 _ (7 )2
= nu, (a Un) nvn + E y; —n(7,)

Tehat h(a,b) kifejezést négyzetek Osszegére bontottuk

2
h(a,b) = n(b — %,)* + nv, (a - C—n) + konstans,
Un
ahol a konstans nem fiigg a, b értékétsl. Tehat h(a,b) pontosan akkor mini-
malis, ha a négyzetek 0-k, azaz

b:§n=§n—afn.
és . ~ -
_ & Yo (Wi = T (@ — Tn)

Un Z?:l (2 —Tp)?

Ez a legkisebb négyzetek maodszere.
Vegyiik észre, hogy pontosan a kordbban 6.3 alfejezetben megkapott el-
méleti értékek empirikus valtozatait kaptuk.

9. Konfidenciaintervallumok és prébak

Eddig az ismeretlen paramétert egyetlen szammal becsiiltiik. Most egy egész
intervallumot szeretnénk megadni, amibe a paraméter nagy valdszintiséggel

beleesik.

9.1. Definicié. A (T1(€),T5(€)) statisztikaparral definialt intervallum leg-
aldbb 1 — e megbizhatdsdgi szintd konfidenciaintervallum a ¥ (0) paraméterre,
ha

UT,45d az alapstatisztikak definicidja, és Steiner-tétel.
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ahol € > 0 el6re adott kicsi szam.
Amennyiben a fonti > helyett = szerepel, akkor (T1(&),T5(§)) pontosan
1 — € megbizhatosdgr szintd konfidenciaintervallum.

9.1. Konfidenciaintervallum normalis eloszlas varhato ér-
tékére ismert szoras esetén

Legyenek &1, ..., &, ~ N(u,02) fiiggetlen véletlen valtozok, ahol p az isme-
retlen paraméter, o3 ismert. Megadunk p-re pontosan 1 — & megbizhatosagi
szintd konfidenciaintervallumot.

Mivel € torzitatlan, erésen konzisztens becslés ji-re, ezért az intervallumot
(€ —r., €+ 1r.) alakban keressiik.

Sziikségiink lesz az aldbbi allitasra, melyet nem bizonyitunk.

9.2. Tétel. Ha &, n fliggetlen normadlis eloszldsiu véletlen vdltozok akkor &+
15 normdlis eloszldsi.

Ebbél indukciéval az is kovetkezik, hogy fliggetlen normalisok Osszege
normalis, és persze a varhato értékek osszeadodnak (azok mindig), és a szo-
rasnégyzetek is Osszeadodnak (hiszen fiiggetlenek az Gsszeadandok). Ezért
€ ~ N(p,02/n). Tehat

B . B T Z—M Te
P(—r.<pu<é&+r)=P, (_go/\/ﬁ < oo/\/n = UO/\/ﬁ)

o) o ()

go o)
— 29 (\/ﬁr> 1=1—¢
0o
azaz
o (\/_L) 4
(o)) 2
Tehat az

Uejp = D7 (1 —¢/2)

jeloléssel, ahol ®~1 a @ fiiggvény inverze, a keresett 1 — & megbizhatosagi
szinti konfidenciaintervallum

= Ug/200 - = Ug/200
(- ).

Vegyiik észre, hogy a megbizhatosagi szint ndvelésével, azaz € csokkené-
sével, az intervallum hossza né, a mintaelemszam novelésével pedig csokken.
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9.2. Konfidenciaintervallum normalis eloszlas varhato ér-
tékére ismeretlen szoras esetén

A feladat ugyanaz, mint az el6bb, csak most nem mondja meg senki a szorast.
Tehat a szorast is becsiilni kell. A fenti szamolasnal az volt a kulcs, hogy

Vno

Ismeretlen o esetén ezt becsiiljiik a korrigalt empirikus szorassal és kapjuk a

Z?:l (& — )
N (7)

standard normalis.

statisztikat, ahol

i=1
a korrigalt empirikus szorasnégyzet. A kapott statisztika Student-eloszlasi,
ami a kovetkezd.

9.3. Definicid. Legyenek n és ny, ..., n, fiiggetlen standard normélisok. Ek-
kor a

Tn = 2 - 2 (8)
VR + . n2)/n
valtozo n szabadsagi foka Student-eloszlasa (vagy t-eloszlasi) véletlen valto-
z0. Eloszlasfiggvénye @, (z) = P(T, < x).

A ®,, értékel is tablazatba vannak szedve.

Vegyiik észre, hogy a (8) nevez§jében 1 varhato értéki fiiggetlen azonos
eloszlastu véletlen valtozok atlaga szerepel. Ha n tart a végtelenbe, akkor a
nagy szamok torvénye szerint ez a hanyados a varhato értékhez, azaz 1-hez
konvergal. Vagyis, ha n nagy, akkor a (8) hanyados nevezGje 1, igy maga
a hanyados egy standard normélis eloszlashoz van kozel. A Student-eloszlas
tablazatabol lathatjuk, hogy az eloszlasfiiggvénye nagy n esetén majdnem
megegyezik a standard normalis eloszlasfiiggvénnyel.

Most is kell egy eredmény, amit nem bizonyitunk.

9.4. Tétel. Legyenek &y, ..., &, figgetlen normdlis eloszlasu véletlen vdltozok
W vdarhato értékkel és o szordssal. Ekkor az &, mintadtlag és a V,, empirikus
szorasnégyzet flggetlenek. Tovdbbd a

gn_ﬂ’

hanyados n — 1 szabadsdgi foku Student-eloszldsi.
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Ezen az allitason azért meg kell lep&dni egy kicsit, nevezetesen a fiigget-
lenségen. Az az allitas, hogy az ugyanabbol a mintabol szamolt mintaéatlag
és empirikus szorasnégyzet fiiggetlenek.

Ezek utan a konfidenciaintervallum meghatarozasa pontosan tugy megy
mint korabban, csak nem ®-bdl hanem ®,,_;-bsl szamolunk kritikus értéket.
Tehét keressiik a konfidenciaintervallumot [€, — r., &, + r.] alakban. Ekkor
a definicié szerint

r

Te < E'_'M < € )
VVilvm ViRV
o () o ()

n—1 \/71: n—1 \/V_,r:‘
_ vir:\

_2¢n1< w—) |

=1-—¢,

P“(g—r€<u<g+rs):Pu (—

azaz

[tt még annyit felhasznaltunk, hogy a Student-eloszlas is szimmetrikus, azaz
O, 1(—x) =1—D,_1(x). Tehat az

leja = (1)711(1 —¢€/2)

jeldléssel, ahol ® 1, a ®,_; fiiggvény inverze, a keresett 1 — & megbizhatosagi
szintd konfidenciaintervallum

g_ tE/Q\/V_n* E‘i‘ Z56/2\/?1*
Vi Vo)

9.3. u-préba

Legyen & normalis eloszlasu véletlen valtozo ismert o szorédssal, és ismeretlen
p varhato értékkel. Azt szeretnénk eldonteni egy (&1, ..., &,) figgetlen minta
alapjan, hogy igaz-e hogy a varhato érték pp.

A nullhipotézis, amit igaznak tesziink {0l az az, hogy a varhato érték
valoban 1y, mig az ellenhipotézis, vagy alternativ hipotézis az az, hogy ez
nem teljesiil. Azaz

Ho: p=po vs. Hy: p# po. (9)
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Az

u = M\/ﬁ (10)

0o
statisztika standard normélis eloszlast a H fennéllasa esetén. Nagyon fontos
megjegyezni, hogy ha H; all fenn, akkor u nem standard normalis. Legyen
e > 0 rogzitett szignifikanciaszint. Az u.j, = ®71(1 — £/2) jeloléssel,

- Ues /200 — Ue /200
Py (1o € (€= B2, + ML) ) — Py uf < ) =1 =

u-proba. Ezek alapjan a kovetkezéképpen jarunk el:

1. A minta alapjan kiszamoljuk az u probastatisztikat (lasd (10)).
2. Rogzitett € > 0 szignifikanciaszinthez meghatarozzuk u. /s, értéket.
3. Ha |u] < u./y akkor elfogadjuk H-t, kiilonben elvetjiik.

Val¢jaban 1 — e meghizhatosagi szinti konfidenciaintervallumot szerkesz-
tiink a varhato értékre, és akkor fogadjuk el / wvetjik el a nullhipotézist, ha
a o érték beleesik / mem esik bele a konfidenciaintervallumba. Ez minden
proba esetén igy van.

Ekkor kétféleképpen koévethetiink el hibat: FElsdfaji hiba esetén Hy fenn-
all, mégis elutasitjuk, mdsodfaji hiba esetén pedig Hy nem all fenn, mégis
elfogadjuk.

Elséfaji hibat akkor kovetiink el, ha a valodi paraméter ju, és |u| > u. /o,
ennek valoszintisége P(Ju| > u.2) = €, azaz ez éppen az elére megadott €
szignifikanciaszint.

Maésodfaji hibat akkor kovetiink el, ha a valodi paraméter p # po, azaz
H,y all fonn, és |u| < u.j2. Ennek valoszintsége P, (|u] < u.)2) fligg a valodi
paraméter értékétsl. A proba erdfiigguénye

Bul1:2) = 1= Pyl < tepa) = Po(ful > spa). (11)

Legyen A, = “—;C’f—“\/ﬁ Ha H; all fenn, és a varhato érték valodi értéke pu,

akkor \/n(€,, — p) /oy valtozo lesz standard normalis, ezért
_p, <

0o

=1 (I)(UE/Q — An> + (b<_u€/2 — An)
=2— |:(I)<u5/2 - An) + @(u€/2 + An)} .

Bl €) = Pullul > uep)
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Innen latjuk, hogy
lim B,(p,e) =1, tetszbleges u # o esetén.
n—oo

Ez utobbi allitas proba konzisztencidjat jelenti.
9.5. Példa. Azt szeretnénk tesztelni, hogy az 1 kg-os cukor tényleg 1kg-e?
Persze nem varjuk, hogy minden egyes csomagban halédlpontosan 1 kg cukor
legyen. Azt tessziik fel, hogy egy csomag tomege normalis eloszlast kovet
varhato értékkel (ezt nem ismerjiik), és og = 0,05 ismert szorassal.

A nullhipotézisiink az, hogy valoban 1 kg a varhaté érték, u = 1, az
ellenhipotézis pedig pu # 1, azaz

Hy: p=1 vs. H : p#1. (12)

Egy 25 elemi minta alapjan a mintadtlagra To; = 0,98 adoédik. Ez kisebb,
mint 1, de az eltérés adodhat a véletlenbdl is, nem feltétleniil csaltak. A
probastatisztika értéke

Tos — 1
. V25 = —2.
YT 70,05

Valasszuk a szignifikanciaszintet 0,05-nek, azaz € = 0,05. Ekkor a stan-
dard normalis eloszlastablazatabol kiolvassuk, hogy wu., = ®71(0,975) =
1,96. Mivel |u| = 2 > 1,96, ezért elvetjiik a nullhipotézist, azaz tgy don-
tiink, hogy nem 1 a varhat6 érték.

Ugyanakkor a gyarté a kovetkezGképpen védekezhet. Annak az esélye,
hogy elvetjik a nullhipotézist annak ellenére, hogy az igaz, 0,05. Ez nem
is olyan kicsi, 100 esetbdl 5-szor bekovetkezik. Lehet, hogy most is egy kis
valoszintiségl esemény kovetkezett be. Nézziik meg, hogy ¢ = 0,01 szignifi-
kanciaszinten is elvetjiik-e a nullhipotézist. Ekkor u./» = ®71(0,995) = 2, 57.
Mivel |u| = 2 < 2,57, ezért a nullhipotézist elfogadjuk.

A feladat jellegétsl fiiggSen, sokszor un. egyoldali probat hasznalunk.
Ebben a példédban igazabol akkor éri sérelem a vasarlot, ha a valodi varhato
érték kisebb, mint 1. Azaz, a

Hy: p=1 vs. Hi: p<l, (13)

egyoldali hipotézisvizsgalatot kell elvégezni. Hy-t akkor fogadjuk el, ha u >
—u. = ®71(1 — ). Ekkor az elséfaju hiba (azaz, hogy Hy fennall, mégis
elvetjiik) valoszintisége

P,(u<—u)=1-®(u)=c¢.

Ebben az esetben ¢ = 0, 01 szignifikanciaszinthez tartozo6 kritikus érték u. =
®-1(0,99) = 2,33. Azaz ilyen szignifikanciaszinten ebben az esetben is fel-
mentjiik a gyartot. (Bar nagyon gyanus.)
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9.4. t-préba

A feladat ugyanaz, mint az u-probanal, csak most nem ismerjiik a o szorast.
Persze lattunk mar ilyet a konfidenciaintervallum megkonstruélaséanal.

Legyen £ normalis eloszlasi véletlen valtozo ismeretlen o szoréassal, és is-
meretlen p varhato értékkel. Azt szeretnénk eldonti egy (&1, . .., &,) fiiggetlen
minta alapjan, hogy igaz-e hogy a varhato érték .

A nullhipotézis, amit igaznak tesziink fol az az, hogy a véarhato érték
valoban pip, mig az ellenhipotézis, vagy alternativ hipotézis az az, hogy ez
nem teljesiil. Azaz

Ho: p=po vs. Hy: p# po. (14)

Mivel o ismeretlen, ezért becsiiljitk a /V,* korrigalt empirikus szorassal.
Kiilonben minden ugyanaz. Igy a tesztstatisztika

b= M\/ﬁ (15)
VVi
alakd, ami Hj fennallasa esetén Student-eloszlasi n—1 szabadséagi fokkal. Ezt
lattuk a konfidenciaintervallumnal. A kritikus értéket is a Student-eloszlasbol
szamoljuk. Persze most is, ha H; all fenn, akkor ¢ nem Student. Legyen ¢ > 0
rogzitett szignifikanciaszint. A t.p = @1 (1 —¢/2) jeloléssel,

otV =tV
PHO <:U’0E <£n_ /2\/5 7£n+ /2\/5 )) :PMO(WStE/ﬂ:l_a

t-préba. Ezek alapjan a kovetkezSképpen jarunk el:

1. A minta alapjan kiszamoljuk az t probastatisztikat (lasd (15)).

2. Rogzitett € > 0 szignifikanciaszinthez meghatarozzuk ¢/, értéket.

3. Ha |t] <t/ akkor elfogadjuk Hy-t, kiilonben elvetjiik.

A t-proba azért kiilonosen fontos, mert nagy mintaelemszam esetén akkor
is elvégezhetd, ha a normalitas nem igaz. Ez a centralis hatareloszlas-tétel

és a nagy szamok torvényébdl kovetkezik. Ekkor persze lényegében u-probat
végziink, és az ismeretlen o helyére beirjuk a becslését.

10. Filiggo véletlen valtozok

10.1. Feltételes fiiggetlenség

A Bayes-tétel egy tipikus alkalmazasa a kovetkezs. Tudjuk, hogy bizonyos
megbetegedésre milyen tiinetek jellemzdéek. A tiinetekbdl szeretnénk a beteg-
ségre kovetkeztetni. A pollenallergia és a Covid-19 kozott szeretnénk donteni.
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Tegylik fel, hogy allergia esetén az emberek 30%-a lazasodik be, mig Covid-
19 esetén 80%-a. Tegyiik fel tovabb4, hogy az emberek 20%-a allergiés, és
10%-a covidos, és nem lehet mindkettd.

Ekkor, ha egy beteg lazas, akkor annak a valdszintisége, hogy allergias

P(allergia) - P(laz|allergia)

P(laz)
B P(allergia) - P(laz|allergia)
~ P(allergia) - P(laz|allergia) + P(covid) - P(laz|covid)
. 0,2:0,3
~0,2:0,340,1-0,8

P (allergiallaz) =

=0,43.

Ugyanigy

P(covid) - P(l4z|covid)
P(laz)

B 0,1-0,8

©0,2:0,3+0,1-0,8

P(covid|laz) =

= 0,57

Ez persze egy nagyon leegyszertsitett modell, de a modszert latjuk.

Most tobb tiinetet is vizsgalunk egyiitt. Az alabbi tablazatban az latjuk,
hogy adott betegség esetén a tiinet milyen valoszintiséggel jelentkezik:

‘ Laz ‘ Orrfolyas ‘ Kohogeés
0,3 0,7 0,3
0,8 0,2 0,7

Allergia
Covid

Azaz, ha allergiasak vagyunk, 0,3 valoszintiséggel van lazunk, formula-
val P(laz|allergia) = 0,3. Tudjuk, hogy az emberek 20%-a allergias, 10%-a
covidos, és nem mindkettd.

Tegyiik fel, hogy a tiinetek egymastol fiiggetlenek adott meghetegedés
esetén.'? Azaz

P(laz és orrfolyas|allergia) = P(laz|allergia) - P(orrfolyas|allergia).

Tegyiik fel, hogy egy beteg lazas és kohog, de nem folyik az orra. Ekkor
mennyi a valoszintisége, hogy covidos? Ekkor

P(covid|laz, kéhogés, nincs orrfolyas)
_ P(covid) - P(laz, k6hogés, nincs orrfolyas|covid)

P (laz, kohogés, nincs orrfolyéas)

12 Azaz a laz, orrfolyas, kohogés események az allergidra feltételesen fiiggetlenek egymds-
tol.
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A feltételes fiiggetlenség szerint

P(laz, kohogés, nincs orrfolyas|covid)
= P(laz|covid) - P(kohoges|covid) - P(nincs orrfolyés|covid)
—0,8-0,7-0,8 = 0,448
A teljes valoszintiség tétele szerint
P(l4z, kohogés, nincs orrfolyés)
= P(covid) - P(laz, kohogés, nincs orrfolyas|covid)
+ P(allergia) - P(laz, kohogés, nincs orrfolyés|allergia)
=0,1-0,44840,2-0,3-0,3-0,3 = 0,0502.
A kapott eredményt visszairva

0, 0448
0, 0502

P(covid|laz, k6hogés, nincs orrfolyés) = =0, 89.
Tehat ekkor mar 89% a covid esélye.

Mesterséges intelligencia nyelven ez a Bayes-tanulas. Késébb tanultok
Bayesi-halokrol Mesterséges intelligencia kurzuson.

10.2. PageRank algoritmus

Tekintsiik a vilaghalo a 20. abran szerepls egyszertsitett modelljét. Minden
csucs egy weboldalt jelent, az iranyitott élek pedig azt, hogy az oldalon hova
mutatnak linkek. Tehét az 1-es oldalon két link szerepel, egy a 2-es, egy a
3-as oldalra. A 2-es oldalon is két link van, az 1-esre és az 5-Osre, .. ..
Tegyiik fel, hogy egy véletlen szorfés minden weboldalon egyforma valo-
szintiséggel kattint az ott szerepld linkek barmelyikére. Tehat, ha csak 1 link
van, akkor biztosan arra, ha 2, akkor 1/2 —1/2 valoszintiséggel valamelyikre,
.... Legyen az 1-es a kezd6oldal, azaz innen indul a véletlen szorfos, és jeldlje
&,1=1,2,..., azt az oldalt, ahova az i. 1épés (kattintas) utan jut. Ekkor

hiszen az 1-esen két link van, a 2-re és a 3-ra. Két 1épés utan mar nehezebb
a helyzet. Lehetiink az 1, 5, 2, 4 oldalakon. A megfelel§ valoszintiségeket a
teljes valoszintség tételének segitségével szamolhatjuk ki. Valoban, az 1-be
csak a 2-bdl 1éphet, igy
Pl=1)=P=14=2)-P&=2)=

N —
DN | —
=~ =

80



]

20. abra. Vildghalo egy modellje

Ez csak a szorzasi szabaly volt. Viszont az 5-be léphet a 2-bdl és a 3-bdl is,
ezért

P =5)=P(& =5/ =2)-P&=2)+P(& =5 =3) P& =3)
11 11 5
“2273 271
Hasonl6an,
1 1 1
P(52:2):P(§2=2|5123)'P(§1=3):§'§:6,
P& =1)=Ple=1a=3) Pla=3 =5 ;=¢

Ellenérizziik, hogy
P(l=1)+P(L=2)+PL=4)+P&=5) =1,

mindenesetre megnyugtato.

Internetes keresGprogramok az 90-es évek kozepe 6ta vannak, az elsd ilye-
nek a WebCrawler, go.com, Yahoo, AltaVista. Viszont nem mikddtek tul
jol. 1997 novemberében a 4 legnépszertibb keresGprogram koziil csak egy ta-
lalta meg sajat magat. Sergey Brin és Larry Page 1998-ban olyan algoritmust
kerestek, mely értelmes modon, fontossagi sorrendbe rendezi a keresési ta-
lalatokat. Olyan objektiv rangsort keresiink, mely a vilaghalo szerkezetébdl

adodik.
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Rendeljiink minden oldalhoz egy nemnegativ mennyiséget, a fontossagot.
Feltehetd, hogy a fontossagok 6sszege 1. Tehat az i oldal fontossaga m; > 0, és
Z?:1 m; = 1. Egy oldal akkor fontos, ha sokan hivatkoznak ré, és az is szamit,
hogy milyen fontos oldalak hivatkoznak ra. Innen jon az 6tlet, hogy legyen
egy oldal fontossaga a ra mutatd oldalak silyozott fontossagainak Osszege.
Azaz,

T = %71'2 (1-be csak a 2-bdl fut €, és onnan 2 él indul)
1 1

Ty = 571'1 + 571'3 (2-be az 1-bdl és a 3-bol fut él)
1 1

T3 = 5 + 574

7T4:§7Tg+1'71'5

1
Ty = §7T3 + §7T3 + 57?4.
Tehat van 5 egyenletiink és 5 ismeretleniink. S6t, még azt is tudjuk, hogy
Z?:1 m; = 1. Ez a 6 egyenlet linearisan fiiggd (azaz van egy olyan egyenlet,
ami a masik 5-bdl kovetkezik), és igy kapunk egyértelmti megoldast. A fenti
egyenletrendszer méatrix alakban igy néz ki:

05 00 0\ /m s
03200 (m T
%OO%O s | = | 73
0030 1] (m Ty
0%%%0 5 s

Tehét éppen a fenti matrix 1 sajatértékéhez tartozo sajatvektort!® keressiik.
Ez a 25 milliard dollaros sajatvektor!?. 2022-ben nagyjabol 2 milliard (2-109)
weboldal van, azaz egy ennyi egyenletbdl allo rendszert kellene megoldani.
Ez azért sok.

Példénkban az egyenletrendszert megoldva m = 0,045, mo = 0,091, 73 =
0,205, m4 = 0,364, 75 = 0,295 adodik.

Jelolje a fenti matrixot P. Vegylik észre, hogy P els6 oszlopaban éppen

13Egy A € R4*4 matrixnak a A € R szam és x € R? oszlopvektor sajatérték-sajatvektor
parja, ha Ax = Ax. Ekkor a méatrixhoz tartozo linearis transzformécioé az x vektor annak
egy szamszorosaba viszi.

14Kurt Bryan, Tanya Leise: The $25,000,000,000 eigenvector. The linear algebra behind
Google
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aP(& =1i),i=1,...,5, valoszintiségek szerepelnek. Ha kicsit szamolunk,

2

I
Slooi- O ol
O NI == O
WD~ O O
D—wINn O ol O
= Ok O O

adodik. Az els6 oszlop éppen a P(§ = i), i = 1,...,5 értékek. Ez altala-
ban is igaz. Megmutathato, hogy lim,, ,,, P" létezik, és a hatarérték matrix

minden oszlopa megegyezik (71, ..., ms) " sajatvektorral. Igazabol nem is kell
maéatrixot hatvanyozni, elég csak a &3,&,, ... valtozokhoz tartozd valoszintisé-

geket szamolni, ahogy kezdtiik. Brin és Page eredeti cikkiikben!® 50 iteraciot
javasolnak. Igy mikodik a google PageRank algoritmusa.

A (&,) sorozat egy Markov-lanc, aminek stacionérius eloszlasa (m;). Ez azt
jelenti, hogy a fejezet elején ismertetett véletlen szorfos, ha sokat kattintgat,
akkor a teljes id6 7 részét tolti az 1-es oldalon, ms részét a 2-es oldalon, . . ..
Ha még szamolunk egy kicsit és meghatérozzuk &3, &4, &5 lehetséges értékeit és
a hozzajuk tartozo valoszintiségeket, akkor azt latjuk, hogy ez egyre kdzelebb
van a (m;) értékekhez.

Markov-ldncok lesznek Sztochasztikus modellek kurzuson a mesterkép-
zésben.

10.3. Szaz rab problémaija

100 halalraitélt, 1-t61 100-ig megszamozott rabnak a bortonigazgatd ad egy
utolso esélyt. Az igazgato egy 100 fiokos (ugyancsak 1-t61 100-ig szamozott)
szekrény fiokjaiba beteszi (véletlen sorrendben) a szamokat. Minden fiokba
pontosan egy szam keriil. Ezutan a rabok egyesével bemennek a szobaba,
ahol kinyithatnak 50 fiokot. A fiokokat visszacsukjék, a szekrényben nem
rendezhetik &t a szamokat, mindent tgy hagynak, ahogy volt. Ha minden
rab megtalédlja a sajat szamat, akkor kiszabadulnak, kiilonben mindegyikiiket
kivégzik. (G4l Anna, Peter Bro Miltersen (2003))

Az els6 gondolat az, hogy minden rab véletlenszertien kinyit 50 fiokot.
Ekkor minden rabnak 2% = 1 esélye van arra, hogy megtalalja a sajat sor-

100 — 2
szaméat. Mivel egymasol fiiggetleniil dolgoznak, igy a siker valoszintisége

100
(%) ~ 10*30,

15Sergey Brin, Lawrence Page: The Anatomy of a Large-Scale Hypertextual Web Search
Engine, 1998
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ami nagyon kicsi. Tehat jo lenne valami jobb stratégia utan nézni.

A ciklusstratégia azt jelenti, hogy minden rab elGszor kinyitja a sorsza-
méanak megfelels fickot. Aztan kinyitja azt a fiokot, amelyiknek a sorszamét
megtalélta az el6bb, és ezt folytatja. Addig folytatja, amig megtalalja a sajat
sorszamat, vagy kinyitott méar 50 fikot. Azt kell észrevenni, hogy emellett
a stratégia mellett pontosan akkor sikeresek a rabok, azaz taldljak meg az
Osszes sorszamot, ha a permutacioban szereplé leghosszabb ciklus hossza 50,
vagy kevesebb. Annak a valdszintsége, hogy a leghosszabb ciklus hossza
k> 51

1 (100 1
— . — 1)I(100 — k)! = —.
100! (k >(k JH100 = k)=

Tehéat annak a valoszintisége, hogy a ciklusstratégia sikertelen, éppen

100

Z%zlnl

k=51

Igy a siker valoszintsége, kb. 1 — In 2.

Megmutathato, hogy ez a stratégia optimalis, azaz a rabok nem tudnak
ennél nagyobb valoszintiséggel szabadulni (Warshauer, Curtin, 2006).

Erdemes végiggondolni, hogy egyetlen rab mindkét stratégia esetén pon-
tosan % valoszintséggel talalja meg a sajat sorszamat. A kiilonbség a két
stratégia kozott az az, hogy mig az els esetben a megtalalasok egymastol
fliggetlen események, addig a mésodik stratégianal nem. Hiszen, pl. a mé-
sodik esetben ha van olyan rab, aki nem taldlja meg a sajat szamat, az azt
jelenti, hogy van legalabb 51 hosszu ciklus, és ekkor ebben a ciklusban szerep-
16 egyetlen rab sem talalja meg a sajat szamat. A 21. abran azt latjuk, hogy
a két stratégia esetén milyen eloszlast kovetnek a sajat szdmukat meg nem
talalo rabok széma n = 10 esetén. Az els§ stratégia mellett, a fiiggetlenség
miatt a nem talalo rabok szama binomialis eloszlast kovet, n = 10 és p = %

paraméterekkel.
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21. abra. A nem talalt rabok szama a két stratégia esetén n = 10 rabra
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