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ElGszo

A feladatgytjtemény az SZTE TTIK informatikus hallgatéinak tartott A
sztochasztika alapjai kurzushoz késziilt. Minden témakorbsl tobb feladat
részletes megoldasa szerepel. A feladatok tobbsége tipusfeladat. Ilyen ne-
hézségii, ehhez hasonl6 feladatok a zh dolgozatban, vizsgan elGkeriilhetnek.
Az érdeklsds hallgatok szamara egy-egy nehezebb feladat is szerepel meg-
oldassal vagy anélkiil, melyeket x-gal (vagy #x-gal) jeloltem. A nehezebb
feladatok kidolgozott megoldasainak megértése mindenképpen hasznos.

A feladatok kozott van olyan, amit mas feladatgyijteménybdl, tankonyv-
bél vettem at, ezeket altalaban jeloltem. Sok feladat korabbi évek dolgozat-
feladatai koziil valo, és vannak sajat feladatok is.



1. Alapfogalmak

1.1. Események

1.1.1. Egy szabalyos érmét kétszer feldobunk. Adjuk meg a kisérlet egy
matematikai modelljét! Adjuk meg azt az eseményt, hogy (i) dobunk fejet;
(ii) két fejet dobunk!

Oldjuk meg a feladatot, ha az érme cinkelt, és a fejdobas valoszintisége p!

Megoldas. Kétszer dobjuk fel az érmét, ezért van egy els6 és egy masodik
dobas. Tehat a lehetséges kimenetelek

Q:{(F7F>v(Fal)v(I’F>7([>I)}'

Figyeljiink a jelolésre: (F,I) azt jelenti, hogy az els6 dobas fej, a masodik
iras, azaz ez egy vektor, aminek van els§ és van masodik komponense. A {}-
zardjel halmazt jelol, amiben az elemeknek nincsen sorrendje. Ez egy fontos
formalizmus.

A lehetséges kimenetelek szama 4. Ekkor az események halmazat valaszt-
hatjuk a hatvanyhalmaznak, azaz az ) Osszes részhalmaza esemény. Ezek
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Egy n elemt halmaznak 2" részhalmaza van, azaz [2¢| = 2/¥l (milyen prak-
tikus jelolés), azaz esetiinkben |A| = 2% = 16. Ez még kis Q esetén is elég
nagy, ugyhogy tébbszor nem from ezeket ki.

Az az esemény, hogy dobunk fejet azt jelenti, hogy vagy az els6, vagy
(nem kizar6 vagy!) a masodik dobas fej. Azaz

A = {dobunk fejet} = {(F, F), (F,I),(I, F)}.

Azaz a megfelel§ halmaznak 3 eleme van, ez egy Osszetett esemény.
Az az esemény, hogy két fejet dobunk az egyetlen (F, F') kimenetelt tar-
talmazza, azaz

B = {két fejet dobunk} = {(F, F)},

ez egy elemd, tehat elemi esemény.



Vegyiik észre, hogy eddig nem kellett az, hogy az érme cinkelt-e vagy sza-
balyos. Csak a lehetséges kimenetelek kellettek, azaz a fontos, hogy hényszor
dobjuk fel az érmét. Szabalyos érme esetén a fej és az iras valoszintisége egy-
arant 1/2, ahonnan latjuk, hogy mind a négy lehetséges kimenetel egyforman

valoszind. Tehat klasszikus valoszintiségi mezénk van, igy P : A — [0, 1],
|A]
P(A) = —.

() =12

Cinkelt érme esetén p a fej valoszintisége, 1 — p az irasé. Ekkor, a (F, F')
valoszintisége p?, hiszen mindkétszer fejet kaptunk, azaz

P({(F.F)}) =p".

Kicsit koriilményes a formalizmus, de ilyen. Valészintisége eseménynek van.
Tehat annak az (F, F) elemi eseménynek a valoszintiségét vizsgaljuk. Mivel a
valoszintiség additiv halmazfiiggvény, elég az elemi események valoszintiségét
megadni. Ezek

P{(F.D)}) =p - (1-p), PA(IL,F)}) =p-(1—p), PUI D}) =1 -p)*

O

1.1.2. Adjuk meg a lottohuzést leird valoszintiségi mez6t! Mennyi annak a
valoszintisége, hogy pont 3 talalatunk lesz? Mennyi a valdszintsége, hogy
lesz taladlatunk?

Megoldas. A klasszikus 6toslotton az 1,2, ...,90 szamok kozil huznak ki
véletlenszertien 6t0t. Azaz a kisérlet lehetséges kimenetelei szamotosok. Mi-
vel a szamok kihuzasi sorrendje nem szamit, ezért névekvs sorrendbe rendez-
ziik az 6t szdmot. Tehat

Q={(a,az,...,a5): 1 <a; <ay <...<a; <90}.

Egy 90 elemt halmaz 5 elemi részhalmazainak szama

90\ 90-89-...-86
0] = (5) = 5 = 43949 268.

Véges alaphalmaz esetén az események halmazat valaszthatjuk a hatvany-
halmaznak, azaz

A=2%=1{0,{(1,2,3,4,5)},(1,2,3,4,6),...,Q}.



Mivel barmely szamotost ugyanakkora valoszintiséggel huznak ki, ez egy
klasszikus valdszinidségi mezd, azaz P : A — [0, 1],
_ 4]

P(A) = g

Egy szelvénnyel jatszunk, a szédmaink: 1 < a; < as < ag < ag < a5 < 90.
(Jatszhatunk az 1,2,3,4,5 szamokkal is.) Jelolje A azt az eseményt, hogy
pontosan 3 talalatunk lesz. Ez tgy lehetséges, hogy az ay,...,as szamok

koziil valasztunk 3-at, amit (g)—féleképp tehetiink meg, és a nem megjelolt

85 szam koziil ( {1,...,90}\{a4,...,as} halmazbol) kivalasztunk 2 szamot.

Ez

) 85

3 2
lehetGség, azaz ennyi a kedvez§ esetek szama. Tehét a valoszintiség

5\ (85
P(A) —_ (3) 90(2)'
(5)
Jelolje B azt az eseményt, hogy lesz talalatunk. Ez lehet tgy, hogy pon-

tosan 1, pontosan 2, ..., pontosan 5 talalatunk van. Ehelyett azt szamoljuk,

hogy nem lesz talalatunk, mert ez ,egyféleképpen lehet” tigy, hogy a 85 nem
megjelolt szambol hiaznak ki 5-6t. Ez

(5)

lehetGség. Tehat a valoszintiség

1.1.3. Fejezziik ki az A, B, C' halmazokkal az alabbi eseményeket!
(a) Az A, B, C események koziil pontosan k € {1,2,3} kovetkezik be.

(b) Az A, B, C események koziil legalabb k kovetkezik be.
(c) Az A, B, C események koziil legfeljebb k kovetkezik be.

Megoldas. Csak az (a) részt csinaljuk meg. Ha pontosan egy esemény
kovetkezik be, akkor valamelyik bekovetkezik és a mésik kettd nem, azaz ez
az esemény

{pontosan 1 kovetkezik be} = (ANB°NC)U(A°NBNC)U(A°NB°NC).

3
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1. abra. £ =1,2,3

Hasonl6an
{pontosan 2 kovetkezik be} = (ANBNC)U(ANB°NC)U(A°NBNC),
és ha mindharom bekovetkezik az a legegyszertibb, hiszen
{pontosan 3 kovetkezik be} = AN BNC.
O

1.1.4. Harom kockaval dobva mennyi a valészintisége, hogy a dobott szamok
osszege 47 Adjuk meg a kisérletet leird valoszintiségi mezét!

Megoldas. Harom kockaval dobunk, ezért a lehetséges kimenetelek halmaza
Q=A{(,j,k):1<i,j,k<6}.

(Mindig kiilonbéztessiik meg a kockakat, hiszen azok tgyis kiilonbozsk!) Egy
w=(i,],k) € Q esetén i jeldli az els§ kockan dobott szamot, j a masodikon
dobott szamot, k pedig a harmadikon dobott szamot. Viladgos, hogy |Q| =
63. Az is vilagos, hogy minden kimenetel egyforman valdszind, ezért egy
klasszikus valészintiségi mezénk van.

A dobott szamok Gsszege gy lehet 4, ha két 1-est és egy 2-est dobunk,
azaz

A = {az osszeg 4} = {(1,1,2),(1,2,1),(2,1,1)}.

Ez egy Osszetett esemény, aminek a valdszintisége

Al 31
P(A) =22 -
W=~ n



1.1.5. Egy szabalyos dobokockéval egyszer dobunk. Adjuk meg a kisérletet
leir6 valészintiségi mezdét! Adjuk meg azt az eseményt és annak valoszintisé-
gét, hogy (i) paros szamot dobunk; (ii) primet dobunk; (iii) hatost dobunk!

1.1.6. Egy szabalyos dobokockaval kétszer dobunk. Adjuk meg a kisérletet
leir6 valoészintiségi mezdét! Adjuk meg azt az eseményt és annak valoszintisé-
gét, hogy (i) két hatost dobunk; (ii) dobunk hatost; (iii) mindkétszer paratlan
szamot dobunk!

1.1.7. Egy szabélyos érmét tizszer feldobunk. Adjuk meg a kisérlet egy
matematikai modelljét! Adjuk meg azt az eseményt és annak valoszintiségét,
hogy (i) nem dobunk fejet; (ii) az els6 dobas fej; (iii) pontosan 5 fejet dobunk!

Oldjuk meg a feladatot, ha az érme cinkelt, és a fejdobas valoszintisége p!

1.1.8. Igazoljuk az alabbi formulak helyességét!
(a) AoB=(AUB)— AN B;

(b) AN(B-C)=ANnB—-ANC;

(c) A—(A—=(B—-C))=ANBnNCs

(d) AUB=AoBo(ANB).

1.2. Szitaformula

1.2.1. Egy pénziigyi befektetd cég hdrom cégbe fekteti pénzét, melyek rend-
re 0,19, 0,25, illetve 0,28 valoszintiséggel mennek csédbe az elkdvetkezd 6t
évben. Annak a valoszintisége, hogy az elsé és a masodik cég is cs6dbe megy
0,05, hogy az elsé és a harmadik is cs6dbe megy 0, 1, mig hogy a masodik és
a harmadik is becs6dol annak is 0, 1. Annak az esélye, hogy mindharom cég
becs6dol 2%. Mennyi a valoszintisége, hogy

(a) az els6 vagy a masodik cég cs6dbe megy?
(b) egyik cég sem megy csédbe?
(Sztics Gabor feladata)

Megoldas. Ez egy egyszeri szitaformulas feladat. Jelolje A, B, illetve C'
azt az eseményt, hogy az els6, masodik, illetve harmadik cég cs6dbe megy
az elsé o0t évben. A feladat megadja a egyes, kettes és harmas metszetek
valoszintiségét.

(a) Az, hogy az els6 vagy a masodik cég cs6dbe megy a AU B esemény.
Ennek a valoszintisége

P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB)=0,19+ 0,25 — 0,05 = 0, 39.
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2. abra. Az els6 vagy a masodik cs6dbe megy.
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3. dbra. Egyik sem megy csédbe.

(b) Az, hogy egyik cég sem megy csédbe, az a (AU B U C)° esemény. A
szitaformula szerint
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)
—P(ANB)-P(ANC)-P(BNCQC)
+P(ANBNC)
=0,194+0,254+0,28—-0,05—-0,1—-0,1+ 0,02
— 0, 49.

O
1.2.2. A Faluvégi Kurta Kocsma el6tt 5 bicikli all. Zarora el6tt egymas utén

jon ki az 5 tulajdonos, és mindegyikiik véletlenszertien valaszt egy kerékpart.
Mennyi a valoszintisége, hogy senki sem a sajat biciklijén jutott haza?

Megoldas. Szamozzuk meg az embereket 1-t6l 5-ig, és jeldlje A; azt az
eseményt, hogy az i-edik a sajat biciklijét valasztja. Ekkor az az A esemény,
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hogy wvalaki a sajat biciklijét vélasztja, az A1 U Ay U ... U As, hiszen ez az
az esemény, hogy vagy az 1-es a sajat biciklijét valasztja, vagy a 2-es a sajat
biciklijét valasztja, ..., vagy az 5-0s a sajat biciklijét valasztja. Az, hogy
senki nem a sajat biciklijét valasztja, az éppen az A esemény ellentettje.
Tehéat

P(senki nem a sajat biciklijén jut haza ) = P(A°) =1 — P(A).
Az uni6 valoszintiségét a szitaformuléval tudjuk meghatérozni. Eszerint

PAiU...UA;) =P(A) +...+ P(4;)
— [P(A1NAg) +...+ P(As N Aj)]
+P(AINANA)+ ...+ P(A3N AN A;s)
—PAIN...NA)+...+P(A:N...NA;5)]
+P(A1N...NA;5).

A metszetek valoszintisége nyilvan csak attol fiigg, hogy hany esemény met-
szetét veszem, hiszen annak a valdszintisége, hogy az l-es és a 2-es a sajat
biciklijén megy haza, ugyanannyi, mint annak a valészintisége, hogy a 3-as
és az b-0s a sajatjan megy.

Szamitsuk ki a metszetek valoszintiségét! Az A, esemény azt jelenti, hogy
az l-es a sajat biciklijét valasztja, a tobbiekre nincs megszoritasunk. Ennek
a valoszintisége 1/5, hiszen 5 bicikli koziil valaszthat. Az A;N A, esemény azt
jelenti, hogy az l-es és a 2-es is a sajat biciklijét valasztja, ennek az esélye
1/(5-4), hiszen az els6 5 bicikli koziil valaszthat, a méasodik méar csak 4 koziil,
és csak 1 lehetdség kedvezs. Hasonloan,

1

P(AiNAsNA3) =
(A1N Ay N As) 5.4.3

1
P(AiINAsNA3sNAY) = ————
(A1N Ay N AN Ay) 5. 4.3.9°

1

P(AlmAgﬂA3mA4ﬂA5):m

Vegyiik észre, hogy ha 4-en a sajat biciklijiiket valasztjak, akkor sziikségkép-
pen az 5-6dik is, tehat

A1ﬂA2ﬂA30A4:A10A2ﬂA3HA4ﬂA5.

Annyit kell még latni, hogy 2-es metszet (g) van, 3-as metszet (g), 4-es (i),

és H-0s (g) Osszegezve

P(A,U...UA;)

- 1 5\ 1 N 5 1 5 1 N 5 1
5 2)5-4 3/5-4-3 4)5-4-3.2 5/5-4.-3.2.1°




]

1.2.3 (x). Egy urnaban k-féle szinii goly6 van, mindegyik szintib6l ugyan-
annyi darab. Egyenként htizunk a golyokbol gy, hogy minden hiizas utan
visszatessziik a kihtuzott golyot, és minden hizésnél barmelyik golyé ugyan-
olyan valoszintiséggel keriilhet kihtizasra.
(a) Mennyi annak a ¢, valosziniisége, hogy legalabb n huzas kellett ahhoz,
hogy minden szin eléforduljon?

(b) Mennyi annak a p, valészintisége, hogy n hizas soran minden szin
eléfordult, és ez az n-edik huzéasnal kovetkezik be eldszor (vagyis az
els6 (n — 1) huzas soran csak (k — 1) szin fordult els) ?

([1] 1.2.15)

Megoldas. Ez egy kicsit nehezebb szitaformulés feladat.

(a) Az, hogy legalabb n huzas kell, hogy minden szin el¢forduljon pon-
tosan azt jelenti, hogy n — 1 hiizds utan még nem volt minden szin. Jeldlje
Ain—1 = Ak azt az eseményt, hogy az els6 n — 1 htzas sordn nem volt ¢
szind goly6. Ekkor az az esemény, hogy n — 1 hizas utan nem volt minden
szin, pontosan azt jelenti, hogy az Ay, A, ..., Ay események koziil legalabb
egy bekovetkezett, azaz

C, := {legalabb n htzas kell} = UF_| A,

Az A; események nem kizardak, ezért az unié valoszintiségét szitaformulaval
hatarozhatjuk meg. Eszerint

PA U...UA) =P(A)+ ...+ P(Ax)
—P(ATNA) + ...+ P41 N AL

:|:P(A1 Nn...N Ak)
k ‘ k
— _1\J+1 )
_ }jz;( 1) (J_)P(Al N...NA,),

ahol az utolsd egyenl@ségnél felhasznaltuk, hogy a j-es metszetek valoszint-
ségei megegyeznek (hat persze, ugyanakkora valészintséggel nem volt sem
piros sem kék, mint sdrga meg zold. A metszetek valoszintiségeit konnyti
meghatarozni. Valoban

(k _ 1)1171

P(Al) - T,



hiszen az Osszes eset k"', mert az n — 1 hizéas soran mindig k-féle golyot
kaphatunk, és a kedvezd esetek szama meg (k—1)""!, hiszen 1-es szint golyot
nem huztam, barmi mas lehetett. Hasonléan,

(k. _ 2)n71

P(A1NAy) = S

hiszen ekkor mar sem 1-es sem 2-es szint golyot nem huzhattam. Altalanosan

(k=)

P(AlﬂAQHQA]): kn—l

Ezt visszahelyettesitve

P(Uf_ A)) =) (1) (’]“,)P(Al N...NA)

_ :il(l)jﬂ (’;) (k ;7;7_')1”1‘

(b) Legyen D,, az az esemény, hogy pontosan n huzés kellett. Konnyti
latni, hogy
Dn = Cn\CnJrlu

hiszen ha pontosan n kellett, akkor legalabb n kellett, de nem kellett n + 1.
Nyilvan C), D C),41, hiszen ha legaldbb n + 1 huzas kellett, akkor legalabb n,
ezért

P<Dn) = P(Cn) - P(Cn+1)'
]

1.2.4. A Jonas Brothers nevi egyiittes tjra osszeall és koncertet adnak. A
PepsiCo cég a kovetkezd otlettel all els: a kolasiivegeik kupakjaban elrejtik
a banda egy-egy tagjanak a nevét és azok kozott, akik Osszegytjtik mindhé-
rom nevet kisorsolnak egy VIP belép6t. Kevin neve a kupakok felén szerepel,
Joe-val a kupakok egyharmadéaban talalkozhatunk és Nick a legritkdbb, ne-
ve atlagosan minden hatodik kupakban szerepel. Mennyi a valoszintisége,
hogy 5 kolat vaséarolva sikeriil kigytjteniink a harom testvért? (Segitség: a
kupakokra gondoljunk gy mintha egy zsakbol hiznank egy nevet, melyben
Kevin haromszor, Joe kétszer, Nick pedig egyszer szerepel.)



1.3. Kombinatorikus val6szintiiség

1.3.1. Hét torpe koziil Hofehérke leiiltet 6t6t egy kor alakt asztalhoz. Te-
gyiik fel, hogy az Osszes lehetséges elrendezés egyforman valészinti. Mennyi
a valoszintsége, hogy Morgo és Kuka nem keriil egymas mellé?

Megoldas. Minden lehetséges vélasztés egyforman valoszind, ezért klasszi-
kus a valoszintiségi mezd. Tehat kedvezs (vagy kedvezdtlen) és Gsszes esetet
kell szamolni. ElGszor mindig az 6sszes esetet szamoljuk.

Hofehérke (g) —féleképp valaszthat ki 7 torpe koziil 5-6t, akik leiilnek. Ok
5l-féleképpen iilhetnek le, hiszen az els§ székre 5, a masodikra 4, ..., az
otodikre 1 torpe iilhet. Figyeljiink, most megkiilonboztettiik a székeket, nem
csak a szomszédsag szamit! Tehat az Osszes esetek szama

oe

Mindig meg kell gondolni, hogy a kedvezd, vagy a kedvezGtlen eseteket
konnyebb Gsszeszdamolni. Most talan a kedvez6tlent. Ekkor mindketten az 5
letiltetett torpe kozott vannak, és a maradék 3 torpét Hofehérke (g) -féleképp
véalaszthatja ki. Az {iltetésnél Morgd 5 helyre iilhet, Kuka pedig 2-re, hi-
szen Morgo mellé kell iiltetni. A tobbi 3 torpét 3!-féleképp lehet leiiltetni.

Osszesen .
-5-2-3!
()

a rossz esetek szdma. A keresett valoszintiség

P(Morgo és Kuka nem iil egymas mellé)

=1 — P(Morgo és Kuka egymés mellé iil)

()-5-2-3

—1-_3 = 7
(3) - 5!
_,_5_16
T 21 21

O

1.3.2. Tiz par cip6bdl véletleniil kivalasztunk négy darabot. Mekkora a
valoszintisége, hogy nem lesz egy par sem?

Megoldas. Tiz par cip6 az 20 db cipd, ezért az Osszes esetek szama

(20) 20-19-18-17

1) = 1 = 4845.

10



Szamoljuk a kedvezs eseteket. Mivel nincs par, Gsszesen 4 par cipébdl va-
lasztok ki egy-egy cipét, ezt (140)—féleképpen tehetem meg, majd mindegyik
parbol a bal vagy jobb cip6t valaszthatom 2*-féleképpen. Osszesen

10
Lot = .
( 4) 3360

lehetGség. Tehat a keresett valoszintiség

()2t 2
P (nincs par) = ) = 353"

O

1.3.3. Egy vendéglében az egyik asztalnal 9 vendég iil. Négyen kolat, harman
sort rendeltek, ketten pedig dsvanyvizet rendeltek. A kissé feledékeny pincér
emlékszik, hogy mibdl mennyit rendeltek, de azt mar elfelejtette, hogy ki mit
kért. Ezért véletlenszertien osztja ki az italokat. Mekkora a valoszintisége,
hogy mindenki azt kapja, amit rendelt?

Megoldas. A vendégeknek az italokat 9!-féleképpen oszthatja ki a pincér.
Ekkor megkiilonboztettiik a kolakat! A kedvezs leosztasok szama

41-31.2,

hiszen a kolakat 4!-féleképpen oszthatja ki jo, a soroket 3!-féleképpen, a vi-
zeket pedig 2-féleképpen. Tehat a keresett valoszintiség

. : . . 40312
P( mindenki azt kapja amit rendelt ) = o
2. megoldas. Nem kell megkiilonboztetniink az azonos italokat. Ekkor az

Osszes esetek szama ol

41.3!.2’
hiszen a kolakat 4!-féleképpen, a soroket 3!-féleképp, a vizeket 2-féleképp
permutéalhatjuk. Ha az Osszes eseteket igy szamoljuk, akkor kedvez§ eset csak
1 van, amikor mindenki azt kapja amit kért. Tehat a keresett valoszintiség

41-3!-2
9! 7
ami persze ugyanaz, mint az el6bb. Tobbféleképpen szamolhatjuk az esete-

ket, de arra kell nagyon tigyelni, hogy ugyanigy szamoljuk az Gsszes esetet,
mint a kedvezét. O

P( mindenki azt kapja amit rendelt ) =
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1.3.4. A Bajnokok Ligajaban 2017-ben harom spanyol csapat jutott a 8 kozé:
az Atlético Madrid, a Barcelona és a Real Madrid. Sorsolassal hataroztak
meg a negyeddoéntSk parositasat (itt mar nincs kiemelés, és azonos nemzet
csapatai is Osszekeriilhetnek). Mennyi volt a sorsoléas el6tt a valoszintisége
annak, hogy a negyeddontében

(a) Barcelona — Real Madrid péarharc lesz?

(b) lesz spanyol parharc?
Megoldas. (a) Sokféleképpen szamolhatjuk az eseteket. Arra kell mindig
figyelni, hogy a kedvezGeket ugyanigy szamoljuk Ossze, mint az Osszeset.

A feladat szempontjabol lényegtelen, hogy ki kezd otthon, és az is, hogy
hanyadiknak huztak ki az adott part. Tehat az Osszes eset

() 6)-6)-6)

4 ’

hiszen elGszor kiveszem az elsé part a 8 csapatbol, aztan a maradék 6 csa-
patbol a mésodik part, majd a 4-bdl a harmadik part, végiil a negyedik part.
De azt mondtuk, hogy mindegy a parok sorrendje, ezért leosztom az egészet
az Osszes lehetséges sorrenddel, ami 4!.

Ekkor a kedvezs esetek Osszeszamolasédnal rogzitem a Barcelona — Real
Madrid part. A maradék 6 csapatbol valasztom a méasodik part, majd a ma-
radék 4-bsl a harmadikat, végiil a negyediket. Most csak 3 part valasztottam,
ezért 3! a sorrendek szama. Osszegezve a kedvezd esetek szama:

() ()G
3! '
A kérdéses valoszintiség

kedvezs B 4 1

Osszes @ T

P(Barcelona - RM) =

2. megoldas. Miutan kijott az 1/7, gyanus, hogy egyszertibben is lehetett
volna:

— Andrés, most akkor a Madriddal jatszunk?

— Nem, Leo. Hét csapat koziil sorsolnak egyet nekiink. Barmelyiket egyforma
eséllyel kapjuk, tehat 1/7 a valoszintisége, hogy a Madriddal jatszunk.

(b) A valtozatossag kedvéért, most mashogy szamoljuk az Gsszes esetet.
Mindent figyeliink, hogy kit hanyadiknak hiztak, ki kezd otthon. Ekkor az
Osszes esetek szama 8!, hiszen az elsére kihtzott csapat 8-féle lehet, . ... Ekkor
a kedvez§ eseteket is eszerint kell szamolni. Mivel 3 spanyol csapat van, ezért
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ha van spanyol parharc, az csak gy lehet, hogy két spanyol csapat egymas
ellen jatszik, a harmadik meg massal. Ezt 3-féleképpen tehetjiik meg, a két
csapat 8-féleképpen jatszhat egymaés ellen (4 par, ki kezd otthon). A maradék
6 csapat pedig 6!-féleképpen rendezhetem el. Osszesen

3-8-6.

Tehét a keresett valoszintiség

3-8-6!

P (spanyol péarharc) = g

3
2
O

1.3.5 (x). Egy halastoban M aranyhal és K eziisthal van. Egy horgasz addig
fogja ki egyesével a halakat, amig mar csak egyszini hal marad a toban (tehat
vagy csupa aranyhal, vagy csupa eziisthal). Mennyi a valoszintisége, hogy a
Gyuri nevi eziisthal megussza a horgaszkalandot?

Megoldas. Ez egy kicsit nehezebb feladat. Konnyen belefuthatunk egy
olyan Osszeszamlalasi feladatba, amit nehéz megoldani.

Képzeljiik el, hogy a halakat véletlenszertien megszamozzuk 1-t61 (M +
K)-ig, és a sorszam azt jeloli, hogy a horgasz hanyadiknak horgészna ki az
adott halat. Nem htuizza ki mindet, az utols6 néhany sorszamiu hal megiussza,
de az a véletlentdl fiigg, hogy hényan. Azt kell észrevenni, hogy Gyuri pon-
tosan akkor tssza meg, ha az § sorszama nagyobb, mint az utolsé aranyhal
sorszama. Tehét csak arra kell figyelni, hogy az M aranyhalhoz képest Gyuri
sorszama hol van. Tehat Gyuri pontosan akkor tssza meg, ha M + 1 hal
koziil 6 az utolsd, aminek a valoszintisége

1
M+1

]

1.3.6 (*). Mekkora a valdszintisége, hogy az 6toslotton kihtazott szamok ké-
zOtt nem lesznek egymast kovetsk?

Megoldas. Ez egy kicsit nehezebb. Mivel 90 szam koziil valasztunk ki 6t6t,
igy az Osszes esetek szama

90

.
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A kedvezs eseteket triikkos Osszeszamolni. A keresett esemény
A:{(’il,ig,...,i5) 1< <i2—1<i3—2<’i4—3<i5—4§86},

hiszen az, hogy nincsenek szomszédosak, pontosan azt jelenti, hogy io > 41+1,
13 > 19+ 1, ..., i5 > iy + 1, ami atrendezve ugyanaz ami fént van. Ekkor
majdnem kész is vagyunk, hiszen az (i1,io—1,...,i5—4) az 1, ..., 86 szamok
koziil kivalasztott szamotos, azaz az ilyenek szama

86
.
Valéjaban megadtunk egy bijekciot (egy-egy értelmii leképezést) a nemszom-

szédos szamotosok halmaza és az 1,...,86 halmaz szamotosei kozott. Tehat
a keresett valoszintség

P (nincs szomszédos) = -

]

1.3.7. Egy sakktablan talalomra elhelyeziink 8 bastyat. Mi a valoszintisége,
hogy egyik sem {iti a mésikat?

1.3.8. Egy hallgato 40 tétel koziil 20-at gy megtanul, hogy abbol jelesre
tud vizsgazni, a masik 20-bol csak jora. A vizsgatétel kivalasztasakor 40
tétel koziil huz 2 tételt, majd ebbdl valaszt egyet és ebbdl felel. Mennyi a
valoszintisége, hogy jelesre vizsgazik? ()

1.3.9. Egy urnaban csak piros, zold és kék golyok vannak. A piros golyok
szama 18. Egy goly6 kihtizasa esetén annak a valdszintisége, hogy nem piros
golyot htizunk 1/15-del kisebb, mint azé, hogy z6ld vagy piros golyot hizunk.
Annak a valosziniisége viszont, hogy kék vagy piros golyot htizunk 11/10-szer
nagyobb, mint annak a val6szintisége, hogy zold vagy piros golyot huzunk.
Hany zold és hany kék goly6 van az urnaban? (2008-as érettségi feladat)

1.3.10. 2008-ban a Bajnokok Ligajaban 4 angol (MU, Arsenal, Chelsea, Li-
verpool), egy olasz (Roma), egy spanyol (Barcelona), egy német (Schalke) és
egy torok (Fenerbahce) csapat jutott a 8 kozé. Sorsolassal hatérozzék meg a
negyeddontsk parositasat. Hatarozzuk meg annak a valoszintiségét, hogy a
negyeddontében

(a) a Roma elkeriili a MU-t!
(b) az angol csapatok elkeriilik egymast!
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1.3.11. A Derelye pékség polcan 30 db makos kifli van, melyek kozott vannak
hibas termékek is. Ha két kiflit kivesziink, akkor annak a valoszintisége,
hogy mindketté jo, %—szerese annak a valoszintiségnek, hogy mindkettd hibas.
Hany hibas makos kifli van? (KoMalL 2023/1)

1.3.12. Az autok rendszamai 2022-ig 3 betiibsl (26 lehetséges betd koziil)
és 3 szambol alltak. Mennyi a valoszintisége, hogy egy véletleniil kivalasztott
rendszam 3 kiilonb6z6 betiibdl és 3 kiilonbo6z6 szambol &ll7  (KoMaL 2023/1)

1.3.13. Egy unatkoz6 gyakorlatvezets dolgozatiratas soran arra lett figyel-
mes, hogy a csoportjaban az Gsszes lany egy sorban iil. A csoportban 10
hallgatoé van, koziilik 3 lany. A teremben 4 sor van és minden sorban 4
hely, és feltessziik, hogy mindenki véletlenszertien vélaszt helyet, azaz min-
den leiilési konfiguracioé egyforma valészintiségid. Mennyi a kérdéses esemény
valoszintisége?

1.3.14. Tegyiik fel, hogy a bergengoc lakossag 10%-a beteg. Mennyi annak
a valoszintisége, hogy 100 bergengocbdl véletlenszeriien 3-at kivalasztva és
Sket letesztelve azt talaljuk, hogy egyikiik sem fert&zott?

Melyik az a legkisebb z, melyre igaz, hogy ha a lakossag x%-a beteg,
akkor 1/2-nél kisebb lesz az el6bbi valoszintiség?

(Segitség: Az, hogy a lakossag x%-a fert6zott azt jelenti, hogy pontosan
x fert6zott van a 100-bol.)

1.3.15. Az A, B,C, D, E, F keresked6cégek mindegyike az 6t masik céggel
kotott egy-egy lizletet az el6z6 honapban (barmelyik két cég kozott pontosan
egy lzletkotés jott létre). Az ellendrzé hatosag véletlenszertien kivalaszt a
hat cég el6z6 havi (egymas kozotti) tizletkotései koziil négyet, és azokat el-
lendrzi. Mekkora a valoszintisége, hogy az A vagy a B cég tlizletkotései koziil
is ellendriznek legalabb egyet? (Erettségi 2018)

1.3.16. Egy szabélyos kockaval 11-szer dobunk. Mennyi a valdszintisége,
hogy az egymast kévets 1, 2, 3, 4, 5, 6 eredménysorozat nem fordul elG?

1.3.17. Szaz alma koziil tiz férges. Véletleniil kivalasztva 6t6t, mi a valoszi-
niisége, hogy lesz kozte férges?

1.3.18. Egy embernek n egyforma kinézetid kulcsa van, melyek koziil pon-
tosan egy nyitja az ajtot. Emberiink véletleniil valasztva sorra probalja a
kulcsokat addig, amig a jo kulcs el6 nem keriil. Valamely k& € {1,2,...,n}
esetén mennyi a valoszintisége, hogy a k-adik probalkozasa sikeres, ha

(a) a kiprobalt rossz kulcsokat mindig félreteszi?

(b) a kiprobalt rossz kulcsokat sose teszi félre?
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1.3.19. Mind a 4 par kiilénb6z6 cipémet az elGszobaban levs beépitett szek-
rényben tartom. Az elGszobaban kiégett a villany, igy sotétben keresgélve
véletlenszertien kiveszek 4 cipét. Mennyi a valdszintisége, hogy pontosan egy
Osszeillg part veszek ki? Mekkora ugyanez a valoszintiség, ha 4 par egyforma
cip6m van?

1.3.20. Az iskolai karacsonyi véasarra késziilédve Blanka, Csenge és Dori
feladata az volt, hogy kiilonb6z6 figurakat hajtogassanak szines papirbol.
Osszesen 70 figurat hajtogattak. A figurak kétheted részét Dori készitette, a
maradékot pedig fele-fele ardnyban Blanka és Csenge. Szamitsa ki annak a
valoszintiségét, hogy a 70 figura koziil véletlenszertien kivalasztott két figurat
ugyanaz a lany készitett! (Erettségi 2018)

1.3.21. Egy kertész harom juhar-, négy tolgy- és 6t nyirfat iiltet egy sorba
véletlen sorrendben, mindegyik fat egyenld valoszintiséggel valasztva. Mennyi
annak a valdszintisége, hogy nem keriil egymas mellé két nyir?

1.3.22. Egyes vidékeken elterjedt a kévetkez6 babona: egy lany 6 ftiszalat
fog a markiba tgy, hogy azok a kezébdl mindkét irdnyban kiallnak. Egy
masik lany mindkét oldalon paronként Osszecsomoézza a fiiszalakat. Ha igy
egy zart lanc keletkezik, akkor arra kovetkeztetnek, hogy a lany a kévetkezs
évben férjhez megy. Ha a csomoézés teljesen véletlenszerten torténik, mennyi
a valoszintsége, hogy zéart lancot kapunk? Mi a helyzet 2n fiiszal esetén?

([1, 1.3.29))

1.4. Geometriai valoszintiség

1.4.1. Egy labdat talalomra nekirtigunk egy héznak, amely 10 m hossza és
5 m magas. A hazon két 2 m x 1,5 m-es ablak van. Mennyi a valoszintisége,
hogy ablakot talal a labda? (1, 1.4.2])

Megoldas. Vilagos, hogy egy geometriai valoszintiségi mezénk van. A teljes
teriilet 5 x 10 = 50 egység (m?). A két ablak egyiittes teriilete 2 x2x 1,5 = 6
egység. Tehat, annak a valosziniisége, hogy ablakot talalunk

kedvezd tertilet B 6 3

P( ablakot talal ) = = — = —.
(ablakot talal ) Osszes teriilet 50 25

O

1.4.2. Egy négyzet belsejében egyenletes eloszlas szerint valasztunk egy pon-

tot. Mennyi a valoszintisége, hogy a véalasztott pont kozelebb van valamelyik
oldalhoz, mint 1/47
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Megoldas. A kisérlet egy geometriai valoszintiségi mezén irhato le, ahol az
eseménytér az egységnégyzet, az események az egységnégyzet Borel-halmazai
(szép halmazai), és valoszintiség pedig a teriilet, azaz Q = [0,1]*, A =

B([0,1]?), P(A) = ter(A). A kedvezd sikrész:

=

A kedvezs teriilet, ami éppen a keresett valdszintiség

1 3 3
P (kozelebb van mint 1/4) =4 - - - - = —.
4 4 4

]

1.4.3. Borokat az egyéves kislanyt, ha betessziik egy 2 méter oldalhossziisagu
négyzet alapjua jarokaba, akkor elindul a legkozelebbi oldal felé. Tegyiik fel,
hogy kiilonb6z6 alkalmak soran egyméastol fiiggetleniil, egyenletes eloszlas
szerinti pontban tessziik be Borokat.

(a) Mekkora a valosziniisége, hogy a jaroka déli oldaldhoz megy?

(b) Hany alkalommal kell betenni ahhoz, hogy legalabb 90% eséllyel leg-
alabb egyszer a déli oldalt valassza?

1.5. Feltételes valoszintiség, Bayes tétele

1.5.1. Aladar a pénzét harom egyforma boritékban tartja. Az els6ben két
ezerforintos, a mésodikban egy ezer- és egy kétezerforintos, a harmadikban
egy ezer és harom kétezerforintos van. Aladar taldlomra kivesz egy boritékot,
és onnan egy bankjegyet. Mennyi a valoszintisége, hogy ezerforintost hiizott?

Megoldas. Jelolje A, B, C' azt, hogy az els§, masodik, vagy harmadik
boritékot valasztotta Aladar, F pedig az, hogy ezerforintost hizott. Ekkor
A, B, C teljes eseményrendszer, hiszen diszjunktak (pontosan egy boritékot
valaszt), és lefedik az eseményteret (valaszt boritékot). A feladat szerint
minden boritékot egyforma valdszintiséggel valaszt, azaz



tovabba az egyes boritékokbol huzva az ezres valoszintisége

P(E|A)=1, P(E|B) = % P(E|C) = }1

Tehat (forméalisan a teljes valoszintség tételét hasznaljuk)

P(E) = P(A)-P(E|A) + P(B) - P(E|B) + P(C) - P(E|C)

1 1+1+1 T
3 2 4) 12
O

1.5.2. Az 52 lapos francia kartyabol kiosztanak 13 lapot. Legyen A az az
esemény, hogy pontosan 2 aszt kaptunk. Hatarozzuk meg a P(A|B;) feltételes
valoszintiségeket, ha

(a) B azt jelenti, hogy van legalabb egy aszunk;
(b) By azt jelenti, hogy a kdr asz nalunk van;
(c) Bs azt jelenti, hogy a kiosztott lapok koziil az els§ éasz;

(d) By azt jelenti, hogy a kiosztott lapok koziil az els6 a kdr asz.
Megoldas. Definici6 szerint

P(ANB;)

P(AIB) = g

tehat ezeket a valdszintiségeket kell meghatarozni.
(a) Azt vizsgaljuk, hogy milyen lapokat kaptunk. Mivel 52 lap koziil
kapunk 13-at, ezért az Osszes esetek szama

()

Ha van legalabb egy asz, akkor vagy pontosan egy, vagy pontosan 2, vagy pon-
tosan 3, vagy pontosan 4 adszunk van. (A ’legalabb’-ot mindig szét kell szedni
'pontosan’-ok uni6jara.) Ennél egyszertibb, ha attériink a komplementer sza-
molasara, hiszen az azt jelenti hogy nincs aszunk. Tehat a kedvezdtlen/rossz

esetek szama
48
13)’

hiszen ekkkor a 48 nemaész lap koziil kaphatunk. Tehat



Az AN B; esemény azt jelenti, hogy A és Bj is bekovetkezik. Ez ANB; = A,
azaz pontosan 2 aszunk van. Ennek a valdszintisége

(2) (5y)
P(ANB;) =P(4) = 231~
(1s)
hiszen az Osszes eset maradt, a kedvezénél pedig a 4 asz koziil valasztunk 2-t,
a maradék 11 lapot pedig a 48 nemész koziil kapjuk. Osszegezve

_ B
(i) = ()

()6
PANB) _ (2)

(b) Most is csak az érdekel, hogy milyen lapok vannak nalunk. Tehat az

0sszes eset
52
13)°

A B, eseménynél a kedvezs esetek azok, amikor a kér dszt kivettuk magunk-
nak, és a maradék 51 lapbdl valasztunk 12-t, azaz

()

Vagyis a keresett valoszintiség

Az AN By esemény azt jelenti, hogy nalunk van a kér asz, és még pontosan
egy asz van nalunk. A kedvezd esetek szama

3\ /48
1)\11)’
hiszen a 3 aszbol valasztunk egyet, a nemészok koziil pedig 11-et. Tehat

poan - 0

(5)

ahonnan a keresett feltételes valoszintiség

P(ANBy) _ (1) ()
P(B) ()
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(c) Most olyan eseményre kérdez ra a feladat, amiben van elsg lap. Amikor

az Osszes eset (‘;’g) akkor van a keziinkben 13 lap, de nincs sorrendje, tehét

nincs elss lap. Tehat azon a valoszintiségi mez6n, amin az (a—b) részben
dolgoztunk, a B3 esemény nem vizsgalhato. Olyan mezd kell, amiben van
els6 lap, meg 12 méasik. Ekkor az 6sszes esetek szama

52
13
(12) 2

hiszen kivettem a 13 lapot, és abbol kijeloltem, hogy melyik volt az elss. (Ez
persze ugyanaz, mint 52 - (‘;’;) .) A kedvezd esetek szdma a Bs eseménynél

1
4. ; ,
12
hiszen az els6 lap a 4 asz koziil valamelyik, a tobbi meg akarmi lehet. Tehat
4 . (51) 1
P(B3) = 75 =
(13) 1313

. e . . 4 _ 1
Persze, hiszen annak a valoszintisége, hogy egyetlen lap éppen asz az 5 = 13-
Az AN B3 esemény azt jelenti, hogy az elsé lap asz, és még pontosan egy

aszt kapunk. A kedvezé esetek szama

() ()

hiszen az elsé asz 4-féle lehet, utan a 3 megmaradt aszbol kell egy, és a 48
nemészbol pedig 11. Tehat

4
P(ANB;) =

igy a keresett feltételes valoszintiség

(d) Megint van elsé lap, ezért a (c)-részbeli mezén vagyunk. Annak a
valoszintisége, hogy az els6 lap a kor asz 1/52, hiszen 52 lapbol valasztunk

egyet, tehat
1
P(B,) = —.
(Ba) = 53
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Az AN By azt jelenti, hogy az els6 lap a kér asz, és utana még pontosan egy
aszt kapunk. Az Osszes esetek szama

52
<13
(1)
a kedvezs esetek szama pedig

() ()

hiszen az els6 lap csak a kér &sz lehet, utan pedig 1 aszt huzunk 3 koziil, és
a 48 nemaész kozil 11-et. Igy

P(ANB,) =

A keresett feltételes valoszintiség

P(A|B,) = P(;l(;f@ _ (131‘13 _ 12('52(;1).

O

1.5.3. Egy cukraszdaban 3 cukréasz A, B és C siit siiteményt, és a siitemények
2, 3 illetve 5%-at rontjak el. A siitemények 50%-at A, 30 %-at B, 20%-at
pedig C késziti. Mennyi a valoszintisége, hogy A siitétte a siiteményt, feltéve,
hogy az rossz?

Megoldas. Ez tipikus Bayes-tételes feladat. Jelolje A, B, C' azt, hogy ki
siitotte a siiteményt, R pedig azt, hogy rossz a siitemény. Ekkor

P(A)=0,5, P(B)=0,3, P(C)=0,2,
valamint
P(R|A)=0,02, P(R|B)=0,03, P(R|C)=0,05,

Arra vagyunk kivancsiak, hogy egy rossz siiteményt milyen valoszintiséggel
készitett A szakécs, azaz P(A|R). Definici6 szerint

P(ANR)

PUAIR) = 5
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Annak a valoszintisége, hogy egy siitemény rossz

P(R)=P(A)-P(R|A)+P(B)-P(R|B) + P(C) - P(R|C)
=0,5-0,02+0,3-0,03+0,2-0,05 = 0,029,

és
P(RN A) = P(A) - P(R|A) = 0,01.
Tehat 0.01 10
P(A|R) = 0,029 29’

O

1.5.4. A koronavirus teszt hatékonysaga fiigg attol, hogy a fertézott hény
napja kapta el a betegséget. Tegyiik fel, hogy a fert6zés minden esetben 12
napig tart (ez kb. igaz, ezért van 14 nap karantén). Ha a fert6zott 1 — 3
napja kapta el a betegséget, akkor a teszt ezt nem tudja kimutatni, ha 4 — 5
napja, akkor 0,5 valdszintiséggel mutatja ki, ha 6 — 12 napja, akkor 0,75
valoszintiséggel (ez nagyjabol stimmel). Feltehetjiik, hogy egy fert6zott egyén
az elmilt 12 nap barmelyikén egyforma valoszintiséggel fert6z5dott meg.

(a) Mekkora a valoszintisége, hogy egy fert6zott egyén tesztje negativ?

(b) Mivel ez igy nem tul hatéasos, a kovetkezs a szokasos eljaras. A vizs-
galando egyént letesztelik, majd karanténba kiildik (ahol elvileg nem
fert6z6dhet meg), és két nap mulva ujra letesztelik. Csak akkor engedik
ki a karanténbol, ha mindkét tesztje negativ. Mekkora a valészintisége,
hogy egy fert6zott mindkét tesztje negativ, és még mindig fert6z67 (Ve-
gyiik észre, hogy a beteglink a masodik teszt utan meggyogyulhatott,
ha elég régen fert6z6dott meg.)

Megoldas. (a) Aszerint kell felbontani az eseményteret, hogy a beteg hany
napja fert6z6dott meg. Jelolje A, B, C azt az eseményt, hogy a beteg 1 — 3,
4 — 5,6 — 12 napja beteg, T pedig azt, hogy a teszt pozitiv. Ekkor

3 2 7

P(4) = . P(C) = 5.

A teszt hatékonysaga
P(T|A)=0, P(T|B)=0,5 P(T|C)=0,T75.
Annak a valészintisége, hogy pozitiv a teszt

P(T) = P(A) - P(T|A) + P(B) - P(T|B) + P(C) - P(T|C)
1

1 7
— — . — . _ = 2
1 0+6 0,5—1—12 0,75 =0,52,
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azaz annak a valdszintisége, hogy egy fert6zott tesztje negativ
P(negativ a teszt) = 1 — P(7T) = 0,48,

ami tényleg nem tal hatékony.

(b) Most tovabb kell osztani az eseményteret, hiszen ha a beteg az els§
teszt el6tt 1 — 3 nappal fert6z6dott meg, akkor a masodik teszt napjan mér
3 — 5 napja beteg. Az viszont nem mindegy, hogy 3 vagy 5, hiszen mas a
teszt hatékonysaga. Jelolje A; azt azt eseményt, hogy a beteg az els§ teszt
el6tt ¢+ nappal betegedett meg, ahol ¢t = 1,2,...,12. Ekkor

P(4)=—, i=1,...,12

Jelolje N azt az eseményt, hogy mindkét teszt negativ lett és még beteg a
mésodik teszt utan is. Mivel pontosan 12 napig tart a betegség, ezért ha
valaki az els§ teszt el6tt 11 nappal fert6z6dott meg, akkor a masodik teszt
utdn mar egészséges. Azaz, ekkor nem kell szamolgatni,

P(N|A11) = P(N[Ap) = 0.

Ha As kovetekezett be, azaz az els§ teszt el6tt 3 napja fert6z6dott meg a
beteg, akkor az elsé teszt biztos negativ. A masodik tesztkor méar 5 napja
beteg, igy az 0,5 valdszintiséggel negativ. Azaz

P(N|A3)=1-0,5=0,5.
A tObbi eset hasonldéan szamolhato:
P(N|A1) =1,
P(N|Ay) =P(N|A3) =1-0,5=0,5,
P(N|Ay) =P(N|A5) =0,5-0,25 = 0,125,
P(N|A;) =0,25-0,25=0,0625, i=6,7,...,10.

Osszegezve
12
P(N) =) P(4)P(N|4))
=1

1
:E(l+2-O,5+2-0,125+5-O,0625+2-0):0,21.

Ez mar lényegesen jobb, de 100 fert6zottbdl 20 még mindig atcstuszik. Azt is
vegylik észre, hogy 16 méar felgyogyul (1/6 = P(A;; U Aj2) a valdszintsége,
hogy a masodik teszt idejére méar letelt a 12 nap), tehat a 2 negativ teszt
feltétel az valojaban 84 betegbdl sztir ki 64-et. m
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1.5.5 (*). A sztochasztika tanszék egyik oktatoja p valoszintséggel szokott
bejonni a tanszékre. Ha ismerGseinek azt mondta, hogy aznap bejon, akkor
annak a valészintisége, hogy pontosan k-an keresik telefonon e #u*/k!, ha
pedig azt mondta, hogy nem, akkor e *M\*/k! k = 0,1,..., 0 < X\ < u.
Feltéve, hogy k hivas érkezett, mennyi a valoszintisége, hogy aznap bent volt
az oktato? Vizsgéljuk a k — oo esetet. ()

Megoldas. Jelolje A, azt az eseményt, hogy pontosan k-an keresik telefonon,
B pedig azt, hogy bejon. Ekkor

”k )\k
P(B)=p, P(AB) = 7e™", P(AlB) =17 e, k=0,1,2,....
A kérdés P(BN A,
P(B|A}) = —=——
(B4 = =55
ahol
( ) P(AkﬂB) —f-P(AkﬂBc)
= P(B)P(4|B) + P(B)P(Ax| BY)
k k
wk AY
=pqe “+(1—p)ye A
Tehat
p“k—lfe’“ pe
(Bla) p“k—]?e_“ + (1 — p)%e—)‘ pe + (1 —p)(A/p)ke
Mivel A < p

lim P(B|Ax) = 1.

k—oo

Ez valahogy logikus, mert tobben keresik akkor, ha azt mondja, hogy bejon.
Ha nagyon sokan keresik, akkor egyre valészintibb, hogy bent van. n

1.5.6. Magyar kartyabol kapunk 12 lapot, a masik két jatékos 10-10 lapot
kap. Mennyi a valoszintisége, hogy pontosan 5 pirosat kapunk, kozte a piros
hetest? Feltéve, hogy pontosan 5 pirosat kaptunk kozte a piros hetest, mennyi
a valoszintisége, hogy a masik 3 piros egy kézben van?

1.5.7. Doppingteszt. Kifejlesztenek egy 1j doppingtesztet, mely a doppin-
golok 99%-anal pozitiv eredményt ad, azonban a nem doppingold sportolok
1%-nal is tévesen pozitiv eredményt ad. Tegyiik fol, hogy a sportolok 1%-a
doppingol. Mennyi annak a valoszintisége, hogy egy véletleniil kivalasztott
sportold
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(a) doppingtesztje pozitiv?
(b) doppingolt, ha tudjuk, hogy a doppingtesztje pozitiv?

1.5.8. Két pénzérme koziil az egyik szabalyos, a masik cinkelt, 1/4 valoszi-
niiséggel ad fejet. Véletlenszertien kivéalasztjuk az egyiket, majd ezzel kétszer
dobunk. Mennyi a valoszintisége, hogy két fejet kapunk? Ha két fejet kapunk,
mennyi a valdszintisége, hogy a szabalyos érmét valasztottuk?

1.5.9. Egy hallgato p valoszintiséggel tudja a valaszt egy kérdésre. Ha nem
tudja, akkor az n lehetséges valasz koziil véletlentil valaszt egyet. Mennyi
legyen a lehetséges valaszok n szama, hogy az oktat6 legalabb 0,9 val6szini-
séggel kovetkeztethessen arra a hallgatd jo valaszabol, hogy a hallgato tudta
a valaszt?

1.5.10. Az iskolai kardcsonyi vasarra késziilédve Blanka, Csenge és Dori
feladata az volt, hogy kiilonb6z6 figurakat hajtogassanak szines papirbol.
Osszesen 70 figurat hajtogattak. A figurdk kétheted részét Dori készitet-
te, a maradékot pedig fele-fele aranyban Blanka és Csenge. A Blanka &ltal
készitett figurak 40%-a volt karacsonyfa, a Csenge altal készitett figurak-
nak 60%-a, a Dori altal készitett figuraknak pedig 30%-a. Az els6 vasarlo
a vasaron Blanka édesanyja volt; 6 megvett egy véletlenszertien kivalasztott
kardcsonyfa-figurat. Hatarozza meg annak a valoszintiségét, hogy a figurat
éppen Blanka készitette! (Erettségi 2018)

1.5.11. Aladar hétfs reggelenként 7:15-kor indul el otthonrél, hogy 8:00-ra
beérjen az egyetemre. Gyalog kimegy a buszmegalloba, 20 percet buszozik,
aztdn villamosra szall 4t, amelyen 15 percet utazik, végiil ismét gyalogol
az egyetemig. A buszon 0,5, a villamoson pedig 0,2 valészintiséggel hallja
meg, ha csordg a mobiltelefonja, mig gyaloglas kozben biztosan észreveszi, ha
hivjak. Ha hétfs reggel 7:15 és 8:00 kozott egy véletlen idGpontban felhivjuk,
és felveszi a telefonjat, akkor mennyi a valoszintisége, hogy épp villamoson
van?

1.5.12. Vandorlasai kézben Odiisszeusz egyszer egy hérmas ttelagazéshoz
ért. Tudta, hogy az egyik at Athénba, a masik Miikénébe, a harmadik pedig
Spartaba vezet. Azt is tudta, hogy az athéniak atlagosan minden harmadik
alkalommal mondanak igazat, a miikénéiek minden mésodik alkalommal, a
spartaiak pedig becsiiletesek, sosem hazudnak. Kockadobéssal dontotte el,
melyik utat valassza, egyforma esélyt adva mindegyiknek. Ezutén ment,
mendegélt, mig egy varosba nem ért. Itt az elsG szembejovétsl megkérdezte,
hogy mennyi ketté meg kettd, és azt a valaszt kapta, hogy négy. Mennyi a
valoszintisége, hogy Athénba érkezett?
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1.5.13. Bergengocidban tombol a Covid-7?/6 jarvany. Egy bergengoc élel-
miszerboltban 0,5 valészintiséggel sokan, 0,3 valoszintiséggel kevesen vannak,
0,2 valoszintiséggel pedig iires a bolt. A megfert6z6dés valoszintisége rendre
0,6, 0,3 és 0,1. Mennyi a valoszintisége annak, hogy egy egészséges bergengoc
megfertézédik a bevaséarlas soran?

1.5.14. A szegedi Gabonakutatoban két 1j kukorica vetémagot fejlesztettek
ki. Az A tipusu strapabir6 vet6mag csapadékos, atlagos, és szaraz idGjarés
esetén egyarant 0,2 valoszintiséggel hoz prémium termést. A B tipusa vets-
mag csapadékos idGjaras estén 0,5, atlagos idGjaras esetén 0,1 valdszintiséggel
hoz prémium termést, széaraz idében viszont biztosan nem hoz jo termést. A
meteorologusok 0,5 valdszintiséggel atlagos, 0,2 valdszintiséggel sok, 0,3 va-
l6szintiséggel pedig kevés csapadékot josolnak. Melyik vetémagot valasszuk,
ha minél nagyobb valoszintiséggel akarunk prémium termést?

1.5.15. Maté az iskoldbol hazafelé menet betér apukajaval a Csiga pékség-
be. Maté kedvencei a meggyes és a makos-meggyes riud. A meggyes ridban
0,4 valoszintiséggel, a makos-meggyes riadban 0,2 valészintiséggel van meggy-
mag. Maté pénzfeldobassal dont, hogy meggyes vagy makos-meggyes rudat
kér. Mennyi a valoszintisége, hogy lesz meggymag a péksiiteményben? Maté
apukaja makos-meggyes rudat véalaszt. Mennyi a valdszintisége, hogy mind-
kettejiik siiteményében lesz meggymag?

1.5.16. Maté nagymamaja meggylevest készit a vasarnapi ebédhez. Osszesen
5 szem szegfliszeget tesz a levesbe. A levest 4 egyforma adagra osztjak. Maté
mar az elsé kanal levesében talal egy szegfiiszeget. Mennyi a valoszintisége,
hogy legalabb 3 szegfiiszeg lesz a levesében, feltéve, hogy van a levesében
szegfiszeg?

1.5.17. Egy konyvels iroddban harom alkalmazott van, akik egyenls arany-
ban osztoznak a munkan. Felvesznek egy negyedik embert is az irodéra, hogy
csOkkentsék a terhelést, igy mér négyfelé oszlik a munka egyenls aranyban.
A tapasztalt konyvelsk ritkan, az eseteknek mindossze 3%-aban hibaznak,
mig az Ujonc, aki csak most tanult bele a konyvelésbe 10%-os hibaratéaval
bir. A konyvelk fénoke kézbevesz egy adobevallast és azt latja, hogy az hi-
bésan van kitoltve, mekkora a valoszintisége, hogy az 1j alkalmazottat terheli
a felelGsség?

1.5.18. Egy matematikuscsaladban a fit megfigyelte, hogy mikor hazaér, az
esetek 20%-aban senki nincs otthon, 50%-aban csak az édesanyja, a maradék
esetekben pedig mindkét sziilGje. Tudja, hogy édesanyja az esetek 80%-aban
magara zarja az ajtot; ha mindketten otthon vannak, akkor mar csak 40%-
ban zarjak be, de ha nincs otthon senki, szorakozottsaghol akkor is az esetek

26



5%-aban nyitva marad az ajto. A fin egy délutan hazaér, és zarva talalja az
ajtot. Mekkora a valoszintisége, hogy van otthon valaki?

1.5.19 (). Egy fia és egy lany megbeszéli, hogy két utca keresztez6désé-
nél talalkoznak egy meghatarozott idépontban. Elfelejtik megbeszélni, hogy
a négy sarok koziil melyiknél varnak egymésra. Az tutkeresztez6dés nagyon
forgalmas, nem lehet atlatni a tobbi sarokra. Mindketten pontosan érkeznek,
és ha a maésik nincs ott, akkor 2,5 perc utdn atmennek a szomszédos sarkok
valamelyikére, 1/2-1/2 valoszintiséggel. Ez fél percet vesz igénybe, majd ha
megint nem talalkoztak, akkor 2,5 perc utan megint sarkot valtanak. El6-
szOr mindketten 1/4 valoszintséggel valasztanak sarkot. Természetesen az is
talalkozasnak szamit, ha egymassal szembe jonnek az tuttesten.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy az els6 percen beliil taldlkoznak?

(b) Mennyi annak a p, valoszintisége, hogy az els6 3n percen beliil talal-

koznak?
(c) Mennyi annak az r, valosziniisége, hogy pontosan a 3n-edik percben
talalkoznak?

(d) Igazoljuk, hogy egy valoszintiséggel véges id6n beliil talalkoznak.
(11

1.5.20 (xx). A parti tiizérség 1 km tavolsagban felfedez egy ellenséges cir-
kalot, és elkezd ré tiizelni, percenként egy 16vést adva le. A cirkalo az elsé
16vés leadasakor menekiilni kezd 60 km/h sebességgel. A taladlat valoszint-
sége x km tavolsag esetén 0,752 2. Ha egy 16vés talalt, akkor még mindig
1/4 valoszintiséggel a cirkdlé nem siillyed el, és tovabb menekiil. Mekkora
valoszintiséggel menekiil el a cirkal6? (Schweitzer, 1950)

Megoldas. Ez egy nehéz feladat.
Jelolje A,, az azt eseményt, hogy a cirkalo tiléli az n-edik 16vést. Nyilvan
Ay D Ay D ... monoton csokkens halmazsorozat, és ha A az az esemény,
hogy elmenekiil, akkor
Noo A, = A

A val6szintiség tulajdonsagai szerint

P(A) =P(ML,4,) = nlgroloP(An)

Nyilvan

(nem talal, vagy talal, de nem siillyed).
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Hasonloan,

P T (1)

k=1
A valOszintiségszamitas része kész a feladatnak. De ez mennyi?

A Stirling-formula szerint (ezt egy kicsit késébb belatjuk, de biztos els-
kertilt valamibél korabban)

n! ~ <E)n 27n, amint n — oo.
e
Most egy egyszerd, de elég maceras szamolés jon. Vezessiik be szemifaktori-
alis jelolést:
Cn+1)I=1-3-5-...-2n+1),2n)!!=2-4-6-...-(2n) = 2"nl.

Mivel

9  (4k—3)-(4k +3)
16k2 16k2 ’
igy, a Stirling-formulét beirva

1—

- (4n + 3)! (4n +3)!
g ) 3n+1)  3(4n+1)22"+(2n + 1)!
1 (—4”:3)4"+3 27(4n + 3)

" 3(An + 1)220 T (e D201 S (o 1 1)

)
V2 (4n + 3)4n+3
(

~ 3(dn + 1)22nlent2 (2 + 1)2n+1”

Ezt beirva

ﬁ V2 (4n + 3)4+3 1
16k2 3(4n 4 1)22n+1e2n+2 (2 + 1)20+1 167(2)2"2mn

k=1
V2 (4n + 3)4nt3 1
3(4n + 1)220+1e2 (2n + 1)2nt+in2n 167270
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Még gyturni kell, de minden egyszerd analizis. Egyrészt

: (4n +3)3
lim =
n—oo (4n +1)(2n + 1)n

Mésrészt )
(4n + 3)*" on | (n+3/4)277"
N /Y (¢ IR e A7
(2n + 1)%n2n (n+1/2)n
A jobb oldalon szereplé mésodik tényezd 1°° tipust hatarérték. Az alapot
atirva

(n+3/4)?% n*+3n+2 n+ < 1 -
— 22l 16:1+ 5 llﬁ :1+—+O(n2)
(n+1/2)n n? +5n n? +5n n
Tehat ( 3/4)2 . ' "
n +
~— L7 ) =(14+—-40(n? — e.
(i) =(1rarom) e
Osszegezve,
ﬁ T V282, V22 g
_ ~ e” = ~
Pl 16k2 3. 22ntle2]6n 2 3 ’
Tehat

2v/2
3r
Ezt méashogy is lehet. Ha p egy valos egylitthatés n-ed foka polinom, és
gyokei x4, ..., x,, akkor

s =0 [T (1- ).

A sinz fiiggvény zérushelyei 0, km, k € Z, ezért a fenti elGallitas a sinz/x
fiiggvényre a kiovetkezét adja:

x
sinx =z 11— —)
H ( km
kezZ\{0}
00 2
x
- xH (1 - k2772> :
k=1
Itt persze csaltunk, mert a sinx az nem polinom. A végtelen szorzat alak a

Weierstrass-féle faktorizacios tétel, ami lehet, hogy lesz majd komplex fligg-
vénytanbol. Innen az x = 37/4 helyettesitéssel

ﬁ . 9 \ sinim 2.2
P 16k2) 3z 3w

4

P(megmenekiil a cirkalo) =
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1.6. Fiiggetlenség

1.6.1. Legyen A 6nmagatol fliggetlen esemény. Mutassuk meg, hogy P(A) =
0 vagy 1!

Megoldas. Ehhez csak a definiciot kell alkalmazni, nem til izgalmas. Az,
hogy A fiiggetlen énmagatol az azt jelenti, hogy

P(AN A) = P(A) - P(A).

Mivel ANA = A, ez azt jelenti, hogy P(A) = P(A)2. Ebbdl kovetkezik, hogy
P(A) =0 vagy P(A) = 1. O

1.6.2. Francia kartyapaklibol véletlenszertien htuzunk egy lapot. Jeldlje D
azt az eseményt, hogy damat huzunk, K pedig azt, hogy kért. Filiggetlenek-
e D és K7 (A francia kartyanal 52 lap van, 4 szin (kér, karo, pikk, treff), 13
figura (A, 2 - 10, J, D, K).)

Megoldas. Ekkor D N K az az esemény, hogy a kér damét huztuk ki, igy
P(D N K) = 1/52. Ugyanakkor P(D) = 4/52 = 1/13 és P(K) = 13/52 =
1/4, azaz a két esemény fiiggetlen. H

1.6.3. Egy dobokockaval tizszer dobunk. Jeldlje A azt az eseményt, hogy az
els6é 5 dobéas soran nincs hatos, B pedig azt, hogy tiz dobas kozt nincs egyes.
Mekkora az A és a B események valoszintisége? Fiiggetlenek-e A és B?

Megoldas. Az A esemény azt jelenti, hogy az elsé 5 dobas soran nincs hatos,
igy mindig 5 értéket dobhatunk, ezért

e (2) -2

Hasonléan, B eseménynél 10 dobas soran nincs egyes, igy

510
p— @.

P(B)

Az AN B esemény esetén az elsG 5 dobasra 4 lehetGségem van, a masodik
otre pedig b5, igy
45 . 5°

Latjuk, hogy P(AN B) # P(A) - P(B), azaz A ¢és B nem fiiggetlenek.  [J
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1.6.4. (i) Legalabb hany lottoszelvényt kell kitolteni ahhoz, hogy egy sor-
solasnal a telitalalat valoszintsége legalabb 1/2 legyen? (ii) Legalabb héany
hétig kell jatszani egyetlen szelvénnyel, hogy annak a valészintisége, hogy
legalabb egyszer volt telitalalatunk legalabb 1/2 legyen?

Megoldas. (i) Ha k szelvényt vesziink (és mindegyiken mas szamotost irunk
be), akkor a nyerési esélyiink &/ (950). Ahhoz, hogy ez a valoszintiség 1/2-nél
nagyobb legyen, nyilvan az kell, hogy

190
k> = 21974634.

(ii) Egy héten, annak a valoszintisége, hogy nem nyeriink,

1
P (nincs telitalalatunk 1 héten 1 szelvénnyel) = 1 —

(5)

A sorsolésok eredményei fiiggetlenek, igy annak a valoszintisége, hogy k héten
nem nyerlink egyszer sem

90
(5)

Az, hogy legalabb egyszer telitalalatunk van k hét soran, az annak az ese-

ménynek az ellentett eseménye, hogy eqyszer sincs telitaldlatunk k hét sordn,

igy

k
1
P(k héten 1 szelvénnyel egyszer sincs telitalalatunk) = <1 - —> :

k
1
P( & hét soran legalabb egy telitalalatunk van) = 1 — (1 — W) .

(5)

Amint k£ — oo az utébbi valészintiség 1-hez tart (hiszen 1-nél kisebb szamot
hatvanyozva 0-hoz tart a sorozat). Tehat olyan k-t keresiink, melyre a fenti
valoszintiség 1/2-nél nagyobb. Azaz

()<

Logaritmust véve és rendezve (1-nél kisebb szam logaritmusa negativ, és
negativ szammal szorozva az egyenlGtlenséget a relaciojel fordul), kapjuk,

hogy

In2
k> = = 30463311,
i (1 _ ﬁ)
Azaz legalabb ennyi hétig kell jatszani. m
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1.6.5. Andras egy év mind az 52 hetében egy-egy ugyanugy kitoltott szel-
vénnyel jatszik az 6toslotton. Bea ellenben az év utolsd sorsolasa elétt vesz
52 szelvényt, és azokat (paronként kiilonbozéféleképpen kitoltve) egyszerre
jatssza meg. Andrasnak vagy Bednak van nagyobb esélye arra, hogy legyen
telitalalatos szelvénytik? (KoMaL B5256)

1.6.6. A vezeték nélkiili halozati kapcsolatot 1étrehozo egységek (wifi route-
rek) 3%-a 2 éven beliil meghibéasodik (ezt ugy tekinthetjiik, hogy 0,03 annak
a valoszintisége, hogy egy késziiléek meghibasodik 2 év alatt). A meghibé-
sodott eszkozt garancialisan kicserélik. Az iskola 20 ilyen eszkozt vasarolt.
Mennyi a valoszintisége annak, hogy 2 év alatt legfeljebb egy hibasodik meg
a vasarolt eszkozok koziil? (Erettségi 2018)

1.6.7. Zajos csatornan akarunk 0-1 jelsorozatot kiildeni. A csatorna minden
bitet egymastol fliggetleniil p > 0 valoszintiséggel elront. Mennyi a valoszi-
niisége, hogy egy 3 bites iizenet hiba nélkiil &tmegy?

1.6.8. Haromszor feldobunk egy szabalyos érmét. Jelentse A azt az ese-
ményt, hogy a dobasok kozott fej és irds is elsfordul, B pedig azt, hogy
legfeljebb egy iras fordul els. Fiiggetlenek-e A és B?

1.6.9. A sztochasztika tanszék egyik oktatdja az éra soran elhasznalt krétak
kis darabjait 1 méter tavolsaghol a szemetesbe dobja. A dobésok egymastol
fiiggetleniil 95% eséllyel talalnak. Ha egy gyakorlat alatt pontosan 6-szor
probalkozik, mennyi a valészintisége, hogy mindig talal? Hanyadik gyakorla-
ton lesz el6szor 0.5-nél nagyobb annak a valoszintisége, hogy (az dsszes eddigi
dobéasa koziil) legalabb egyszer nem talal?

1.6.10. Bence egy labdat rugdos egy héznak, amely 10 m hosszi és 5 m
magas. A hézon két 2 m x 1,5 m-es ablak van. Mennyi a valoszintisége,
hogy 5 rigasbol egyszer sem talalt ablakot?

1.6.11. Egy dobodkockéval n-szer dobunk. Jeldlje A azt az eseményt, hogy
az els6 m dobas soran nincs hatos, B pedig azt, hogy az n dobas kozt nincs
egyes, m < n. Mekkora az A és a B események valosziniisége? Igazoljuk,

hogy P(AN B) < P(A)P(B).

1.6.12 (x). Valasszunk taldlomra az 1,2, ..., n szamok koziil tigy, hogy mind-
egyiket 1/n valoszintséggel véalasztjuk. Jelolje A, azt az eseményt, hogy a
valasztott szam p-vel oszthato.

(a) Igazoljuk, hogy ha p; és py relativ prim és pips|n, akkor A, és A,
fiiggetlenek.

(b) Igazoljuk, hogy

o) =nI] (1-1).

pln
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ahol ¢(n) az Euler—féle fiiggvény, azaz ¢(n) az n-nél kisebb n-hez relativ
prim pozitiv egészek szama.

1.6.13 (x). A szultan birodalmanak mind az 1024 matematikusat borton-
be zaratta. Mindegyikiik csak a sajat réztalléros érméjét tarthatta meg. A
matematikusok tudjak, hanyan vannak, de semmiféle médon nem képesek
kommunikalni egyméssal. A szultan a sziiletésnapjan nagy kegyesen a kovet-
kez6 jatékot ajanlotta a matematikusoknak: az udvaron egyenként vagy 0-t,
vagy 1-et mondanak. Ha a mondott szamok Osszege 1, akkor szabadon bo-
csatja Gket. (A matematikusok nem adhatnak jelet egymasnak, nem tudjak,
hogy 6ket hanyadiknak vitték ki, vagy hogy az el6ttiik az udvaron 1évék mit
csinaltak.) Mekkora eséllyel szabadulhatnak ki a matematikusok? (KéMalL
B.5018)

2. Véletlen valtozok

2.1. Diszkrét véletlen valtozok

2.1.1. Egy fiokban harom par kesztyt van Osszekeveredve: az egyik par
fekete, a masik sziirke, a harmadik piros. (A harom par kesztyd csak a
szinében kiilonbo6z8.) A fiokbol egyesével elkezdjiik kihtizni a kesztytiket ugy,
hogy huzas el6tt nem nézziik meg a kesztyt szinét, és a kihtzott kesztytiket
nem tessziik vissza a fiockba. Addig folytatjuk a huzést, amig lesz két azonos
szinl kesztytnk. Hatarozza meg annak a hat eseménynek a valoszintiségét,
hogy ehhez 1, 2, 3, 4, 5, illetve 6 kesztyl kihtizasara lesz sziikség, majd
szamitsa ki a htzasok szamanak varhato értékét és szorésat!

Megoldas. Ez egyszertd, par éve érettségi feladat volt. Jelolje £ azt, hogy
hényszor kellett htuzni, hogy legyen egy par. Vilagos, hogy & lehetséges értékei
2,3,4. Tehat

P(¢=1) = P(¢ = 5) = P(¢ = 6) = 0.

Elsére huzunk valamit. Ha £ = 2, akkor a méasodik kihtizott kesztyd éppen
az elsd parja. Mivel 5 kesztyd maradt, ennek a valoszintisége

Ha ¢ = 3, akkor mésodikra nem huztuk ki az els6 parjat, ennek a valoszintisé-
ge 4/5, harmadikra viszont part huztunk. A harmadik huzas el6tt 4 keszty
van, ebbdl 2 jo, tehat a par valoszintisége 1/2. Osszegezve

4 2
PE=3=51"%
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Itt valojaban egy feltételes valoszintiséges gondolatmenetet kovettiink. Ugy is
gondolkodhatunk, hogy az els6 huzas utan van 5 kesztyt, és kétszer hizunk.
Mivel fontos a sorrend az Gsszes esetek szama 5-4 = 20. A kedvez§ eseteknél
a masodik hizés nem par, erre van 4 lehetéségiink, mig a harmadik huzéasra
part hizunk, de mar két kesztytit haztunk ki, tigyhogy a jo esetek szama
2. Osszegezve a kedvezs esetek szama 4 -2 = 8. Persze azt kaptuk mint
korabban, mert % = %
Végiil
P(e=9)=1-P(=2) -P(E=3) =1

Persze ezt is kiszamolhatjuk a korabbiak szerint.
Tehat a valoszintiségeloszlas:

1 2 2
PEE=2)=—-, PE=3)=—-, PE=4) =
(€=2)=7 PE=3==, PE=14)-:
A varhato érték . 5 5 16
E¢)=2--4+3--+4+4--=—.
(& D * 5 + 5 5
A mésodik momentum
1 2 2 H
B =922. 2 432. 24 42.2 ==
(&) st sty T
ahonnan a szorasnégyzet
54 256 14
D26 =E() — (B))? = — - —— = —
©=BE) - (BOF =5 - 5= = 5
és a szoras D(€) = v/14/5. O

2.1.2. Egy szabalyos érmét feldobunk egymaéas utan haromszor. Jeldlje & a
dobott fejek és a dobott irdsok szdméanak a kiilonbségét. Hatérozzuk meg
¢ eloszlasat és eloszlasfiiggvényét (készitsiink abrat is)! Mi a valoszintsége,
hogy ¢ a [—v/2,v/?2] intervallumba esik? Adjuk meg ¢ varhato értékét és
szorasat!

Megoldas. Vilagos, hogy & lehetséges értékei 3 (ha 3 fejet kapunk), 1 (2 fej,
1 iras), —1 (1 fej, 2 iras), és —3 (3 irds). A megfelel§ valoszintségek



Ez £ eloszlasa. Az eloszlasfiiggvény formulaval

~

0, z<-3,
%, —J<x < -1,
Flx)=P(<z)=(3, —-1<z<1,
%, 1l<ax <3,
L1, 3 <,
melynek grafikonja
Y
1+ o—o
7
5T o
0 ;
o % 1
-3 -1 0 1 3

Ha & € [—v/2,1/2], akkor € = %1, tehat
P(¢ € [~v2,v3)) = g =3

Végiil, a varhato érték a definicié alapjan

Azaz, E(§) = 0, hat persze, hiszen szimmetrikus az eloszlas. A szorasnégyzet

26) — B(ED) = S a?P(e — ) — (—3)2. L4 12 32 g L
D(&)—E(&)—izlximé—xz)—( 3 g+ (=) g1 o8 =3,
tehat a szoras D(£) = /3. O

2.1.3. Otoslotton egy szelvénnyel jatszva hatarozzuk meg a taldlataink sza-
manak eloszlasat!
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Megoldas. Ezt mar lattuk, csak akkor azt kérdeztiik, hogy mennyi a valo-
szintisége, hogy telitalalatunk lesz, vagy pontosan héarom taladlatunk lesz.

Jelolje € a taldlataink szamét. Vildgos, hogy ennek lehetséges értékei
0,1,...,5. Ha pontosan k taldlatunk van, akkor azt az 5 kihtizott szam
koziil (2) -féleképp vélaszthatom ki, a maradék 5 — k szdmot a nemkihtizottak
koziil (Ség_‘r’k)—féleképp valaszthatom ki. Az Osszes eset (950). A valoszintiségi
mezG klasszikus, tehat

)5
G

Ez a talalatok szamanak az eloszlasa. O

P(t=k) = =0,1,...,5.

2.1.4. Egy urndban 101 goly6 van, koziiliik pontosan harom piros. A golyo-
kat visszatevés nélkiil egyesével kihuzzuk. Jeldlje & a masodik piros sorsza-
mat. Adjuk meg ¢ eloszlasat!

Megoldas. A masodik piros sorszama lehet 2,3, ..., 100, hiszen csak az els6
és az utolsoé helyen nem lehet. Ha a méasodik piros a k-adik, akkor az elsére
van k — 1 lehetéségilink, a harmadikra pedig 101 — & lehetGségiink, hiszen csak
annyi a megkotés, hogy az els6 a mésodik el6tt van, a harmadik meg utana.
Tehat a kedvezd esetek szama (k— 1) - (101 — k), mig az Osszes esetek szama

(121), hiszen ennyiféleképpen tudjuk a 3 pirosat elhelyezni. Tehét

k—1)-(101 — k)

()

P(g:k):( k=2,3,...,100.

[]

2.1.5. Bence addig rugdos egy labdat egy 10 m hossz és 5 m magas haznak,
amig el nem talal egy ablakot. A hazon két 2 m x 1,5 m-es ablak van. Jeldlje
¢ az els ablakot talalo ragés sorszamat. Adjuk meg & eloszlasat!

2.1.6. Egy csomag francia kartyat megkevertiink, majd egyesével kihtzzuk
a lapokat. Adjuk meg a méasodik asz helyének eloszlasat!

2.1.7. Egy hallgato 26 tétel koziil 16-ot jelesre tud, 8-at jora, 2-t viszont csak
kozepesre. A vizsgatételek kivalasztasakor 26 tétel koziil hiz 1-et. Adjuk meg
a kapott jegy értékének eloszlasat, varhatd értékét és szorasat!

2.1.8. Egy embernek n egyforma kinézett kulcsa van, melyek koziil pontosan
egy nyitja az ajtot. Emberiink véletleniil valasztva sorra probalja a kulcsokat
addig, amig a jo kulcs el nem keriil. Valamely & € {1,2,...,n} esetén
mennyi a valészintisége, hogy a k-adik probalkozasa sikeres, ha
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(a) a kiprobalt rossz kulcsokat mindig félreteszi?

(b) a kiprobalt rossz kulcsokat sose teszi félre?
Varhatoan hanyadik probalkozésa sikeres?

2.1.9. A Chelsea—Manchester City Bajnokok Ligaja donté jatékvezet§je Ma-
teu Lahoz lesz. Lahoz a fontos mérkézéseken 0,5 valdszintiséggel nem oszt
ki piroslapot, pontosan 1 és pontosan 2 piroslapot egyarant 0,2 valoszint-
séggel ad, mig 0,1 valoszintséggel 3 pirosat oszt ki. 3-nél tobb pirosat nem
ad. Adjuk meg és abrazoljuk a szombaton kiosztandoé piroslapok szaméanak
eloszlasfiiggvényét! Szamoljuk ki a varhato értékét és szorasat!

2.1.10. Maté nagymamaja meggylevest készit a vasarnapi ebédhez. Ossze-
sen b szem szegfiiszeget tesz a levesbe. A levest 4 egyforma adagra osztjék.
Adjuk meg Maté levesében talalhatd szegftiszegek szamanak eloszlasat, var-
hato értékét, és szorasat!

2.1.11. Mind a 4 par kiilonbo6z6 cipémet az elGszobaban levs beépitett szek-
rényben tartom. Az elGszobaban kiégett a villany, igy sotétben keresgélve
véletlenszertien kiveszek 4 cip6t. Jelolje & a kivett 6sszeill6 parok szamat!
Adjuk meg ¢ eloszlasat, varhato értékét és szorasat!

2.1.12. Széaz alma koziil tiz férges. Véletleniil kivalasztunk 6t6t! Adjuk meg
a férges almak szaméanak eloszlasat!

2.1.13. Két jatékos 3 gybzelemig tartd ké-papir-olld parbajt jatszik. Tegyiik
fel, hogy mindketten minden menetben véletlenszertien (egymastol és a ko-
rabbi mutatasoktol fiiggetleniil), 1/3 — 1/3 — 1/3 eséllyel valasztjak ki, hogy
mit mutatnak. Adjuk meg a menetek szamanak varhato értékét!  (KoMalL
B.5164.)

2.1.14. Maté esténként sokszor belefeledkezik a jatékba, emiatt tobbszori
felszolitas utan sem jon vacsorazni. Edesapja egyre nyomatékosabban szol,
igy annak a valoszintisége, hogy a k-adik felszolitasra Méaté abbahagyja a
jatékot, az 1 — 1/(k+ 1), k = 1,2,.... Adjuk meg a sziikséges felszolitasok
szaménak eloszlasat és varhato értékét!

2.1.15 (*). Hatarozzuk meg az 6toslotton kihuzott legnagyobb szam elosz-
lasat, varhato értékét és szorasat!

2.1.16 (x). Egy urnaban van 20 piros és 30 fehér goly6. Huzzunk ki 20 golyot
visszatevés nélkiil. Szamoljuk ki a kihtzott piros golyok szaménak varhato
értékét és szordsnégyzetét!
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Megoldas. Jelolje ¢ a kihtizott piros golyok szamat. Vilagos, hogy & diszk-
rét véletlen valtozd, melynek lehetséges értékei 0,1,2,...,20. Szamoljuk ki
a P(¢ = k) valoszintségeket. Klasszikus valoszintiségi mezén vagyunk, az
Osszes eset szama annyi, ahanyféleképpen ki tudunk valasztani 50 golydbol
20-at. Azaz (gg) Az {£ = k} esemény azt jelenti, hogy pontosan k db piros
goly6t hiaztunk, azaz a 20 pirosbol k-t, a 30 fehérbdl 20 — k-t. Ezt (QkO) . (QSEk)
féleképpen tehetjiik meg. Tehat

20 30
(k) ' (20—k)
(o)
20
Ez az ¢ véletlen valtozo eloszlasa. O a negativ binomialis eloszlas.
Innen a varhato értéket meghatarozhatjuk a definicié alapjan. Eszerint

E() =) kP =Fk) = Zk%

k=0 20

P& =k) = k=0,1,...,20.

Ezt kellene zart alakra hozni. Vegyiik észre, hogy

() -m(,) "

Valoban, egy 20 f6s tarsasagbol kell kivalasztani egy k f6s bizottsigot, és
annak a vezetGjét. Ezt szamoljuk meg a bal és jobb oldalon is. A bal oldalon
elgszor kivalasztjuk a k f6s csapatot, és utédna annak a vezetSjét, mig a
jobb oldalon elGszor a vezet6t valasztjuk ki, és utdna a maradék 19 f6bdl
valasztunk még k — 1-et. Ezt a formuléat felhasznélva

ik@o) ' (2032 k:) - 220 <k:1—9 1) ' (2032 k)

Az Gsszegben megjelend (k1_91> : (2§Ek) kifejezés pontosan olyan, mint amit

korabban kaptunk, csak most Osszesen 49 goly6 koziil, melybdél 19 piros és
30 fehér, valasztunk ki 19-et. Tehat a fenti Osszeg az Osszes kivéalasztéast adja
meg, azaz

f’:19_30 _i19_30_49

k—1) \20—k) 14 19-¢) \19)
k=1 =0

Ezt visszahelyettesitve a varhato értékre kapott formulaba

49
B(e) = 20b00) _ 20% 3.

()
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Itt felhasznaltuk azt is, hogy 50(118) =20 (38), ami éppen (k) csak mas sza-
mokkal.

A szoéras meghatarozasihoz elGszor a mésodik momentum kell. Ez

E(£2) _ i k2P Z k2 )( (;gok) ‘

Ez még az elsbbinél is bonyolultabb formula. Hasznéljuk, hogy k? = k(k —
1) + k, igy a fenti 6sszegben megjelenik a mar meghatarozott varhato érték.
A (%) formuldhoz hasonloan

k(k — 1)<2k0) — 92019 (k1_82>

A bal- és jobboldalon is azt szamoljuk 6ssze, hogy hanyféleképp lehet egy 20
f6s tarsasaghol kivalasztani egy k {6s bizottsagot, annak a vezet§jét, és egy
helyettest. Ezt a formulat felhasznéalva

ik(k ~1) <2k0> (20 - ) 220 - ( . 2) <203E k>

k=2

=20- 192 (18> (18 —z) —20- 19(‘112).

Itt hasznaltuk, hogy k(k — 1) = 0 ha k£ = 0 vagy k = 1, ezért elegendd 2-
t6l Osszegezni, valamint a varhato érték kiszamitéasanal is hasznalt formulat.
Most 18 piros és 30 fehér goly6 koziil vesziink visszatevés nélkiil 18-at. Ezt
visszahelyettesitve a mésodik momentum formulajaba

L) (2
Zk NG

( ) 2030k '(2030k)
‘Z"" e *Zk o)

(1) 20 19
=20 - 19587 ®) +E(¢) =20 19— +8.

Az utolsd egyenl@ségnél felhasznaltuk, hogy 20 - 19(38) = 50 - 49 (1‘2), amit
maér lattunk. Tehét a szorasnégyzet
(20 - 19)? 144

+8—64 =

D*(§) = E(&%) — (E(9))* = “F0 40 19
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és igy D(§) = £, O

2. Megoldas. Megadunk egy masik megoldéast, aminek az oOtletét késGbb
is hasznalni fogjuk. Jeldlje megint £ a kihtzott piros golyok szamat. Ekkor
persze & diszkrét véletlen valtozo, de most nem hatarozzuk meg az eloszlasat.
Ehelyett £-et felirjuk egyszertibb valtozok Osszegeként. A modszer: irjuk fel
indikdtorok dsszegeként!

Legyen i = 1,2, ...,20 esetén

I {1, ha az i-ediknek hizott goly6 piros,

0, kiilonben.

Ekkor ¢ = 327 I;. Egy indikatorvaltozé mindig ket értéket vehet fel, 0-t és
1-et. Ezért varhato értéke a definicié szerint

E(I)=0-P(I; =0)+1-P([, = 1) = P(I, = 1).

Tehét azt kell meghataroznunk, hogy mennyi a valoszintisége, hogy az i-edik
golyé piros. Ez egyszert, hiszen az i-edik helyre 50 goly6 koziil valaszthatunk,
abbol 20 piros, tehat tetszéleges i esetén

20 2

P(I; = 1) = P(i-edik goly6 piros) = i

Tehét 2 2
2
EE)=E (ZI) => E(I;) =20- ==8
=1 =1

Igy talan egyszertibb volt a szamolas, mint az el6bb. Annyit hasznaltunk,
hogy dsszeg vdrhato értéke az a varhato értékek osszege. Ez mindig teljestil,
tetszbleges véletlen valtozok esetén.

A szorasnégyzet meghatarozasa is hasonloan torténik, de itt méar tébbet
kell szdmolni. A kovariancia tulajdonsagai szerint

20 20
D*(€) = Cov(é.€) = Cov (z L ZL-)
=1 =1
20 20

=33 Cov(1,. 1)) = ;DQ(A) +2 Y Cov(I;, I;).

i=1 j=1 1<i<5<20

Vegyiik észre, hogy I; eloszldsa nem filigg i-t6l, azaz annak a valoszintsége,
hogy elsére pirosat hiizunk, pontosan ugyanaz, mint annak a valoszintisége,
hogy 7.-re. Ezt talan dgy latjuk legkonnyebben, ha a hetedik huzésra nem
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gy gondolunk, ami el6tt mér volt hat mésik, hanem mint a hisz huzas
kozil az egyikre. Azaz ekkor semmi més nem érdekel minket, csak a hetedik
hizas. Ugyanigy latjuk, hogy (11, I>) egyiittes eloszlasa ugyanaz, mint (I;, I;)
egylittes eloszlasa tetszGleges i # j esetén. Azaz, annak a valdszintisége,
hogy az elsé két huzas piros, pontosan ugyanaz, mint annak a valoszintisége,
hogy a hetedik és tizenharmadik piros. Ezek szerint D?*(I;) = D?(I) és
Cov(l;,1;) = Cov(ly, ;). Tehat, folytatva a szorasnégyzet kiszamolasat

D?(¢) = 20D*(I;) + 20 - 19Cov (I, I,).

A definicié szerint

D(1) = B - (B0 =3 - (3) =3

COV(Il, IQ) = E(Iljg) — E(]1> . E(]g)

2\% 2019 2\ 2
-ri-1n=0-(3) =55 (3)

hiszen annak a valoszintisége, hogy az els§ és masodik goly6 is piros

20-19

50 - 49

Osszegezve,

2 3 20-19  [2)? 144
D?(£)=20=-=+420-19- | —— — [ = =
(€) 557 (50-49 (5)) 49’

és igy D(§) = 2.

2.1.17. Egy urnaban van 20 piros és 30 fehér goly6. Huzzunk ki 20 golyot
visszatevéssel. Szamoljuk ki a kihtzott piros golyok szamanak varhato értékét
és szorasnégyzetét!

Megoldas. Ezt a feladatot is megoldhatjuk mindkét fenti modszerrel. Mi-
vel visszatevéssel hizunk, ezért minden hiizés el6tt pontosan ugyanaz van az
urnaban, azaz igazabol egy kisérletet ismétlek 20-szor, ahol a siker valoszi-
niisége 2/5, hiszen a piros golyokat figyelem, annak a kihtuzasa lesz most a
siker. Tehét, ha 7 jeloli a kihtzott pirosak szamat, akkor 7 lehetséges értékei

0,1,...,20, és

20 9 k 3 20—k

P(n=k) = 2) (2 :
w=0=(3) () ()
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Vagyis 1 binomialis eloszlastu 20 és 2/5 paraméterekkel. Binomidlis eloszlas
varhato értékét, szorasat mar szamoltuk,
24

2 2 3
E(n) =202 = D%n)=20.-2.2 = 2=
(n) = 20 : =8 (n) = 20 S E=

Felbonthatom n-t is indikatorok 6sszegére. Ha J; = 1, ha az i-edik golyo
piros, 0 kiilonben, akkor
’I]:J1—|—...—|—J20.

Eszerint a varhato érték és a szorasnégyzet is konnyen kiszamolhato. Most
a valtozok fiiggetlenek, ezért az Osszeg szorasnégyzete megegyezik a szoras-
négyzetek osszegével.

Az el6z6 feladattal 6sszevetve nagyon fontos kiilonbség, hogy itt Jy, ..., Joo
fiiggetlen véletlen valtozok, hiszen az els6 5 hiizas semmilyen médon nem be-
folyasolja a hatodikat. Ezzel ellentétben, ha visszatevés nélkiil huzunk, akkor
I, ..., Iy nem fliggetlenek (persze a kovarianciajuk sem 0), mert ha az els6
5 huzés piros, akkor a hatodik hizas el6tt az urndban mar csak 15 piros van
és 30 fehér.

Vegyiik észre, hogy a varhato érték mindkét modell esetén ugyanaz, mig
D?(¢) < D?(n), azaz visszatevés nélkiil a szorasnégyzet joval kisebb. Gon-
doljuk végig, mért természetes ez! [

2.1.18. Egy urnaban egy piros és egy fehér goly6 van. Visszatevéssel hiizunk
az urnabol, minden hizés utan még egy piros golydt tesziink az urnaba.
Jelolje ¢ annak a kisérletnek a sorszamat, amikor elGszor hiaztunk fehéret.
Adjuk meg ¢ eloszlasat, varhato értékét!

2.1.19. Jelolje S,, n elem véletlen permutacidja soran a fixpontok szamat.
Hatéarozzuk meg S,, varhato értékét és szorasat!

2.1.20. Egy halastoban N hal van. Kihaldszunk M halat, megjel6ljiik 6ket,
és visszaeresztjiikk a toba. Bizonyos id6 elteltével, miutan jol elkeveredtek,
kihaldszunk n-et. Ezek kozott legyen a megjeloltek szama £. A teljes haléllo-
many N meghatarozasara az Mn/(& + 1) becslést hasznaljuk. Szamitsuk ki
ennek a varhato értékét és szorasat! Miért nem a logikusabb Mn /¢ becslést
hasznaljuk?

2.1.21 (x). Foldobunk n-szer egy szabélyos pénzérmét. Hatarozzuk meg az
F-I, I-F valtasok szaméanak eloszlasat!

2.1.22 (x). Egy varosban 200 taxi kozlekedik. Telefonon taxit rendeliink,
és ha van szabad taxi, akkor a kozpont a legkdzelebbit hozzénk kiildi. Fel-
tessziik, hogy a taxik egymastol fiiggetleniil, egyenletes eloszlés szerint he-
lyezkednek el a varosban, és mindegyik egymaéstol fiiggetleniil 2/3 valoszi-
niiséggel foglalt. Tovabbé egy taxi helyzete a varoson beliil fiiggetlen attol,
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hogy foglalt-e vagy sem. Mennyi annak a valészintisége, hogy a legkozelebbi
szabad taxi 1 km-es korzetiinkben legyen (mely nem nytlik ki a varosbol),
feltéve, hogy van szabad taxi? A varos teriilete 28, 26 km?. ([1])

2.2. Nevezetes diszkrét eloszlasok

2.2.1. A sztochasztika alapjai kurzus 400 hallgat6janak mindegyike bemegy
az els6 el6adasra. Ezt kovetGen minden hallgaté minden tovabbi elGadés elGtt
feldob egy szabalyos pénzérmét. Ha fejet kap, akkor bemegy a kovetkezs
el6adésra, ha irast akkor nem, és utana mar egyetlen elGadasra sem megy be.
Véletlen Vince a 400 hallgato egyike. Mennyi a valoszintisége, hogy Vince az
Osszes eladasra bemegy? Varhatoéan hany el6adason vesz részt? Mennyi a
valoszinisége, hogy a 12. (utolsd) eldadason lesz hallgat6? Varhatoan héany
hallgatd lesz a 2., 3., utols6 el6adason? Mennyi a valdszintisége, hogy az
utols6 el6adason pontosan 2 hallgaté van?

Megoldas. Vince egy szabalyos érmét dobél legfeljebb 12-szer. Jelolje &
annak a dobasnak a sorszamat, amikor elGszor irast dob, ha csupa fejet,
akkor legyen ¢ = 12. Ekkor Vince pontosan ¢ db eladéason vesz részt. (Ha
pl. £ = 1, akkor elsére fejet dob, igy a masodik el6adasra mar nem megy be.)
Ha k < 11, akkor a £ = k esemény pontosan azt jelenti, hogy az elsé k — 1
dobas fej, a k-adik iras, igy

Pé=k)=—, k=12,...,11

A & = 12 akkor lehet az, hogy mind a 12 dobas fej vagy az is lehet, hogy az
els6 11 fej, és a 12. fréas. Ez azt jelenti, hogy az els6 11 fej, igy

1 1 1

~or ToE T g

P(¢ = 12)

Az, hogy Vince az sszes el6adasra bemegy pontosan azt jelenti, hogy & =
12. Ez éppen azt jelenti, hog az els6 11 dobas mindegyike fej, ennek a
valoszintisége (1/2), tehat

k 12 1
E(5)2227+ﬁ:2—ﬁ%2.
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Mind a 400 hallgat6é tgy jar el mint Vince. Legyenek &1,&s, ..., 00 az
egyes hallgatokhoz tartozo elGadasszamok, azaz fiiggetlen, azonos eloszlasu
véletlen valtozok, melyek kozos eloszlasa az, mint € eloszlasa. Pontosan akkor
van hallgaté az utolsé el6adason, ha van olyan 1 < k£ < 400, melyre &, = 12,
vagyis, ha maxj<p<400&x = 12. Ennek valoszintisége, a fiiggetlenséget és a
korabbiakat felhasznélva

PLI 2 12 = 1= PLYeg, & < 12)

1-P(& <126 < 12,..., 400 < 12)
1— (P(& < 12))""

1 400
=1- (1—ﬁ> = 0,18.

Tehat 0,18 annak a valoszintisége, hogy az utolsé el6adason lesz hallgato.
Jelolje ny a 2. el6adéson levs hallgatok szamat, n; a 3. el6adason levd

hallgatok szamat, .... A 2. el6adéson azok vesznek részt, akik elsére fejet

dobtak, tehéat n, binomialis eloszlast n = 400 és p, = 1/2 paraméterekkel.

Igy

1

Hasonloan, a 3. eladason résztvevsk szama binomialis n = 400 és ps = 1/4
paraméterekkel, hiszen itt azok vannak, akik kétszer fejet dobtak. Igy

1

Mig az utols6 el6adason résztvevék szdma binomidlis n = 400, pp = 1/21
paraméterrel, igy

1
Tehat az utols6 el6adason varhatéan 0,2 hallgatd lesz. Innen persze mas-
képpen is meghatérohaté az a valosziniség, hogy az utols6 elGadason lesz
hallgat6. Ez éppen azt jelenti, hogy 12 > 0, azaz

1 400
P(T]12 > O) =1- P(?hQ = O) =1- (1 — ﬁ) = 0,18,

ami ugyanaz, mint amit korabban kaptunk.

Az, hogy az utolso el6adason pontosan két hallgatd van, azt jelenti, hogy
M2 = 2. Mivel n = 400 nagy és p1» = 27! kicsi, ezért a binomialist koze-
lithetjiik Poisson-eloszlassal, aminek a paraméter A = 400 - 271 ~ 0,195. A
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pontos valdszintiség

400
Plm: =2) = ( 2 )Piu — p12)* = 0,01566,

mig a kozelits valoszintiség Poisson-kozelitéssel

2
%?e_A::(L01569.

]

2.2.2. Husvétra dobta piacra a Kinder Meglepetés 1j, matematikusfigurakat
tartalmazo Kinder tojasait. Atlagosan minden 4-edik tojés rejt matematikus-
figurat. Aladar 10 Kinder tojast kapott. Adjuk meg annak a valosziniiségét,
hogy Aladar matematikusfiguranak oriilhet! Adjuk meg Aladar matemati-
kusfigurai szaméanak eloszlasat, varhato értékét!

2.2.3. Harom, kiilsére egyforma érmével a fejdobas valoszintisége 1/4,1/2,
és 3/4. Véletlenszertien valasztunk egy érmét, és azzal az els6 fejig dobunk.
Legyen £ a dobasok szama. Adjuk meg £ eloszlasat és varhato értékét!

2.2.4. Egy konyvben az egyes oldalakon a sajtohubédk szama egymastol fiig-
getlen, Poisson(2) eloszlast kovet. Hatarozzuk meg annak a valoszintiségét,
hogy a 30. és 31. oldalon sincs hiba! Adjuk meg az ezeken az oldalakon
talalhato sajtohubak varhato értékét és szorasat!

P

esetben megnézzik a képletgytjteményben). Eszerint  Poisson-eloszlasi
A = 2 paraméterrel, ha

M2k

P(fzk‘):Ee :HG s

E=0,1,2,....

Jelolje € a 30. oldalon, n a 31. oldalon levd hibak szamat. A feladat szerint
ezek fiiggetlen, Poisson-eloszlastiak 2 paraméterrel. Az, hogy egyik oldalon
sincsen hiba, azt jelenti, hogy ¢ = 0 és n = 0. Ennek a valdsziniisége, a
fiiggetlenség miatt

Tudjuk, hogy A-paramétert Poisson varhato értéke és szordsnégyzete is A,
ezért

E(¢+n) = E(¢) +E(n) =4,
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és mivel fiiggetlen valtozok Osszegének szorasnégyzete egyenld a szérasnégy-
zetek Osszegével, ezért

D*(¢ +n) = D*(€) + D*(n) = 4,

azaz D(§ +1n) = 2. O

2.2.5. Egy augusztusi éjszakan megfigyelhetd csillaghullasok szama Poisson—
eloszlast kdvet. Annak a valdszintisége, hogy egy éjszaka egyetlen hullocsilla-
got sem latunk 0,1. Varhatéan hany hullocsillag figyelhetd meg egy éjszaka?

Megoldas. Itt is Poisson-eloszlas van. Most ki kell talalnunk az adatokbol
a paramétert, mert nincs expliciten megadva, mint az el6bb. Legyen ¢ a
megfigyelt hullocsillagok szdma egy este. Ekkkor £ ~Poisson(\). Az, hogy
nem latunk hullocsillagot azt jelenti, hogy & = 0. Azaz, azt tudjuk, hogy

Na de a formula szerint ez éppen A\°/0!-e=* = ¢=*. Tehat e=* = 0, 1 ahonnan
A = —log0,1 = log10 (itt a log = In a természetes alapt logaritmus).
A Poisson paramétere tetszdéleges pozitiv szam lehet, nem kell, hogy egész
legyen! Poisson varhato értéke a paramétere, azaz

E(§) = A = log 10.

]

2.2.6. Egy biztositotarsasag felmérte, hogy egy év soran egy csaladi haz
0,0002 valoszintiséggel gyullad ki. Mennyi a valoszintisége, hogy 2008-ban
egy faluban, ahol 15000 haz van, négynél kevesebb tiiz it ki? (Kozelitsiink
Poisson—eloszlassall)

Megoldas. Itt is Poisson-eloszlassal kell szamolni. A pontos eloszlas binomi-
alis n = 15000 és p = 0,0002 paraméterekkel, de a binomialis jol kozelithetd
Poisson-eloszlassal ha p kicsi és n nagy.

El6szor meg kell hataroznunk a A paramétert. Mivel a tiiz valoszintisége
egy haznal 0,0002, és a faluban 15000 héz van, ezért az Osszes tiiz varhato
értéke

15000 - 0,0002 = 3.
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Tehat egy olyan Poisson-eloszlas kell nekiink, aminek a varhato értéke 3.
A varhato érték éppen a paraméter, tehat A\ = 3. Ezek szerint annak a
valoszintisége, hogy négynél kevesebb tiiz iit ki az

P <4)=PE=0+PE=1)+P(E=2)+P(=3)

3F . 9 27

]

2.2.7. Egy szovet 100 méterében atlagosan 5 hiba van. Harom méteres da-
rabokra vagnak 300 m hosszii szovetet. Varhatoéan hany hibatlan darab lesz?

2.2.8. Mikulas minden csomagba egymastol fiiggetleniil véletlen szamu sza-
loncukrot tesz azonos A > 0 paramétert Poisson-eloszlas szerint. Atlagosan
10 csomag kozott egy van, amelyikben nincsen szaloncukor. Varhatéan hany
szaloncukor lesz Maté csomagjaban? Méaté unokatestvéreivel, Bencével és Lu-
caval egyiitt kapja meg a csomagjat a Mikulédstol. Mennyi a valoszintisége,
hogy mindharmuk csomagjaban lesz szaloncukor?

2.2.9. A Bajnokok Ligaja dont&iben az 0sszes golok szama Poisson-eloszlast
kovet. A dontsk 20%-an nem esik gol. Varhatoan hany golt lathatunk egy
dontén?

2.2.10. Minden este megiszom egy limonadét, a poharat pedig mosatlanul
kinn hagyom az asztalon. A pohar aljan mindig marad egy kis cukor, ezért
reggelente néhany hangyét taldlok benne. A poharban levé hangyak sza-
mai az egyes napokon egyméstol fiiggetlenek, 3 paramétert Poisson eloszlast
kovetnek. Hatarozzuk meg annak a valoszintiségét, hogy 5 egymaést kove-
t6 napon mindig taldlok hangyat a poharamban! Mekkora a valoszintisége,
hogy az 5 nap alatt valamikor talalok hangyat? Mennyi az 5 nap alatt talalt
hangyak szdmanak varhato értéke és szorasa?

2.2.11 (x). Valamely novényfajta magjaibol all6 mintaban a hibas magok
szama A paraméterd Poisson—eloszlasu véletlen valtoz6. Minden mintat 3
technikus vizsgal meg egymas utan, hogy eltavolitsik a hibas magokat. Az
1-edik technikus p; < 1 valoszintiséggel veszi észre a hibas magokat; dontései
az egyes magokra nézve fiiggetlenek, és az egyes technikusok is egyméstol
fiiggetleniil dontenek. Hatarozzuk meg az el nem tavolitott hibas magok
eloszlasat! ([1])
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Megoldas. Azt nézziik, hogy egy technikus utdn mi a helyzet. Legyen
p = p1. Jelolje € az eredeti mintdban a hibas magok szaméat, és n a technikus
ellenérzése utan megmaradt hibas magok szaméat. Tudjuk, hogy & Poisson-
eloszlast A paraméterrel, azaz lehetséges értékei 0, 1, . ... Viladgos, hogy n-nak
is ezek a lehetséges értékei.

Igy nehéz a feladat. Az eredeti hibas magok szama is véletlen. Mi lenne,
ha tudnénk a hibas magok szamat. Tegyiik fel, hogy az eredeti hibas magok
szama k, azaz & = k. Jon az els6 technikus, minden egyes hibas magot p
valoszintiséggel vesz észre, azaz 1 — p valdszintiséggel nem veszi észre. FEz
minden hibas magra egymastol fliggetlen, ezért a bennemaradt hibas magok
szama binomialis eloszlasi k és 1 — p paraméterekkel. Tehat, az & = k feltétel
mellett (ez egy kutya kozonséges feltételes valosziniiség)

Pin=1¢=k) = @)(1 —p)p"t =0,1,... k.

Akkor alkalmazzuk a teljes valoszintség tételét az {{ = 0}, {£ = 1}, ...,
teljes eseményrendszerrel. Eszerint

o0

P(n=10)=> P(n=1¢=rPE=k).

k=0

Irjuk be a Poisson-eloszlas formulajat, és a fent kapott formulat. Kicsit
szamolunk (persze ha n = ¢ akkor ¢ is legalabb ¢, azaz P(n = (|{ = k) = 0,
ha k < /)

l — 1
— (1 — Y\ k—t
(1-p)Xe g!;%_@!w)

= M1 ) e
A1 - p)]ée_u_p)x‘
0!

Az utolso el6tti egyenldségnél hasznéltuk, hogy az exponenciélis fiiggvény
Taylor-sora jelent meg (e” = Yo, 2*/k!). Latjuk, hogy ez éppen egy (1—p)A
paraméterid Poisson-eloszlas.
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Tehét az els6 technikus utan maradt hibas magok szama is Poisson. Azaz
a masodik technikus is Poisson darab hibas magot kap, csak a paraméter
(1 — p1)A. A fentiek szerint a masodik technikus utan maradt hibas magok
szama is Poisson, a paraméter pedig (1 —p;)(1—p2)A, végiil a harmadik utan
maradt hibas magok szama is Poisson-eloszlasi, (1 — p1)(1 — p2)(1 — p3)A
paraméterrel. O

2.2.12 (). Mutassuk meg, hogy két fiiggetlen Poisson—eloszlasu véletlen
valtozo Osszege is Poisson—eloszlasi!

Megoldas. Itt el6szor is a Poisson-eloszlés definicidjat kell tudni. Az &
Poisson-eloszlasa A > 0 paraméterrel, ha nemnegativ egész érték, és
_ AF -

P(fzk‘)—ye )

k=0,1,....

Legyenek tehat &, n fiiggetlen Poisson-eloszlast véletlen valtozok A > 0
és 1 > 0 paraméterekkel. Ekkor a Z = £ + n valtozo lehetséges értékei is
0,1,..., és ha Z = n akkor £ = k és n = n — k valamilyen k-ra, ahol persze
k=0,1,...,n. Vagyis

P(Z=n)=P+n=n)=) P=kn=n—k).

Eddig nem hasznaltunk igazabol semmit. Mivel &, 7 fiiggetlenek, ezért az
utobbi Osszeg tagjait szorzatta alakithatjuk, azaz

=> P{=k)-Plp=n—k).

Most hasznaljuk, hogy & és n is Poisson, és egy kicsit szamolunk. Ezért
n )\k Y Iunfk -
k! (n—k)!

1 <~ /n
— o= +p) = )\k n—Fk
S )V

— Me—(xw)
n! ’

Itt a binomiélis tételt hasznaltuk, és a binomialis egyiitthato alakjat, semmi
extra. Tehat azt kaptuk, hogy tetsz6leges n = 0,1, ... esetén

)\ n
P(Z =n)= %e—(/\ﬂt)7
n!
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na de ez éppen a (A + pu) paraméteri Poisson-eloszlas definicidja. Kész va-
gyunk. O]

2.3. Folytonos véletlen valtozok

2.3.1. Egy permetez6 szakaszold szelep napokban mért élettartaménak st-
riiségfiiggvénye
3000
==, hax > 10,
-2

0, kiilonben.

Mennyi a valészintisége, hogy a permetezsd szakaszold szelep 20 napot tulél?
Hatarozzuk meg a szelep élettartamanak eloszlasfiiggvényét, varhato értékét
és szorasat!

Megoldas. Jelolje € egy permetezd szakaszolo szelep napokban mért élettar-
tamét. Vilagos, hogy ez egy véletlen mennyiség, véletlen valtozo. A feladat
szerint ez egy folytonos véletlen valtozd f strtségfliiggvénnyel, ami definicid
szerint azt jelenti, hogy

P@<x%:[%fwﬁy

Az, hogy a permetezs szakaszold szelep 20 napot tulél pontosan azt jelenti,
hogy ¢ > 20. Ennek a valoszintisége

P20 =1-Plc<20)=1- [ fly)dy

20
- / 30002~ *dz =1 — 3000 [—3~"2~*]7 )0
1

=10
0

=1+ 1000 1 Ly 1
N 8000 1000/ 8

Itt annyit hasznaltunk, hogy a stirtiségfiiggvény értéke 0, ha x < 10, és ezért
elég a [10, 20| intervallumon integralni, valamint hatvanyfiiggvény integraljat
szamoltuk ki. Hat persze, ha a # —1 akkor

a+1
/ﬁM:x )
a+1

Tehat P(£ > 20) = 4.
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Az eloszlasfiiggvény meghatéarozasahoz a definiciot hasznaljuk: F(z) =
P <) = [*_ f(y)dy. Ha z < 10, akkor a konstans 0 fiiggvényt integral-
juk, ha z > 10 akkor pedig a fenti szdmoléshoz hasonl6an

' : -8 1000
F(x) = / fly)dy = / 3000 y~*dy = 3000 [_%] 1
—00 10

3 -
y=10 x

Tehat

v 0 ha z < 10
F(z) = dy=1<" -
) /oo Fu)dy {1 — 190 ha z > 10.

Mivel folytonos az eloszlas, az eloszlasfiiggvény is folytonos, ezért mindegy,
hogy = = 10-re melyik dgon definialjuk az értéket. Azt is latjuk, hogy az el-
oszlasfiiggvény 10-ig konstans 0, utdna szigoriian monoton ng, és végtelenben
1-be tart, mint minden eloszlasfiiggvény.

A varhato értéket is definicié alapjan szamoljuk. Eszerint

E(¢) = /_OO zf(x)dr = /100 23000 2z~ *dx

0
[e%e) ZL’_2 oo
= 3000 / 2 3dx = 3000 {——}
1

0 =10

Itt egy végtelenben improprius integralt kellett kiszamolni, ezért ha na-
gyon precizen akarjuk frni a dolgot akkor a végtelen fels6 hatar helyett
limy oo fljg kellene, azaz

e N
/ h(z)dz = lim h(z)dz.
10 N=reo Jig

Ezt késébb is elhagyjuk, és nem akarunk ebben az értelemben nagyon precizek
lenni.

A szorasnégyzet kiszamitasahoz elGszor a mésodik momentumot kell meg-
hatarozni. Ez

E(¢%) = / 2” f(z)dz = 3000 / w2z = 3000 [—2~1]7=> = 300,

—00 10
Es igy a szorasnégyzet
D*(¢) = E(&%) — (B(¢))” = 300 — (15)* = 75,

azaz a szorés D (&) = /75, O
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2.3.2. Legyen a & véletlen valtozo strtségfiiggvénye f(x) = c/x?, ha z > 1.
(a)
(b) Adjuk meg & varhato értékét (ha létezik)!
(c) Mennyi P(§ > 4)?
(d)
Megoldas. (a) Ahhoz, hogy egy f fliggvény stirtiségfliggvény legyen az kell,

hogy 6 nemnegativ, és integralja az egyenesen 1. Mivel a stirtiség értéke cx =2
ha z > 1, kiilénben pedig 0, ez azt jelenti, hogy ¢ > 0 és

1= / f(x)dz = / cr3dx =c [—w‘l];ozl =c.
—00 1
Tehat ¢ = 1.

(b) A varhato érték definici6 szerint

E(f):/_fo(x)da::/looxéda::/looidx:oo

azaz a varhato érték nem létezik. A varhaté érték definicivjaban feltettiik,
hogy az f |z| f(x)dz improprius integral létezik és véges. Most ez nem
teljesiil. LatJuk hogy vannak olyan véletlen valtozok, melyeknek nem véges
a varhato értéke.

(c) A stirtisegfliggvény tulajdonsagai szerint P(§ € A) = [, f(x)dz, azaz
egy A halmazba esés valoszintisége egyenls a Surusegfuggveny A halmazon
vett integraljaval. Eszerint

P(e> 1) = /:o F)de = /:O r2dy = [~2~12, = i

Az eloszlasfiiggvényt is meghatarozzuk. A definicié alapjan

Hatarozzuk meg c értékét!

Legyen Y = 1/¢. Adjuk meg Y eloszlas—, és striiségfiiggvényét!

ha x <1,

x 0’ =
F(x):P(§<x)=/oof(y)dy: {flxyldyzl_%’ ha z > 1.

Ez az 1 paraméterd Pareto-eloszlés.

(d) Legyen n = 1/£. Ezzel a definicioval nincs baj, hiszen £ > 1. Elgszor
meghatéarozzuk 7 eloszlasfiiggvényét. Mivel £ > 1 ezért n = 1/ € [0,1].
Ezek szerint
0, hay <0,

1, hay>1.

G(y) =P(n <y) ={

Y
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Az érdekes eset amikor y € [0, 1]. Ekkkor

Pin<y) =P ' <y)=PE<y )=1-PE<y )=1-Fy ') =y

Itt felhasznaltuk, hogy & folytonos véletlen valtozo, ezért eloszlasfiiggvénye
is folytonos, valamint beirtuk a (c) részben meghatéarozott eloszlasfiiggvény
pontos alakjat. Ezek szerint 7 eloszlasfliiggvénye

0, hay <0,
Gly) =P <y)=qy, hayel0,1],
1, hay>1.

A striségfiiggvény az eloszlasfiiggvény derivéltja (majdnem mindeniitt). Az
eloszlasfiiggvény G(y) szép differencialhato fiiggvény, kivéve a 0 és az 1 pon-
tokban. Tehat

1, haye(0,1),

9) W) {0, kilonben.

Ez az egyenletes eloszlas a (0, 1) intervallumon. [

2.3.3. A (0,1) intervallumon talalomra kijeloliink harom pontot. Hatéaroz-
zuk meg a kozépss nullatol vett tavolsdganak eloszlas- és stirtségfiiggvényét,
varhato értékét és szorasat!

2.3.4. A [0, 1] intervallumon kijel6liink harom pontot egymastol fiiggetleniil,

egyenletes eloszlas szerint. Hatérozzuk meg a legkisebb eloszlasfiiggvényét és
varhato értékét!

2.3.5. Valasszunk az egységnégyzetben egy pontot véletlenszertien. Legyen
¢ a pontnak a négyzet hataratol vett tavolsaga. Adjuk meg & eloszlasfiiggveé-
nyét, varhato értékét, szorasat!

2.3.6. Elorejelzések alapjan a forint /eur6 arfolyam 2021. 07. 31.-i eloszlasa-
nak stirtségfiiggvénye

(360 — z)?
f(@) = 5555

Adjuk meg annak a valészintiségét, hogy egy eurd 350 Ft-nal tébbe kertil.
Adjuk meg a varhato értéket!

z € (330, 360).

2.3.7. A labdarug6 vilagbajnokségon az elsé golig eltelt percben mért jaték-
id¢ stirtiségfiiggvénye f(x) = 4050-(45+xz)~3, x > 0. Mennyi a valoszintisége,
hogy az els6 félidében gol esik? Mennyi a valdszintisége, hogy az elsé mér-
kézésen nem esik gol? Varhatoan hany percet kell varni az elsé golig? (Egy
mérkézés 90 percig tart, 45 perc egy félids.)
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2.3.8. A Bergengoc Elettani Kutatasi Alap kifejlesztett egy egydozist vakei-
nat a Covid-72/6 virus ellen. A BEKA vakcina a beadést kivetSen azonnali
védelmet biztosit egy véletlen £ ideig, ahol & honapokban mért stirtiségfiige-

vénye
z—5
Y 6 5’ 9 Y
fla)y=4 5 7 ..[ |
0, kiilénben.

Mennyi a valoszintisége, hogy a BEKA vakcina fél év utan még hatésos?
Adjuk meg £ védettségi id6 varhatod értékét és szorasat!

2.3.9. Valasszunk két szamot egymastol fiiggetleniil az egyenletességi hipo-
tézis szerint a (—1,1) intervallumbol! Adjuk meg a két szam maximumanak
eloszlasfliggvényét! Szamoljuk ki a varhato értéket és a szorast is!

2.4. Nevezetes folytonos eloszlasok

2.4.1. Egy villanykorte élettartama exponencialis eloszlasi, atlagosan 2 évig
miikddik. Mennyi a valoszintisége, hogy legalabb egy évig fog mitikodni egy
1j villanykorte? Mennyi a valoszintsége, hogy legalabb még egy évig fog
miikodni egy mar fél éve miikods? Mennyi id6t él meg a villanykorték 90%-
a’

Megoldas. Exponenciélis eloszlasunk van, el6szor meg kell hatarozni a pa-
ramétert.

Legyen egy villanykorte évben mért élettartama &. Ekkor a feladat sze-
rint £ exponencialis eloszlasu és varhato értéke 2. Tudjuk (vagy megnézziik
a képletgytijteményben), hogy az exponencialis varhato értéke a paraméter
reciproka. Azaz, ha £ ~Exp(\), akkor E(§) = 1/A. Az, hogy egy villanykor-
te atlagosan 2 évig mikodik, éppen azt jelenti, hogy az élettartam varhato
értéke 2. Azaz 2 = 1/, ahonnan kapjuk, hogy A = 1/2.

Az, hogy egy 1j villanykorte legalabb egy évig jo, azt jelenti, hogy az
élettartam nagyobb, mint 1. Tehat a kérdés, hogy mennyi P(§ > 1) (mivel
folytonos eloszlasunk van, mindegy, hogy > 1 vagy > 1). Az exponencialis
eloszlasfiiggvénye P(€ < 2) =1 — e ha 2 > 0, és 0 kiilonben, ezért

S

P(¢>1)=1-P(E<1)=c?~06.

A maésodik kérdésnél tudjuk, hogy mar fél éve miikodik az izzonk. Ez egy

feltételes valoszintiség, hiszen van egy részinformaciom, nevezetesen {{ >
1/2}. A kérdeés, hogy mennyi a valoszintisége, hogy még legalabb 1 évig él,
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azaz {& > 3/2}. A feltételes valoszintiség definicitja szerint

P(¢>3/2,6>1/2)

P(¢ > 3/20¢ > 1/2) =

P(¢>1/2)
CP(E>3/2) er b
TP(E>1/2) 35

Most lényegében belattuk, hogy az exponencialis eloszlas ¢rokifja, ami azt
jelenti, hogy tetszdleges s,t > 0 esetén P(§ > s+t > s) = P(£ > t), azaz ha
a valtozom mar s id6t megélt (feltétel!), akkor annak a valoszintsége, hogy
még t-t megél az ugyanannyi, mint annak a valoszintisége, hogy t-t megél
(nincs feltétel!).

A harmadik kérdésen kicsit el kell mélazni. Az, hogy a id6t megél az izzok
90%-a azt jelenti, hogy ha egyszerre becsavarok 100 izzot, akkor a id6 utan
még 90 db vilagit. Masképpen, 10 égett ki a-ig, azaz annak a valoszintisége,
hogy egy izz6 élettartam a-nal kisebb, az 0,1. Tehat a kérdés az az a szam,
melyre

P <a)=0,1.

(Mivel folytonos eloszlasunk van, ezért mindegy, hogy hol van szigort egyen-
16tlenség, és hol nincs.) Beirva az eloszlasfiiggvény képletét (A = 1/2, ezt
mér kiszamoltuk!)

0,1=1—e"2,

vagyis a = 2log ¥ ~ 0,21. Azaz 0,21 évet él meg a villanykortek 90%-a. [

2.4.2. A skot bakdk mellkasanak kérmérete N (88, 10) eloszlast kovet. Mek-
kora hanyaduk fér bele 84-es zubbonyba?

Megoldas. Végre egy normalis eloszlds. Most mindkét paraméter meg van
adva. A varhato érték p = 88, a szérasnégyzet o? = 10. Arra figyeljiink,
hogy a szérasnégyzet a 10, nem a szoras! Azt fogjuk hasznélni, hogy ha &
normélis eloszlast p és o paraméterekkel, akkor Z = (£ — u)/o standard
normélis eloszlasd, ami meg tédblazatba van szedve. Figyeljliink oda, hogy mi
o és mi 02!

Legyen ¢ egy skot baka mellkasanak kormérete. Erre tigy gondolunk,
hogy a skot katonédk Osszességébdl véletlenszertien kivalasztunk egyet. Ezzel
a jeloléssel a feladat éppen a {{ < 84} esemény valoszintiségét kérdezi. Ez

pedig

88 8488
V10 V10

P(£<84)=P ( ) =P(Z < —129) = ®(—1,26).
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Az standard normalis eloszlasfiiggvény tablazataban negativ x-ek nincsenek.
De nem baj, tudjuk, hogy a stirtiség paros fiiggvény, amibdl kovetkezik, hogy

O(—z)=1—-P(z), z>0.

Tehat
d(—1,26) =1 — d(1,26) = 1 — 0,8962 = 0,1038.

Azaz a skot bakak kb. 10%-a fér bele egy 84-es zubbonyba. O

2.4.3. Egy munkadarabokat készits gép 40 cm-re van beéallitva. A hiba nor-
malis eloszlast kovet 0 varhato értékkel. Annak a valdszintsége, hogy egy
munkadarab nagyobb, mint 40,5 cm, 0,05. Mennyi a szoras?

Megoldas. Jeldlje & egy munkadarab hibajat (elGjellel, tehat lehet negativ
is), azaz a munkadarab hossza 404 ¢ cm. Tudjuk, hogy £ normaélis eloszlasu.
Most nincs megadva mindkét paramétere a normalis eloszlasnak. Azt tudjuk,
hogy 0 a varhato érték, azaz u = 0. Legyen o? a szorasnégyzet. Azt tudjuk
még, hogy

P(¢ > 0,5) = 0,05,

hiszen a munkadarab pontosan akkor nagyobb, mint 40,5, ha a hiba na-
gyobb, mint 0,5. Megint a normalis eloszlas skalazasi tulajdonsagat hasznal-
juk. Eszerint /o = Z standard normalis. Tehat

P(¢>005)=P(/o>05/0)=P(Z>05/0)=1—-P(0,5/0) = 0,05.
Innen adédik, hogy
®(0,5/0) = 0,95

Most azt kell megkeresni a normalis eloszlas tablazataban, hogy hol veszi fel
a 0,95 értéket. Ez valahol 1,64 és 1,65 kozott torténik, legyen 1,65. Tehat
azt kaptuk, hogy

0,5
—— = 1,65,
o
ahonnan
o=0,3.
Azaz a szoras 0,3. O

2.4.4. A Texpo aruhazakban az i-edik kasszanal egy vésarlé percben szé-
molva ¢ paraméterid exponenciélis id6t tolt el. A kiszolgalasi id6k az egyes
kasszaknél egymastol fliggetlenek.
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(a) Andras éppen tresen taldlja az 1-es kasszat. Mennyi a valoszintsége,
hogy 2 percen beliil végez?

(b) Andréssal pontosan egyidében Béla beall az ugyancsak iires 2-es kassza-
hoz. Mennyi a valoszintisége, hogy mindketten 2 percen beliil végeznek?
Mennyi a valoszintisége, hogy Béla 2 percen beliil végez, de Andras
nem?

(c) Mennyi a valdszintisége, hogy valamelyikiik 2 percen beliil végez? Ha-
tarozzuk meg a hamarabb végzo kiszolgalasi idejének eloszlasast! Tehéat
Andrés és Béla kiszolgalasi idejének a minimumaéra vagyunk kivancsiak.

(d) Mennyi a valosziniisége, hogy Andrés végez hamarabb?
Megoldas. (a) Legyen & Andras kiszolgélasi ideje. Ekkor & exponencialis
eloszlasu 1 paraméterrel, ezért az a valoszintiség, hogy Andras 2 percen beliil
végez,
P<2)=1—-e'?=1-¢e2=0,86.

(b) Legyen n Béla kiszolgalasi ideje. Ez exponencialis eloszlast 2 paramé-
terrel, és fiiggetlen &-t6l. Ezért az a valoszintség, hogy mindketten 2 percen
beliil végeznek

PE<2n<2)=P<2)-Pn<2)=(1—-e?-(1—e?)=0,84

Ha Béla 2 percen beliil végez, Andréas pedig nem, akkor n < 2 és & > 2,
aminek a valoszintisége

PE>2n<2)=P¢>2)-Pn<2)=ec? (1—e?)=0,13.

(c) Jelolje Z az £ és i koziil a kisebbet, azaz Z = min{{,n}. Ekkor Z
nemnegativ értékeket vesz fel. Valamely z > 0 esetén

PZ<2)=1-P(Z>2)=1-P(>z2n>z2)
=1-P>2)-Plp>2)=1—-e" %
=1—e%.

Ez pontosan azt jelenti, hogy Z exponencialis eloszlast 3 paraméterrel.
Lényegében belattuk (1 és 2 helyett A és p-t irva), hogy fiiggetlen expo-
nencidlisok minimuma exponencialis, és a paraméter a paraméterek Osszege.
Ez az egyszert tény fontos lesz Sztochasztikus modellek kurzuson.
(d) Mivel ¢ és n fiiggetlenek, ezért egytittes stirtiségfiiggvényiik az egyes
strtségfiiggvények szorzata, azaz

e "2e72". ha u,v > 0,

hu, 0) = fe(u) fo(v) = {0 kiilénben.
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Az, hogy Andras végez hamarabb pontosan azt jelenti, hogy & < 7, azaz
(&,n) € {(z,y) : x <y} = A. Ennek a valoszintisége

P<n)=P((&n) A= // v)dudv

( / ) a

_ V=00
2'0 d
vu

1
3

8

—u —Qudu _

I
0\0\80\

]

2.4.5. Frankenstein professzor vampir denevéreket tenyészt a laboratoriu-
méaban. A denevérek tépsfogainak a hossza normalis eloszlast kovet p = 28
mm atlaggal és 0 = 4 mm szorassal. Frankenstein tudja, hogy azoknak az
allatoknak a harapasa halélos, akiknek a tépdéfogmérete a populacio felss
5%-aba esik. Szamitsuk ki, hogy ez hany mm-es fogméretet jelent!

2.4.6. A hazimacskak testsilya jo kozelitéssel normélis eloszlast kovet. A
macskak 10%-a konnyebb, mint 1,5 kg, és 20%-a nehezebb, mint 7 kg. Mek-
kora a 6 kg-nal nehezebb macskak aranya?

2.4.7. Tegyiik fel, hogy Ausztridban a munkavéllalok keresete normélis el-
oszlast kovet. Tudjuk, hogy a munkavallalok fele keres havi 3000 eurdt vagy
kevesebbet, mig 5%-uk keres 8000 eurénal tobbet. Egy torvénytervezet sze-
rint valtozna az adokulcs az 5000 eurénél tobbet keresék szamara. A mun-
kavallalok mekkora hanyadat érinti ez a valtoztatas?

2.4.8. A WHO adatai szerint a kétéves lanyok testmagassaga normalis el-
oszlast kovet 86 cm varhato értékkel és 3,2 cm szorassal. A kétéves kislanyok
hany szazaléka magasabb, mint 92 cm? A Dobd utcai boles6de Maci cso-
portjaban 5 két éves lany van. Mennyi az esélye, hogy van koztiik 92 cm-nél
magasabb?

2.4.9. Egy telefonfiilke el6tt allunk, és varjuk, hogy az elGttiink beszéls be-
fejezze a beszélgetést. Az illet§ véletlentdl fiiggs ideig beszél, az idGtartam
stirtiségfiiggvénye (percben mérve) e=(*/3) /3 x > 0.

(a) Mennyi a valoszintisége, hogy a beszélgetés 3 percnél tovabb tart?

(b) Mennyi a valoszintisége, hogy a beszélgetés ¢ + 3 percnél tovabb tart,
feltéve, hogy t percnél tovabb tart?
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2.4.10. Anna 30-ik sziiletésnapjara azt a 6 darabos poharkészletet kapja
nagymaméajatol, mely mar 100 éve a csalad tulajdona. A poharak élettar-
tamai egymastol fliggetlenek, exponencialis eloszlast kovetnek 50 év varhato
értékkel. Adjuk meg annak a valdszintiségét, hogy 50 év milva Anna sértetle-
niil adhatja tovabb unokajanak a csaladi ereklyét (azaz mind a hat poharat)!

2.4.11. Az EXPO cég wifi routereinek élettartama exponencialis eloszlast
kovet 3 év varhato értékkel. A gyartd 2 év garanciaidét vallal a termékre. A
routerek hany szazaléka hibdsodik meg garanciaidén beliil? Ha két routert
vasarolunk, akkor mekkora annak a valdszintisége, hogy egyik sem romlik el
egy éven beliil?

2.4.12. Maté a Mikulastol kapott 100 grammos csokoladémikulast egy iilté
helyében megeszi. Edesapja megfigyelte, hogy egy 100 grammos csokoladét
exponencialis eloszlast id6 alatt fogyaszt el, és atlagosan 20 perc alatt végez.
Mennyi a valoszintisége, hogy a csokimikulasbél még 30 perc utan is marad?

Maté unokatestvérével Bencével egyiitt kapja meg a csomagjat. Bence is
exponencialis eloszlast id6 alatt tiinteti el a csokimikulast, ¢ atlagosan 15
perc alatt. Mennyi a valoszintisége, hogy 10 perc alatt mindketten végeznek
a csokimikulassal, ha a két csokievés idGtartama egyméstol fliggetlen?

2.4.13 (x). Legyen & pozitiv egész értéki véletlen valtozo, melyre teljestil a
diszkrét orokifja tulajdonsag, azaz

PE>k+UE>D)=P(E>k).
Mutassuk meg, hogy & ~ Geom(p)!

2.4.14 (x). Diszkrét o6rokifjubol folytonosat. Legyen &, ~ Geom(A/n). Ha-
tarozzuk meg &, /n hatéareloszlasat, azaz adjuk meg a

lim P (g—" < x)
n—o0 n

hatarértéket minden z € R esetén!

2.4.15 (x). Folytonos o6rokifjubol diszkrétet. Legyen & ~ Exp(\) eloszlasu
véletlen valtozo. Hatarozzuk meg |&| eloszlasat! (A geometriai eloszlas a
diszkrét orokifju. )

2.5. Vektorvaltozok

2.5.1. A megtakaritott pénziinket értékpapirba fektetjiik, 20 darabot vasa-
rolunk az A vallalat és 10 darabot a B véllalat részvényeibdl. Egy év milva
a két vallalat részvényei varhato értékben 700 illetve 1500 dollart érnek, az
arfolyamok szorasa pedig 20 illetve 80 dollar.
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(a)

(b)

Tegyiik fel, hogy a részvények arfolyama fiiggetlen egymastol. Varhato-
an mennyit ér portfélionk egy év mulva? Mennyi a portfolié értékének
a szorasa?’

Tegyiik fel, hogy a részvények arfolyama nem fiiggetlen egymastol. Az
arfolyamok kozotti korrelacios egyiitthatod fiiggvényében irjuk fel for-
mulaval és abrazoljuk a portfolio értékének varhato értékét és szoras-
négyzetét!

Milyen kapcsolat van a korrelacios egyiitthato és a befektetés kockazata
kozott? Ha én egy kockazatkeriilg befektets vagyok, akkor pozitiv vagy
negativ korrelaci6ju értékpapirokbol allitsak ossze portfoliot? — (Sztics
Gabor feladata)

Megoldas. Jelolje £ az A véllalat, n pedig a B vallalat részvényének értékét
egy ¢év mulva. A feladat szerint E() = 700, D(¢) = 20, E(n) = 1500, és
D(n) = 80. Egy év mulva a portfolionk értéke 20€ + 107.

(a) Az Osszeg varhato értéke mindig a varhato értékek Osszege, az Gsszeg
szorasnégyzete pedig akkor egyenls a szordsnégyzetek Osszegével, ha a valto-
zok fiiggetlenek (na jo, korrelalatlansag is elég). Tehat, mindig

E(20¢ + 10n) = 20E(¢) + 10E(x) = 29000,

és ha & és n fiiggetlenek, akkor

D2(20¢ + 10y) = D(20¢) + D*(10) = (20)’D*(€) + (10)°D(n)
= 160000 + 640000 = 800000,

azaz D(20€ + 10nm) = 400+/5.
(b) Lattuk,

E(20¢ + 10n) = 20E(¢) + 10E(n) = 29000,

azaz a varhato érték nem filigg a korrelaciotol.

A szorasnégyzet (variancia) az altalanos esetben, hasznélva a korrelacio
p(&,n) = Cov({,n)/(D(E)D(n)) definiciojat, és hogy a kovariancia olyan
mint a szorzas, bilinearis

D?(20¢ + 10n) = Cov(20¢ + 107, 20¢ + 10n)

= Cov(20¢,20¢) + 2Cov(20¢, 10n) + Cov(10n, 10n)
= D?(20¢) + 2D(£)D(n)p + D*(10n)

= 400% + 2 - 400 - 800 - p + 800>

= 400%(5 + 4p).
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Ez egyszerii linearis fiiggvény. Figyeljiink, hogy p € [—1, 1].

(c) Nyilvan a kockazatos befektetés azért kockazatos, mert nagyon inga-
dozik a varhato értéke koril, azaz a szérasa nagyobb. Tehat, ha én koc-
kazatkeriil§ vagyok, akkor minél kisebb szoérasnégyzeti portfoliot szeretnék
Osszerakni. Ezt Ggy érhetem el, ha p a korrelacié negativ. O

2.5.2. Egy vallalat egy honapra esd profitja a havi teljes bevétel és a havi
teljes kiadas kiilonbségeként all els, ahol a bevétel és a kiadas is véletlen
valtozo. A bevétel varhaté értéke 120 millié forint 30 millié forint szoréssal,
mig a kiadas varhato értéke 80 milli6 forint 20 milli6 forint szérassal. Hata-
rozzuk meg az egy honapra juté profit varhato értékét és szorésat akkor, ha
a bevétel és a kiadas fliggetlen, illetve akkor, ha a kozottiik 1évé korrelacios
egyiitthato 0,8. A korrelacio fiiggvényében irjuk fel formulaval és dbrazoljuk
grafikonon a profit varhato értékét és szorasnégyzetét! (Sztics Gabor
feladata)

2.5.3. Bence és Luca testvérek. Ebéd utan mindketten véletlentdl fliges ide-
ig alszanak. Bence esetében ez atlagosan 2 o6ra, a szoéras 30 perc, mig Luca
esetében 1,5 6ra, 20 perc szordssal. Hatarozzuk meg Bence és Luca egyiittes
(Bence + Luca) alvasanak varhato értékét és szorasat, ha az alvasmennyi-
ségek egymaéstol fiiggetlenek, illetve akkor, ha a kozottiik 1évs korrelacios
egytitthato 0,5.

2.5.4. A Real Madrid 2018/2019-es idényben az egy mérkdzésen 16tt golja-
inak szama Poisson-eloszlast kovet A = 3 paraméterrel, mig a kapott golok
szama Poisson-eloszlast kdvet p =0,7 paraméterrel. Adjuk meg a Real Mad-
rid egy mérkézésén esett Osszes gol szaménak varhato értékét és szorasnégy-
zetét abban az esetben ha

(a) a l6tt és kapott golok szama fiiggetlenek;
(b) a l6tt és kapott golok szaméanak korrelacios egytitthatoja 0,4.

2.5.5. A 2022-es labdarigé vilagbajnoksig nyitomérkszésén a rendezd Ka-
tar jatszik Ecuador ellen. Tegyiik fel, hogy Katar egy mérkézésen 16tt goljai
szamanak varhato értéke és szorasa 0,5, mig a kapott golok szamanak var-
hato értéke 2,7, szorasa 2. Adjuk meg a nyitomérkszésen esG 6sszes golok
szamanak varhato értékét és szorasat, ha

(a) a lott és kapott golok szama fiiggetlenek;

(b) a l6tt és kapott golok szaméanak korrelacios egytitthatoja 0,4.
2.5.6. Harom, kiilsére egyforma érmével a fejdobas valoszintsége 1/4,1/2, és
3/4. Véletlenszeriien valasztunk egy érmét, és azzal kétszer dobunk. Legyen

n a fej valoszintisége a valasztott érmén, £ a dobott fejek szama. Adjuk meg
az egylittes eloszlést!
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Megoldas. Vilagos, hogy & lehetséges értékei 0,1,2, mig n lehetséges értékei
1/4,1/2,3/4. A szorzési szaballyal kapjuk

1 1 1
P(n=-,¢{= =P(n=-|-Pl|&= =-
<77 ¢ 0) <n 4) (5 0ln 4>
13\ 9
3 \4) W
A t6bbi eset hasonloan szédmolhato, pl.

2
L O

Minden valdszintiséget kiszamolva az alabbi tablazatot kapjuk, ami megadja
a (&,n) egylittes eloszlasat:

| 0|

3
_—
Iy

2]

1
9 | 6 | L
48 | 48 | 48
11| L
12 | 6 | 12
1] 6 |9

48

20

48

48 48
14 14
48 48

EIEIE

A tablazat utols6 oszlopdban megjelenik 7 eloszlasa, mig az utolsoé sorban &

eloszlasa, ezek a peremeloszlasok. O

= ool o= |l M

M ANV I N

2.5.7. Egy szabdlyos dobokockaval 10-szer dobunk. Jeliilje £ az egyesek,

n a kettesek szamat! Adjuk meg (£,7) véletlen vektorvaltozo eloszlasat és
varhato értékét!

Megoldas. Mar lattuk, hogy kiilon-kiilon £ és 1 binomialis eloszlast kovet-
nek 10 és 1/6 paraméterekkel. Igy

10
=5
A (&,m) vektor lehetséges értékei olyan (k, ) szampéarok, melyekre k,¢ €

{0,1,...,10} és k + ¢ < 10. Ez vilagos, hiszen az egyesek és kettesek szama
Osszesen legfeljebb 10. Az eloszlas

PlEm=®O) =PE=kn=0
-CE O
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hiszen elGszor kivalasztom a 10 dobéas koziil a k db egyest, majd a 10—k koziil
az ¢ db kettest. Ennél a k£ + ¢ dobasnél nincs valasztdsom, mig a maradék
10 — & — £ dobas nem lehet sem egyes, sem kettes, igy 4 lehet&ség maradt,
innen jon a (4/6)107k=¢, O

2.5.8. Egy urnaban van 1 piros, 2 kék, és 3 zdld golyd. Visszatevés nélkiil
hiazunk 3 golyot. Jeldlje € a pirosak, 1 a kékek szamat! Adjuk meg a (&, 7)
véletlen vektor eloszlasat és varhato értékeét!

2.5.9. Két szabalyos kockaval jatszunk. Jelolje & az els6 kockéval dobott
szamot és n a dobott szamok nagyobbikat. Adjuk meg az egyiittes eloszlast
és az Osszeg varhato értékét, szorasat!

Megoldas. Mind az &, mind az 7 véletlen valtozo lehetséges értékei 1,2, .. .,
6. Tehat &, n diszkrét véletlen valtozok. Az (£,n) vektorvaltozo lehetséges
értékei szamparok. Mivel n > &, hiszen 7 a két szam koziil a nagyobb, ezért
a lehetséges értékek halmaza

{(i,7) 1 1<i<j<6}.

Elgszor meghatarozzuk a P((,n) = (1,1)) valoszintiséget. Mivel £ az
els6 kockaval dobott szam, n pedig a két szam nagyobbika, ezért csak ugy
lehet mindeketts 1, ha mindkét kockaval 1-et dobtunk. Mivel az Osszes eset
szama 6 - 6 = 36, igy
1
36
Most vizsgaljuk a P(§ = 1,7 = 2) valoszintiséget. Az elsé kockéval megint

1-et dobtunk, és a dobott szamok maximuma 2. Ez csak tgy lehet, ha az
els6 kockéaval 1-est, a méasodikkal 2-est dobtunk. Megint 1 kedvezs eset, ezért

P((&n) =(1,1)=P(E=1n=1)

1
P((&n) =(1,2) =P =1n=2) = .
Latjuk, hogy tetszbleges j = 1,2,...,06 esetén
: 1
P((&n) = (1)) =P(€ = L,n =) = 7.

Nézzik a P(§ = 2,n = 2) valoszintiséget. (Persze, ha £ = 2 akkor n > 2.)
Ez azt jelenti, hogy az els6 kockaval 2-est dobtunk, és a dobott szamok
nagyobbika 2. Ez tugy lehet, ha a mésodik kockéval 1-est vagy 2-est dobtunk.
Azaz, most két kedvezd eset van,

P((€,n) = (2,2)) = P(e = 2,7 =2) = .
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Ha & = 2 és n = 3, akkor az els6 kockaval 2-est dobtunk, a nagyobbik szam
pedig 3, tehat a masodik kockéaval 3-ast dobtunk. Ez megint egy eset, tehat

1
P = 2 pummy 3 pummy —_—.
(E=2.1=3)=
Ugyanigy tetszGleges j > 3 esetén
1
(E=2n=j)= 3

Most mar latjuk az altalanos képet. Ha & =i, n = ¢, akkor az azt jelenti,
hogy az els6 kockaval i-t dobtunk, és a nagyobbik szam i, tehit a méasodik
kockéval az 1,2, ... 7 szamok valamelyikét dobtuk. Ez ¢ lehetdség, azaz
R
36
Ha pedig £ =1 és n = j > i, akkor az els6 szam i, a nagyobbik 7, és mivel ez
nem lehet az els@, ezért a masodik j. Tehat

P(§ =1i,n=1)

1
P pu— ) p— pu— —_—.
Roviden
, , 2, hai=j,
P<§:7’77]:j):{316 ha i .
350 ha1<j.

Ez az egyiittes eloszlas.

A peremeloszlasokat tgy kapjuk meg, hogy rogzitjiik az egyik véltozo
értékét, és kiosszegziink a masik Osszes lehetséges értékére (folytonos esetben
ugyanez, csak Osszegzés helyett, a strtiséget kell integréalni). Azaz

6 , 6
1 1 6 1
== Ple=in=i=35+2 55=35=¢
J=1 ]:7,—‘,—1
Ez persze nem nagy meglepetés, ehhez nem kellett volna ennyit szamolni.

A szabéalyos kockaval 1/6 a valoszintisége minden lehetséges értéknek. Az n
eloszlasa pedig

. . . 1 J 27 —1
Pin=j)=) P=in=j)= oo+ = .
£ .36 36 36

Innen a varhato értékek definicié szerint szamolhatok. Valéban



és

6 .

2j—1 . 1 (.6-7-13 6-7\ 182-21 161
E g . = — 2 —_ = - =
(=2 55 36( 6 2) 36 36

Jj=1
Az Osszeg varhato értéke az a varhato értékek Osszege, azaz

7 161 126 +161 287

BE+m=5"3%~ "% 3

Az Gsszeg szorasnégyzetének kiszamitasa macerasabb, hiszen £ és 1 nyil-
van nem fliggetlenek (hat persze, a lehetséges értékek 1,2, ..., 6, ugyanakkor
¢ <mn). Az Osszeg szorasnégyzete akkor egyenls a szorasnégyzetek Osszegével,
ha a vdltozdk fiiggetlenek (vagy korrelalatlanok). Altalaban, a kovariancia tu-
lajdonsagai szerint (vegyiik észre, hogy a kovariancia tugy viselkedik, mint egy
szorzas; pontosabban 6 egy bilinearis funkcionél)

D*(¢ +1n) = Cov(§+ 1, & +1)
= Cov(§,§) +2Cov(£,n) + Cov(n,n)
= D%(¢) + 2Cov (£, 1) + D2().

A szorasnégyzetek definicié alapjan szamolhatok

6-6 4 12 12°
Ugyanigy

és

6 . 2
2j -1 , 1 6-7\> 6-7-13) 791
E(n?) = 2 o221 ) = _
() =2 =55 36((2> 6 ) 36

D2y = 9L _ (161 2555
P36 T \36 ) T 1296

Maradt a kovariancia. A kovariancia tulajdonsigai szerint

Cov(¢,n) = E(&n) — (E(§) - E(n)).

tehat
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A véarhato értékeket mar kiszamoltuk, tehat mar csak a szorzat varhato értéke
kell. A szorzat egy kétvaltozos fliggvény, tehat a varhato érték tulajdonsagai

szerint
=Y PE=imn=7j)-ij.
4,J

Ez egy 21 tagu 6sszeg, ki kell szdmolni:

DD ELEIEVRE
>

(i 16Tt
36 36 2

6 L.
o 1 . .2 Z(2+1)
=362 ( *21—7)

Tehat
154 7 161 35

Cov(&m =9 =5 35 a1

A kovariancia pozitivitasa azt jelenti, hogy ha az egyik valtoz6é nagy, akkor

a masik is hajlamos nagyobb lenni. Ez intuitiven vildgos ebben a példaban.
O

2.5.10. A Jonas Brothers nevii egyiittes Gjra Gsszedll és koncertet adnak. A
PepsiCo cég a kovetkezs dtlettel all el6: a kolasiivegeik kupakjaban elrejtik a
banda egy-egy tagjanak a nevét és azok kozott, akik osszegytijtik mindharom
nevet kisorsolnak egy VIP belépst. Kevin neve a kupakok felén szerepel,
Joe-val a kupakok egyharmadaban talalkozhatunk és Nick a legritkabb, neve
atlagosan minden hatodik kupakban szerepel. Vesziink 10 kolat. Adjuk
meg a Joe feliratt kupakok szaménak varhato értékét és szorasat! Adjuk
meg a Joe feliratu és a Kevin felirati kupakok szaménak kovarianciajat és
korrelécios egytitthatojat!
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2.6. De Moivre—Laplace tétel

2.6.1. Az FC Barcelona passzolasi hatékonysaga 2019. aprilisaban p = 0,85
(azaz egy passz ekkora valoszintiséggel sikeres). Adjuk meg annak a valoszi-
niiségét, hogy a Liverpool elleni 525 passzbol legalabb 460 sikeres.

Megoldas. Ez a legklasszikusabb példa a de Moivre-Laplace-tétel alkalma-
zasara. Jelolje S a sikeres passzok szamat. Mivel Gsszesen 525 passz van,
és mindegyik passz egymastol fiiggetleniil 0, 85 valoszintiséggel sikeres, ezért
S eloszlasa binomialis n = 525 és p = 0,85 paraméterekkel. A de Moivre—
Laplace-tétel szerint

S —np

np(1l —p)
kozelit6leg standard normaélis eloszlasu, azaz

P <a§ % gb) ~ ®(b) — B(a).

A pontos allitas az, hogy ha n — oo, akkor az ~ helyett = van. Ha csak

felss korlat van, akkkor a = —oo és ®(—o0) = 0, ha csak also, akkor b =
és P(o0) = 1. A feladat kerdese a P(S > 460) valoszintiség. Egyszeru
atalakitassal elérjiik, hogy (S — np)/y/np(1 —p) jelenjen meg. Az np =

525+ 0,85 &~ 446 és y/np(1 — ) ~ 8,2 értékeket belrva

—np 460 — np S —np
P(S > 460 —P( 2L >17
(52400 = (x/npl— \/np(l—p)) ( np(1—p)
~1—®(1,7) = 1— 0,955 = 0,045.

Tehat a keresett valoszintsége 0,045. O

2.6.2. Magyarorszagon, és mindeniitt a vilagon, tobb fitgyermek sziiletik,
mint lany. Az ujsziilottek 52%-a fin, 48%-a lany. Nevezziik ldnyos napok-
nak/heteknek azokat a napokat/heteket, amikor tobb lany sziiletik, mint fiu.

(a) Szegeden naponta 9 gyermek sziiletik. Mennyi a pontos valoszintsége,
hogy Szegeden egy adott nap lanyos nap? Milyen eloszlasu az egy
héten bekovetkezett lanyos napok szama? Varhatéan hany lanyos nap
van egy héten?

(b) Budapesten naponta 100 gyermek sziiletik. Mennyi a kozelitd (normélis
kozelités, de Moivre—Laplace-tétel) valoszintisége, hogy Budapesten egy
adott nap lanyos nap?

67



(c) Egész Magyarorszagon egy héten 2500 gyermek sziiletik. Mennyi a
lanyos hét bekovetkezésének kozelité valoszintisége? Véarhatéan hany
lanyos hét lesz 2020-ban? Adjuk meg annak a kozelité valoszintségét
(Poisson-kozelités), hogy legalabb 3 lanyos hét lesz 2020-ban.

Megoldas. (a) Egy nap 9 gyermek sziiletik. Annak a valdsziniisége, hogy
egy gyermek lany 0,48. Ezek az események egymastol fliggetlenek. Ezért,
ha £ jeloli a lanyok szamat, akkor & binomialis eloszlasu n =9 és p = 0,48
paraméterekkel. Ha £ a lanyok szama, akkor 9 — ¢ a fiuké, és pontosan akkor
sziiletik tobb lany, ha £ > 5. Ennek a valodszintisége

P(E>5)=> P=k =) (Z) (0,48)% (0,52)° % = 0, 45.

k=5 k=5

Tehéat annak a valoszintisége, hogy egy nap lanyos nap, 0,45. A egyes na-
pokon tortént sziiletések egyméstol fliggetlenek, ezért az egy héten bekovet-
kezett lanyos napok szama binomiélis eloszlast kévet, ny = 7 és p; = 0,45
paraméterekkel. A binomialis varhaté értéke ny - p; = 3,15. Varhatoan 3,15
lanyos nap van egy héten.

(b) Jelolje most {p a Budapesten egy napon sziiletett lanyok szamat.
Ekkor &g binomialis n = 100 és p = 0,48 paraméterekkel. Akkor lesz tobb
lany, ha &g > 51. A de Moivre-Laplace-tétel szerint (most np = 48 és

np(1 —p) =5)
§p—np  Sl—mnp )
Vnp(l—p) — /np(l—p)

~P(Z>0,6)=1—®(0,6) = 0,27.

P(§BZ51):P<

Itt Z standard normalis véletlen valtozo. Tehat kozelitSleg 27% a lanyos nap
valoszintisége. A pontos valdszintiség

100
1
> ( ZO) (0,48)%(0,52)0% — 0, 30.

k=51

Egy héten varhatoan 0,27 -7 = 1,89 lanyos nap van.
(c) Ez ugyanaz, mint az el6bb csak n = 2500 és p = 0,48 paraméterekkel.
Legyen &), a Magyarorszagon egy héten sziiletett lanyok szama. Akkor van

lanyos hét, ha &£y, > 1251. Most np = 1200, \/np(1 — p) = 25, igy
Sy—np _ 1251 —np )

Vnp(l—p) — /np(l —p)

~P(Z>2,04) =1—d(2,04) = 0,02.

P (& > 1251) =P (
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Tehéat a magyarorszagi lanyos hét valoszintisége 0,02. Egy évben 52 hét van,
igy az egy évben levs lanyos hetek szdma binomialis eloszlast n = 52 és p =
0,02 paraméterekkel. Mivel p kicsi n pedig nagy, ezt kozelithetjik Poisson-
eloszlassal. Mivel a varhato érték megegyezik a paraméterrel, ezért \ =
520,02 = 1,04. Legyen tehat n Poisson-eloszlasu A = 1,04 paraméterrel.
Annak a valoszintisége, hogy legalabb 3 lanyos hét lesz egy évben

)\2
Pn>3)=1-P(n<2)=1- (N + Ae ™ + Ee)‘) =0,09.

]

2.6.3. Chicago és Los Angeles kozott két vasitvonal van, melyek mindegyi-
kén egy-egy vonat kozlekedik. Mindkét vonat egyidében indul, 1ényegében
egyforman kényelmes és k személyes. Tegyiik fel, hogy 1000 utas egymaés-
tol figgetleniil 1/2—1/2 valoszintiséggel valaszt vonatot. Legalabb mekkora
legyen az iil6helyek k szdma, hogy 0,01-nél kisebb legyen annak a val6szini-
sége, hogy lesz olyan utas, akinek nem jut iil6hely? ([2,
186.0])

Megoldas. Ez is de Moivre-Laplace. Jeldlje S az A tarsasaggal utazok
szamat. Ekkor a B-vel utazok szama 1000 — S. Mivel n = 1000 ember
egymastol fliggetleniil 1/2 — 1/2 valoszintiséggel dont A ill. B mellett, ezért
S binomialis eloszlasi n = 1000 és p = 1/2 paraméterekkel. Legyen k az
il6helyek szama (mindkét vonaton). Az, hogy lesz olyan, akinek nem jut
hely, azt jelenti, hogy vagy az A tarsasagnal tul sokan vannak, vagy a B-nél.
Azaz, vagy S > k (A vonat betelik) vagy 1000 — S > k (B vonat betelik). A
kérdés a legkisebb olyan k érték, melyre

P(S > k vagy S < 1000 — k) < 0,0L.

Vegyiik észre, hogy k£ > 500 kell legyen, és ekkor csak az egyik vonat telhet be,
azaz a fenti valoszintiségben szerepld két esemény egymast kizard, ahonnan

P(S > k vagy S <1000 — k) =P(S > k) + P(S < 1000 — k).

Hasznéljuk a de Moivre-Laplace-tételt. Beirjuk az np = 500, \/np(1 — p) =
5v10 = 15,8 értékeket. Ekkor

S —np k—np

Vvnp(l —p) g Vnp(l—p

P(S > k) :P< ) ~1— ®((k —500)/15,8),
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és ugyanigy (csak felhasznaljuk, hogy ®(—x) = 1 — ®(z) ha x > 0, és hogy
500 — k < 0)

= 1000 — k —
P(S<1000—k)zp< S —np 000 — k np>

Vnp(1 —p) g Vnp(l—p

~1— ®((k—500)/15,8).
Azaz, keressiik azt a legkisebb k értéket melyre
2[1 — ®((k — 500)/15,8)] < 0,01.

Atrendezve,
®((k —500)/15,8) > 0,995.

Kikeressiik a normélis eloszlas tablazatabol, hogy hol veszi fel & a 0,995
értéket. FEz 2,57, azaz

k — 500 > 257
15,8
amit atrendezve
k > 540,6.
Mivel k egész, ezért 541 a legkisebb olyan k, amire a feltétel teljesiil. O]

2.6.4 (x). Budapesten meg akarjék allapitani a dohanyosok p ardnyat. Ehhez
kivalasztanak n egyént tigy, hogy minden vélasztasnal mindenki ugyanakkora
valoszintiséggel keriil kivalasztasra, és csak ezek kozt nézik meg a dohédnyosok
k szamat. Legalabb mekkora legyen az n, hogy a kapott p’ = k/n arény leg-
alabb 0,95 valoszintséggel legfeljebb 0,005 hibaval kozelitse a valodi p aranyt,
akarmi is p € (0,1)? (]2, 187.0])

Megoldas. Ez mar érdekesebb feladat, ugyanis semmi nincs megadva. Vila-
gos, hogy a feladat nagyon fontos, ugyanis a kozvéleménykutatdsokhoz pon-
tosan ilyen tipusa kérdést kell feltenni. Van valami ismeretlen valészintiség
p, ami azt mutatja meg, hogy az emberek ilyen ardanya szavazna az A part
jeloltjére. Nem tudjuk mi a p, de errdl szeretnénk valamit mondani. Hény
embert kell megkérdezni, hogy valami okosat mondhassunk?

Jelolje S a dohényzok szamat a megkérdezettek kozott. Ekkor S binomia-
lis eloszlasu véletlen valtozo n (meghatarozando, de ismert) és p (ismeretlen)
paraméterekkel. Vilagos, hogy az ismeretlen p értékre az S/n becslést adjuk.
Elég Osszetett a kérdés, kicsit el kell rajta gondolkodni. A becslés hibaja
|S/n — p|. Azt akarjuk, hogy ez nagy valoszintiséggel (0,95) kicsi legyen
(0,005-nél kisebb), azaz olyan n értéket keresiink, amire

— = p‘ < 0,005) > 0,95.

p(S
n
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(Annak a valoszintisége, hogy a hiba 0,005-nél kisebb, legalabb 0,95.) A
neheze megvan. Hasznéljuk a de Moivre-Laplace-tételt. Eszerint

S —np

Pla<——<b| =) — P(a).
np(l —p)
Tehat be kell erdltetni az (S — np)/+/np(1 — p) kifejezést. Tegytik meg:

S S —
P (‘— —p‘ < 0,005) P (‘ ”p‘ < 0,005)
n

_ S—np v
_P< vnp(1 = p) =00 p(l—p)>

~ (0,005l> ) <—O,OO5L>
p(1—p) p(1—p)

— 20 (0,005L> 1

p(1—p)

Annyit hasznaltunk, hogy |z| < a pontosan akkor, ha —a < z < a, és hogy
O(—x) =1— &(x). Ezek szerint az kell, hogy

2 0,005i —1>0095
Vp(1—p)

o (0,005%) > 0,975.

A tablazatbol kikeresve azt kapjuk, hogy
0,005—Y"__ > 1,96,
p(1 —p)

azaz

Atrendezve
n > 392% - p(1 - p). (%)

Na de nem ismerjiik p értékét. Ugy kell n-et valasztani, hogy a fenti egyen-
16tlenség minden p-re igaz legyen. Tehat valasszuk p-t Ggy, hogy a jobb oldal
maximalis legyen. Ez p = 1/2-nél van, értéke 1/4. Tehat, ha

1
n > 39621 = 38416,

akkor (x) teljesiil minden p € [0, 1] esetén. O
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2.6.5. Marc Elsberg Sosem elég cimi regényében Fitzroy Peel a kovetkezs ja-
tékot ajanlja. 100 ponttal indulunk. Egy szabalyos érmével dobunk szazszor.
Ha az eredmény fej, a pontszamunk 50%-kal ng, ha iras 40%-kal csokken. Ak-
kor nyeriink szaz dobés utan tobb pontunk van, mint 100. Mennyi a nyerés
esélye?

Megoldas. Ha k-szor dobunk fejet, akkor a pontszamunk 1.5%(0.6)'%0~*-
szorosara valtozott. Ez pontosan akkor nagyobb 1-nél, ha

—_

wlot

0g

k > 100 -
log

~ 55.7

Nt

Jelolje S, a fejek szamat. Ekkor S, ~ Binomialis(100,0.5). Tehat a nyerés
valoszintisége

S, —np
vnp(l—p)

A feladat érdekessége, hogy a pontszam varhato értéke minden lépésben
1,05-sz0r6sére nd, igy 100 dobés utan a varhatd pontszam 131-szeresére nd.
m

P(S, > 56) = P ( > 1.2) ~1—®(1.2) =0.115.

2.6.6. A gyerekek 30%-a vasott, 6k virgacsot is kapnak. Mikulasnal mar
csak 2230 csomag van, ezek koziil 680-ban van virgacs. Eppen egy olyan falu
folott repiil, ahol 2100 gyerek van. Mennyi a valdszintisége, hogy minden
gyereknek jut megfelel6 mikulascsomag?

2.6.7. Bergengociaban engedélyezték a gyorsan terjedé Covarm virus elleni
1) oltéanyagot. A lakossidg egy része bizalmatlan az oltéssal szemben, és
az el6zetes felmérések szerint a bergengocok 30%-a nem oltatja be magat
(azaz ekkora a valoszintisége, hogy egy bergengoc nem oltatja be magat).
Legalabb mennyi oltast rendeljen egy 2100 lakost falu haziorvosa, hogy 99%-
os valbésziniiséggel mindenkinek jusson oltdéanyag?

2.6.8. Egy szabalyos dobokockat feldobunk 200-szor. Jeldlje S, a dobott
hatosok szamat. Adjuk meg pontosan, majd a de Moivre— Laplace tétellel
kozelitve a P(30 < .S,, < 40) valoszintiséget!

2.6.9. Egy étteremben kétféle menii koziil lehet valasztani. A vendégek 5/6
valoszintiséggel A meniit, 1/6 valoszintséggel B meniit véalasztanak. Egy
adott napon 500 vendég érkezik. A vendéglss 420 A és 100 B meniit készitett
els. Feltételezve, hogy a vendégek egyméstol fliggetleniil valasztanak, mi a
valoszintisége, hogy mindenkinek jut olyan menit, amilyet kér?
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2.6.10. Egy szerencsejatékon a nyerési esélyed 1/11. Ha nyersz, visszakapod
a feltett tétet és még nyereményként annak kilencszeresét. Elegendd sok kez-
détokével indulva ezer alkalommal felteszel 1-1 petakot. Mi a valoszintisége,
hogy ezer jatszma utan még legalabb annyi pénzed van, mint kezdetben volt?

2.6.11. Az utobbi években felmeriilt a mozildtogatokban az igény arra, hogy
eredeti hanggal feliratosan is megnézhessék a filmeket. Egy friss felmérés sze-
rint az emberek 2/7-e valasztana a feliratos filmet a szinkronizalt valtozattal
szemben. A szegedi Cinema City vezet&sége minket kért fel arra, hogy se-
gitsiink donteni Christopher Nolan The Dark Knight Rises cimd filmjének
premierje kapcsan. A premierre 1000 latogatot varnak, és a filmet 9 egyen-
ként 130 {6s teremben vetitik. Hany teremben kell feliratosan vetiteni a fil-
met, hogy a lehetd legnagyobb valdszintiséggel tudjon minden latogatd arra
a valtozatra beiilni, amire szeretne? Mekkora ez a valoszintiség?

2.6.12. Egy altalanos iskolaban egy és két forintosok gytijtését hirdetik meg
a pénzérmék bevonésa el6tti fél évben. Megkérik az oda jaré didkokat és
sziileiket, hogy az otthoni felesleges aporopénziiket az iskolanak adjak, hogy
az igy befolyt Gsszeghdl jatszoteret épithessenek az iskolaudvaron. A jatszo-
tér megépitéséhez 1,5 milli6 Ft-ra van sziikségiik. A gytijtés soran egymillio
darab pénzérmét adomanyoztak az iskolanak. Ha ezen pénzérmék mindegyi-
ke a tobbitdl fiiggetleniil 1/2 — 1/2 valoszintséggel egy illetve két forintos,
akkor mennyi a kozelits valoszintisége, hogy az igazgatonak legfeljebb 1000
Ft-tal kell hozzajarulnia a jatszotér megépiiléséhez?

2.6.13. A héten jelenik meg George R. R. Martin 4j konyve Winds of Winter
cimmel. A konyvesboltunkba rendeltiink a keményboritos kiadasbol 180-et
a puhakotéstibdl pedig 240-et. Tapasztalataink alapjan az emberek 40%-
a valasztja a tartosabb, de valamivel dragabb keményboritasu kiadast. Ha
400 vevére szamitunk, akik egymastol fiiggetlentiil dontenek, akkor milyen
valoszintiséggel tudunk mindenkit kiszolgalni?

2.6.14. Az OMSZ heves vihar miatt masodfoku riasztast adott ki Tolna me-
gyére. Faddon 2100 csaladnak van a FIZET biztositonal hazbiztositasa. A
korabbi évek tapasztalata alapjan a FIZET biztosito vezet&sége tudja, hogy
heves vihar esetén az egyes hazakban, egymastol fiiggetleniil 0,3 valoszintiség-
gel keletkezik kar. Becsiiljiilk meg annak a valoszintiségét, hogy a biztositohoz

P

2.6.15. Kéavézot szeretnénk nyitni egy véaros forgalmas utcajan. A kozelben
van egy kavézo, ahol naponta 300 ember megfordul. Mi ezen emberek egy
részét szeretnénk elcsabitani, hogy hozzank térjenek be. Az eltéré hangulat,
arak és lizletstratégia alapjan ugy gondoljuk, hogy az emberek 27%-at sikeriil
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erre ravenniink. Hany férGhelyesre tervezziik a kavézonkat, ha azt szeretnénk,
hogy 90%-os biztonsaggal minden betérének jusson szabad hely?

3. Statisztika

3.1. Alapstatisztikdk, pontbecslések

3.1.1. Egy jaték fizikai terhelhetGségére elvégzett tesztek kg-ban a kdvetkezs
eredményeket adtak: 40, 45, 40, 42, 36. A minta alapjan adjuk meg a terhel-
hetGség empirikus eloszlasfiiggvényét, mintadtlagat, korrigalt/korrigalatlan
empirikus szorasnégyzetét és a mediant!

Megoldas. Ez egy n = 5 elemt minta, ahol a mintaelemek x; = 40, x5 = 45,

x3 = 40, x4 = 42, v5 = 36. A jelolés kicsit szokatlan. A véletlen mintéat

mindig &-kel (vagy nagy X-ekkel) jeloljiik, ugyanakkor egy konkrét mintat

ami a kezlinkben van, a véletlen minta egy realizdciojdat kis x-ekkel jeloljiik.
A definiciokat kell tudni. Az empirikus eloszlasfiiggvény

F.(x) = % {i: & <},

azaz 1ogzitett x-re megszamoljuk, hogy hany z-nél kisebb mintaelemiink van,
és ezt elosztjuk a minta elemszaméval. Vagyis az empirikus eloszlasfiiggvény
a mintaelemekben ugrik 1/n-et (ha tébb mintaelem egyenls, akkor annyiszor
1/n-et, ahanyszor az adott értéket felveszi). Most 5 elemd a minta, azaz
n = 5. A legkisebb mintaelem 36, addig fiiggvény 0, 36-ban pedig 1/5-6t
ugrik. A 40-et kétszer veszi fel, igy ott 2/5-6t ugrik, vagyis 3/5-re ugrik fol,
stb. Tehat igy néz ki az empirikus eloszlasfiiggvény:

y
1 1 o
1] o
3
5 | o o
1] o e
0 36 10 42 45 x
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Formulaval,

~

0, ha z < 36,
%, ha z € (36, 40],
Fs(r) = ¢ 2, haa e (40,42,
1 hax € (42,45),

(1, haz>45.

A mintaétlag az
1g 1
T5 = g;x = = (40 + 45+ 40 + 42 + 36) = 40,6
az empirikus szorasnégyzet
10
Vs = g ;(‘rl - T5>2 = 87 647
mig a korrigalt empirikus szorésnégyzet

*
Vs =

5
Z(Qﬁz — 55)2 = 10, 8.
=1

o |

A median a kozépsé mintaelem. Most 5 mintaelem van, ennek tényleg van
kozepe, igy a median értéke 40. Ha péaros a mintaelemszam, akkor a kozépsé
két elemnek kell a szamtani kézepét venni. O

3.1.2. Egy almaskertben véletlenszertien, egymastol fliggetleniil talalhatok
fertézott fak. Tiz egyforma nagy, egyenként harom sorbol all6 iltetvényben
rendre 0, 3, 0, 1, 0, 0, 2, 1, 1, 2 beteg fat talaltak.
(a) Adjuk meg az empirikus eloszlasfiiggvényt, a mintaatlagot és az empi-
rikus szorasnégyzetet!

(b) Tegyiik fel, hogy a beteg fak szama Poisson-eloszlast kovet. Adjunk
maximum likelihood becslést és momentumbecslést az egy sorban ta-
lalhato fak szaméanak varhato értékére!

Megoldas. Az (a) részhez a definiciokat kell tudni. Az empirikus eloszlés-

fiiggvény
p

0, haz<0,
%5, hax e (0,1],
Flo(l’) = 1—70, ha z € (1,2],
1%, ha z € (2,3],

(1, hax>3.




Y
1+ O
9 o—e
10
7 o—o
10
4
R ( S Y
10 ¢
3 % % %
0 1 2 3 z

A mintaétlag

és a korrigalatlan és korrigalt empirikus szérasnégyzet

L Qo
Vg = 10 2 (x; — Tlo)2 =1
10
1 o, 10
Y1079 izl(%’ —Tyo)” = 9

(b) Tegytik fel, hogy az adatok Poisson-eloszlasbol jonnek, ahol a para-
méter \ > 0 ismeretlen. A megadott realizacié valoszintisége, a fiiggetlenség

c st

P(fl 20752 :3753:0764: 1755:0756:()7

§7:2a§8: 1759: 17510:2)
10

10 AT

i=1
10
_ H i )\ZZ i =10 A
=1

10
— H i )\106—10)\

=1

Ez annak a valoszintisége, hogy ha adott A-paraméterd Poisson-eloszlasbol
jonnek az adataink, akkor a konkrét realizacié bekovetkezik. Forditsuk meg!
Tudjuk, hogy a konkrét realizacio bekovetkezett (persze, megszamoltuk a fa-
kat). Melyik A paraméter a legvalosziniibb? Az, amelyre a fenti valoszintiség
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a legnagyobb. Ez a maximum likelihood modszer. Tehat a

)\106710)\

kifejezés maximumét kell megtalalnunk, ahol A > 0. Ez pont ott maximalis,
ahol a logaritmusa maximaélis, azaz a

(X)) = 10log A — 10X

fiiggvény. Ezt lederivalva
10
'(\) = — —10.
=3

Latjuk, hogy a fiiggvény monoton né A\ = 1-ig, ott maximuma van, utana
csokken. Tehat a paraméter ML becslése

Az = 1.

Ez persze éppen a Ty mintaatlag. A levezetés ugyanaz, mint az altalanos
esetben az elGadasjegyzetben.

A momentumbecslésnél azt a paraméter valasztjuk, amelyhez tartozo el-
méleti varhatd érték megegyezik a mintaatlaggal. Na de a Poisson varhato
értéke éppen A, tehdt a momentumbecslés éppen a mintaatlag lesz,

£, = 1.

A momentumbecslés és a ML becslés sok ismert eloszlas esetében megegyezik.
Ilyen a Poisson, exponencialis, normalis. Az egyenletes eloszlasnal a kettd
nem ugyanaz. O

3.1.3. Legyenek &, ..., &, fliggetlen azonos eloszlasu véletlen valtozok véges
i varhato értékkel és o > 0 szoréssal. Igazoljuk, hogy fi; = & torzitatlan
becslése a varhato értéknek! Igazoljuk, hogy fis = (&1 + &2)/2 is torzitatlan
becslése a varhato értéknek!

Megoldas. Az, hogy a becslés torzitatlan azt jelenti, hogy a varhato értéke
megegyezik a becsiilt paraméterrel. Ez teljesiil, hiszen

E(in) = E(&) = u,

és

Azaz mindkét becslés torzitatlan. O
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3.1.4. Egy alkatrészekbdl allo sokasag 6 mintapéldanyanak kovetkezs volt
a honapokban mért teljes élettartama: 39, 45, 67, 50, 50, 60. Adjuk meg
az empirikus eloszlasfiiggvényt, a mintaatlagot, és a korrigalt /korrigalatlan
empirikus szorasnégyzetet!

3.1.5. Egy adott tipusi izz6 élettartamara 6t mérés alapjan a kovetkezs
adataink vannak: 2,3, 4, 1,7, 3,2, 2.8.
(a) Adjuk meg az empirikus eloszlasfiiggvényt, a mintaatlagot és az empi-
rikus szorasnégyzetet!

(b) Tegyiik fel, hogy a hattéreloszlas exponencialis ismeretlen paraméterrel.
Adjunk ML és momentumbecslést a paraméterre!

3.1.6. Egy adatszerverre a lekérdezések exponencialis id6kozonként érkez-
nek, ahol ismeretlen paraméterrel. Az id6kézokre percben mérve a kévetkezo
adatokat kaptuk: 1,94, 0,33, 2,51, 5,27, 1,73, és 0,61. Adjunk becslést a
paraméterre a maximum likelihood és a momentumbecslés alkalmazasaval!

Megoldas. Folytonos eloszlas esetén a maximum likelihood becslésnél a
stirtiségfiiggvények szorzatat kell venni, és azt maximalizalni az adott reali-
zéciora. A A-paraméterti exponencidlis stiriségfiiggvénye Ae **. A likelihood
fliggvény ezek szorzata, mint \ fiiggvénye a realizaciot beirva az x-ek helyére,
azaz ha x1,...,x, az adott realizacio, akkor

Loy o, (\) = [[ A = Ame A

=1

Ezt kell maximalizalni A-ban. Véve a logaritmust (ez azért jo, mert a lo-
garitmus szigorian monoton fiiggvény, ezért a maximumhely nem valtozik,
viszont a nagy szorzatbol nagy Osszeget csinél, amit kénnyebb derivélni),

=1

Derivaljuk

iy T

‘) =5- ; ;.
ha

Ez pozitiv, ha A < 1/Z,, és negativ ha A > 1/7,,, tehat

N 1 n
)\ML = —_ =< _
Tn Zz‘:l i

maximumhely. Ez a paraméter maximum likelihood becslése.
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A momentumbecslés egyszertibb. Egy A-paraméterd exponencialis elosz-
las varhato értéke 1/\. A momentumbecslésnél azt a paramétert valasztjuk,
amihez tartozé elméleti varhato érték megegyezik a mintaatlaggal. Azaz ke-
ressiik az a A paramétert, melyhez tartozé varhato érték, ami 1/\ éppen az
T, mintaatlag. Vagyis

. n
Am = =

> iy Ti

Ez ugyanaz, mint a ML becslés. Most ez
AL = A = 2,065.

]

3.1.7. Legyenek &, ..., &, figgetlen véletlen valtozok, f(x) = 327””2, 0 <zx<
20, strtiségfiiggvénnyel. Adjunk becslést 6-ra momentum modszerrel és ML
modszerrel is!

Megoldas. Elgszor megadjuk a paraméter momentum becslését. Ehhez a
varhato értéket kell meghatarozni. Definicié szerint

00 20
Eg(ﬁ):/_ xfg(x)da::/e x%dx

2 {x?’r:% 146

“ |3, "0

Tehat ugy kell valasztani a 0 becslést, hogy a hozza tartozoé elméleti varhato
érték éppen a mintaatlag legyen, azaz

146 -
I
azaz a paraméter momentum becslése
0=—¢,.
1

Térjiink rd a maximum likelihood becslésre. A minta egyiittes siirtiség-
fiiggvénye (ne feledkezziink el az intervallumrol, hiszen pont az fiigg a para-
métertdl)

n 2TL n
folwr, .. an) =[] fola:) = g Hm(e < x; < 20).

=1
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Rogzitett x4, ..., x, realizacid esetén ennek kell meghatarozni a maximum-
helyét, mint 6 fiiggvénye, azaz

L()

= 339% Ha:il(e < x; < 20).
i=1

Ezt egy kicsit nézegessiik, ne derivaljunk ész nélkiil. Latjuk, hogy minél
kisebb § annal nagyobb 6=2", a t6bbi meg konstans. Na de figyelni kell,
hogy 6 olyan, hogy # < min x;, persze, hiszen minden mintaelem legalabb 6,
és 20 > max x;, hiszen minden mintaelem legfeljebb 20. Tehat a legkisebb
olyan # paraméter kell, ami (1) # < minz; és (2) 0 > maxz;/2. Osszegezve
a maximum likelihood becslés

eML = max x;.
1<i<n

N | —

]

3.1.8. Csaladdok jovedelmét egy olyan skilan mérjiik, ahol £ = 1 a létmini-
mumnak felel meg. Feltételezziik, hogy a jovedelem eloszlasa f(z) = Tﬂ%,
x > 1, sirtiségfiiggvénnyel adhaté meg. Adjunk maximum likelihood becs-
lést O-ra, ha 10 véletlenszertien valasztott csaldd jovedelme: 1,53, 2,76, 19,65,
4,16, 7,31, 1,21, 254,2, 5,43, 1,12, 1,63.

3.1.9. Augusztusban 5 éjszakin at figyeltiikk meg a hullocsillagok szamat.
A kovetkezd mintat kaptuk: 4, 3, 7, 2, 4. A hullocsillagok szama egy este
Poisson-eloszlasu. Adjunk ML becslést az eloszlas paraméterére!

3.1.10. Egy céllovs ismeretlen p valoszintséggel talal el egy célpontot. Ad-
junk ML-becslést p-re, ha az els@ sikeres 16vés k-adikra kovetkezett be. Torzi-
tatlan-e a kapott becslés? A mésodik sikeres 16vésre tovabbi ¢ 16vésig kellett
varni. Ezt figyelembe véve adjunk ML-becslést p-re!

3.1.11. A miincheni Oktoberfesten minden évben az els¢ hord6 sért Miinchen
fé6polgarmestere nyitja ki. Ez tgy torténik, hogy a hordoéba egy sorcsapolot
iit bele az Oberbiirgermeister. Tegyiik fel, hogy minden tités utan p valdszi-
niiséggel indul meg a sor. Dieter Reiter f6polgarmesternek 2018. szeptember
22-én a 3. iitésre sikeriilt kinyitni a hordét. Ezek alapjan adjunk maximum
likelihood becslést p-re!

3.1.12. Egy gyarban a termékek mingségét tgy ellenérzik, hogy minden nap
n terméket vizsgalnak meg. Az adott napi Osszes gyartmanyt akkor fogadjak
el, ha minden megvizsgalt gyartmany jo. Azt tapasztaltik, hogy m nap
alatt Osszesen z-szer fogadték el a napi gyartmanyokat. Adjunk maximum
likelihood becslést annak a valoszintiségére, hogy egy termék selejtes!
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3.1.13 (x). Mendel torvényei szerint egy névény AA, AB, BB genotipusa
rendre 6%, 20(1 — 0), (1 — #)? aranyban fordul els. Egy teriileten a harom
gyakorisagra T 4, Tap, és xgp adodott. Adjunk maximum likelihood becslést
f-ra! Mutassuk meg, hogy a kapott becslés torzitatlan!

Megoldas. Legyen n a megvizsgalt novények szama, és jelolje & az AA ge-
notipusiak, n az AB genotipusiiak szamat. Ekkor persze a BB genotipustak
szama n — & —n. Ha 6 a valodi paraméter, akkor

P =k =0 = () (" ) @resa- oo

k+¢ < n, azaz (£, n) trinomiélis eloszlasi. Valoban, az n névény koziil elGszor
kivalasztom a k db AA-t, aztan a maradék n — k koziil az £ db AB-t, a tobbi
pedig BB. Az AA valoszintisége 6%, az AB-¢ 20(1 — ), mig a BB-¢ (1 — 6)2.
Nyilvéan, ha ardnyokat szamolunk, akkor k/n, ¢/n a lehetséges értékek. Azaz
ha &, és n, jeloli a megfelels aranyokat, akkor

Pute. = /o =t = (1) (" ) @0 - o' - oy

k+ /0 < n. Adott w44 és xp realizacio esetén k = nxas és { = nrap
értékeket irva

Pe(fr = TAA, Ny = xAB)

_ ( n ) <n - WAA) (627544 (20(1 — 0))"=45 (1 — §)2)"—"eas—neap

_ n n—NTaa OnTAR [QxAA+JCAB/2(1 . 6))3:;;3/2—1—9033}%‘
’)’L:L‘AA nxAB

Ezt kell maximalizalni #-ban. Latjuk, hogy elég a szogletes zardjelen beliili
értéket maximalizalni #-ban, hiszen a szorzé nem fiigg 6-t6l és az n-edik
hatvany szigorian monoton. Felhasznalva, hogy z44 + xap + xp = 1, a
maximalizalandé fiiggvény

h() =6“(1—6)',
ahol u = x4 + x4p/2. Derivajuk h-t
u l—u
/ Y u(] — 1—u.
v = (5-15)00-0)

Latjuk, hogy h'(f) = 0 akkor és csak akkor ha 6 = u, és ez valdbban maximum
hely. Azaz a 6 ML becslése

o~ TAB
Orvir = Taa+ T
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Az, hogy ez a becslés torzitatlan azt jelenti, hogy
1
E(f + 5’/]) =nd.

Az egyiittes eloszlas nem is kell ehhez. Nyilvan & és n is binomialis eloszla-
stak, n és 62, illetve n és 20(1 — 0) paraméterekkel. Tehat a varhato érték

E(¢ + %77) =E()+ %E(n) =nb® + %n%(l —0) =nd,

amint allitottuk. O

3.1.14. A szintévesztés leggyakoribb fajtdja az X kromoszémahoz kapcsol-
tan, nemhez kototten oroklédik. Emiatt a férfiaknal a gyakorisag p, mig a
néknél csak p?. Adjunk maximum likelihood becslést p-re, az alapjan, hogy
M férfibol m, N n6bdél pedig n volt szintévesztd!

3.2. Konfidenciaintervallumok, prébak

3.2.1. Egy jaték fizikai terhelhetGségére elvégzett tesztek kg-ban a kdvetkezs
eredményeket adtak: 40, 45, 40, 42, 36. Tegyiik fel, hogy a hattérvaltozo
normaélis eloszlast kovet 2 szorassal. Adjunk 95%-os konfidenciaintervallumot
a varhato értékre!

Megoldas. Tegyiik fel, hogy a hattéreloszlas normalis, ismeretlen 1 varhato
értékkel, és ismert o = 2 szorassal. (Figyeljink oda, hogy ez a szoras, és nem
a szorasnégyzet.) Az, hogy az adatok normalis eloszlastak egy teljesen ter-
mészetes feltevés, ami altalaban teljesiil. A centralis hatareloszlés-tétel miatt
van ez. A statisztikai probléma az az, hogy hatarozzuk meg a varhato érté-
ket. A szoras ismerete bizonyos esetekben indokolhat6: méréseknél ismerjiik
a mérdeszkoz tulajdonsigait. Nekiink az ismert szoréas azért kényelmes, mert
ez a legegyszertibb eset.

Tegyiik fel, hogy &1, &, ..., &, fliggetlen normalis véletlen valtozok isme-
retlen p varhato értékkel és o = 2 szoérassal. Persze az ismeretlen p varhato
értékre a becsléslink a mintaatlag, azaz

o~

= &p-

Ehhez nem kellett volna ennyi mindent tanulni. A kérdés az, hogy ez mennyi-
re pontos. Adjunk meg egy olyan intervallumot, amire teljesiil az, hogy az
1gazt paraméter 0,95 valoszintiséggel beleesik ebbe az intervallumba. Mivel a
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normalis eloszlas szimmetrikus a varhato értékére, ezért természetes az inter-
vallumot [zt — d, i + 0] alakban keresni, ahol 6 > 0. Kozben tartsuk észben,
hogy ez az intervallum a véletlentdl fligg, hiszen i egy véletlen mennyiség.
Tehat ugy szeretnénk megvalasztani 6 értékét, hogy a p € [ — 0,10 + 6]
esemény valoszintsége 0,95 legyen. Atirva

M—MZE;&—MZEE;(&—M):%; UM-

=

Az (& — p)/o valtozo normalis eloszlasu, a varhato értéke p — p = 0, szo-
rasa 0/o = 1. Azaz 6 standard normalis. Ezt lattuk a normaélis eloszlés
tulajdonsagainal. Azt kell felhasznélnunk, hogy figgetlen normdlis eloszldsi
véletlen valtozok Osszege mormdlis eloszldsu. Ezt nem bizonyitjuk sem itt,
sem az eldadason. Mivel fiiggetlenek, varhato értékiik és szorasnégyzetiik is
osszeadodik. Ezt az allitast bizonyitottuk tetszéleges valtozokra. Osszegezve

= p

véletlen valtozo normalis eloszlasd, varhato értéke 0, szorasnégyzete pedig
o?/n. Ezek szerint
NP
—(u—p
o
standard normalis véletlen valtoz6. Tehat

Pl ul <3) =P (L~ € [-5vajo. 5Vl )

= ®(0v/n/o) — &(=dv/n/o)
=2®(5v/n/o) — 1.
Ez utobbi kell 0,95 legyen, azaz
®(d/n/o) = 0,975.
A normalis eloszlés tablazatabol kapjuk, hogy

b
ovn _ d71(0,975) = 1,96
g

vagyis

_ 7
=
Most hasznaljuk csak a konkrét adatainkat. Eszerint n = 5 és x,, = 40,6,
ezért a 95%-os konfidenciaintervallum [40,6—1,75, 40,64-1,75] = [38,85, 42,35].

5 1,96 = 1, 75.
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Tehat azt kaptuk, hogy a valodi varhato érték, ami determinisztikus de isme-
retlen, 95% valoszintiséggel beleesik a [38,85, 42,35] (véletlen!) intervallumba.

Ez ugyanaz a levezetés, mint az elGadasjegyzetben a konfidenciainterval-
lum résznél, csak konkrét szamokkal. O]

3.2.2. Egy véletlen valtozo értékeit megfigyelve a kovetkezs statisztikai min-
tat kapjuk: 6,5, 7,3, 5,4, 6,5, 2,1. Tegyiik fel, hogy a héttéreloszlas normalis,
ismert o = 2 szorassal és ismeretlen p varhato értékkel. Teszteljiik 5%-os
szignifikanciaszinten azt a nullhipotézist, hogy az elméleti varhato érték 8.

Megoldas. Egy u-probat kell végrehajtanunk, hiszen normalis eloszlés var-
hato értékét teszteljiik ismert szoras mellett. A fenti minta alapjan becsiilt
varhato érték, a mintaatlag x5 = 5,56. A kérdés, hogy elhissziik-e azt a fel-
tevést, hogy a valodi varhato érték 87 Persze gyanus a dolog, de ha a valodi
varhato érték tényleg 8 lenne, akkor sem varnank, hogy a mintaatlag egy 5
elemtd minta esetén éppen 8.

A nullhipotézis az amit feltesziink. Jelen esetben az, hogy a valodi var-
hatd érték po = 8. Az alternativ-, vagy ellenhipotézis, hogy pg # 8. A
probastatisztikat mar lattuk a konfidenciaintervallum konstruélasanal is,

w=n "R _ o 79
g

Ha a nullhipotézis igaz, akkor ez az u statisztika standard normalis eloszlast.
Ezt is lattuk a konfidenciaintervallumnal. Tehat azt kell eldonteni, hogy
elhissziik-e egy standard normalis eloszlasu véletlen valtozorol, hogy értéke
—2,72. Ehhez valasztunk egy « szignifikanciaszintet, ez most 0,05. Keressiik
azt az u, kiiszobértéket, amelyre teljestil, hogy P(|Z| > u,) = «, ahol Z
standard normalis. A normalis eloszlas szimmetridja miatt

P(|Z] > ua) =P(Z > uy) + P(Z < —uy) = 2(1 — P(uy)),

tehat u, = ®71(1 — «/2). Esetiinkben ugos = ®71(0,975) = 1,96. Mivel
lu| = 2,72 > 1,96, ezért ha igaz lenne a nullhipotézis, akkor a bekovetke-
zett esemény valoszintsége 0,05-nél kisebb, vagyis egy valoszinttlen esemény
kovetkezett be. Ekkor 5%-os szignifikanciaszinten elvetjik a nullhipotézist.
Azt mondjuk, hogy az elfogadési tartoméany a [—1,96, 1,,96] intervallum.
Ha a probastatisztika értéke ide esik, elfogadjuk a nullhipotézist, kiillonben
elvetjiik. O]

3.2.3. A Liverpool 2020. februar 18. - mércius 11. kozott lejatszott 6 mér-
kézésén a Liverpool labdabirtoklasa (%-ban kifejezve) 71, 68, 68, 58, 70,
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72. Tegyiik fel, hogy a labdabirtoklas %-os értéke normaélis eloszlast kovet
ismeretlen p varhato értékkel és ismert o = 5 szorassal. Teszteljiik 5%-os
szignifikanciaszinten azt a nullhipotézist, hogy a u = 65.

3.2.4. Egy jaték fizikai terhelhetGségére elvégzett tesztek kg-ban a kdvetkezs
eredményeket adtak: 40, 45, 40, 42, 36, 41, 43. A 2019. januar 1. 6ta ha-
talyos EU-s ISO-31415 szabvany szerint a gyermekjatékoknak terhelhetésége
legalabb 40 kg kell legyen. Tegyiik fel, hogy a terhelhet&ség normaélis eloszlast
kovet ismeretlen p varhatod értékkel és ismert o = 3.1 szorassal. Teszteljiik
1%-os szignifikanciaszinten azt a nullhipotézist, hogy a u = 40.

3.2.5. Az FC Barcelona 2019. éaprilis 16. - méajus 1. kozott lejatszott 5 mér-
kézésén a Barcelona labdabirtoklasa (%-ban kifejezve) 47, 62, 77, 50, 66.
(a) Adjuk meg a mintdhoz tartozé mintaatlagot, a tapasztalati szorasnégy-
zetet és az empirikus eloszlasfiiggvényt!

(b) Tegyiik fel, hogy a labdabirtoklas %-os értéke normalis eloszlast kévet
ismeretlen p varhato értékkel és ismert o = 10 szoérassal. Teszteljiik
5%-os szignifikanciaszinten azt a nullhipotézist, hogy a u = 60.

3.2.6. Az FC Barcelona 2019. aprilis 16. - méajus 1. kozott lejatszott 5 mér-
kézésén a Barcelona rugott goljainak szama 3, 1, 2, 2, 3.
(a) Adjuk meg a mintahoz tartozo mintaatlagot, a tapasztalati szorasnégy-
zetet és az empirikus eloszlasfiiggvényt!

(b) Tegytik fel, hogy a 16tt golok szama Poisson-eloszlast kévet, ismeretlen
A paraméterrel. Adjunk ML és momentumbecslést \ értékére!
3.2.7. A haroméves Maté reggelente véletlen id6pontban ébred. Az elmilt
5 napban az ébredésekre 6:20, 6:55, 6:30, 7:15, és 6:40 adodott.

(a) Adjuk meg a mintdhoz tartozé mintaatlagot, a tapasztalati szoérasnégy-
zetet és az empirikus eloszlasfiiggvényt!

(b) Tegyiik fel, hogy Maté ébredésének idépontja normalis eloszlast kévet
ismeretlen p varhato értékkel és o = 20 szorassal. Adjunk 95%-os
konfidenciaintervallumot az ébredés varhato értékére!
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