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Kdvetelmények

Gyakorlat: folyamatos szamonkérési kurzus
> részvétel kdtelezd (legfeljebb 3 hianyzas)
» 6 dolgozat, legjobb 5 szamit
> egyéb javitasi lehetdség nincs, nincs gyakorlati UV
> 2:26-,3:32-,4:38-,5:44 -
Elbadas: az vizsgazhat, aki teljesiti a gyakorlatot
» 12 db Coospace teszt az eléadason

> megajanlott jegy: aki legalabb 9 pontot szerez a teszteken,
annak a 4-es, 5-0s gyakorlati jegyet megajanlom 3-as,
4-es vizsgajegynek, a 3-as gyakorlati jegyet felajanlom
2-es vizsgajegynek
el6adas részvétel + legalabb 3-as gyakorlati jegy —
félévkozi eldadasjegy

» Coospace vizsga (elmélet + feladatok)



A kurzusrol

Sztochasztika: véletlen matematikdja, véletlen
témegjelenségek térvényszeriiségei
Szlkséges eldismeretek:

» Kalkulus I. elofeltétel
» kombinatorika (kbzépiskola, Diszkrét matematika Il)
» miiveletek halmazokkal (k6zépiskola, DiMat 1)



Mihez kell?

» mesterséges intelligencia (24/25 6szi MestInt tételsor 30
tétele k6zul 10 valszam)

» Neuralis hal6zatok, Gépi tanulas kurzusok
» algoritmusok futasi idejének elemzése (véletlen input)
» informaciéelmélet (lizenetklldés zajos csatornan)
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Kevei Péter: A sztochasztika alapjai informatikusoknak,
elektronikus jegyzet, eldadas anyaga

Kevei Péter: A sztochasztika alapjai informatikusoknak
feladatgyUjtemény, gyakorlatra feladatok, minden témaban
néhany részletes megoldasaval

Szab6 Tamas, Szalai Maté, Szlics Gabor: Youtube videdk
feladatmegoldasokrol

Nagy-Gydrgy Judit, Osztényiné Krauczi Eva, Székely
Laszlo: Valdszinliségszamitas feladatgyljtemény, Polygon

Viharos Laszl6: jegyzetvazlat
Viharos Laszl6: A sztochasztika alapjai, Polygon



Szliletésnap probléma

Mekkora a valoszinlisége annak, hogy n ember ko-
z06tt van két olyan, akiknek ugyanazon a napon van
a szlletésnapjuk?

f(n) = P(n ember kozott van 2, akiknek
ugyanazon a napon van a szlletésnapja).
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Szlletésnap probléma - N kimenetel



Alapfogalmak

Véletlen (valészinliségi) kisérlet: Iényegében azonos
korlimények kdzott tetszélegesen sokszor megismételhetd
megfigyelés, melynek tébbféle kimenetele lehet, és a
figyelembe vett kérilmények nem hatarozzdk meg
egyértelmiien a kimenetelt.

A véletlen kisérlet lehetséges kimeneteleinek halmaza az
esemeénytér, jele Q.



Alapfogalmak

Véletlen (valészinliségi) kisérlet: Iényegében azonos
korlimények kdzott tetszélegesen sokszor megismételhetd
megfigyelés, melynek tébbféle kimenetele lehet, és a
figyelembe vett kérilmények nem hatarozzdk meg
egyértelmiien a kimenetelt.

A véletlen kisérlet lehetséges kimeneteleinek halmaza az
esemeénytér, jele Q. Az esemény olyan a kisérlettel
kapcsolatban tett allitas, melynek igaz vagy hamis volta
elddnthet6 a kisérlet lefolytatdsa utan. Az események halmaza
az Q2 részhalmazainak egy olyan rendszere, mely o-algebra.



c-algebra

Definicio
Egy A c 29 halmazrendszert akkor neveziink s-algebranak,
ha

> ) e A

» valahanyszor A € A, mindannyiszor A° = Q\A € A (azaz a
halmazrendszer zart a komplementerképzésre);

» valahanyszor Ay, Ay, ... € A, mindannyiszor U A; € A

(azaz a halmazrendszer zart a megszamlalhaté
uniéképzésre).



Megjegyzés

» Vegylk észre, hogy a {0, Q} halmazrendszer o-algebra.
Ez a trivialis o-algebra.

> A 29 halmazrendszer, az Q hatvanyhalmaza, azaz az
dsszes részhalmazanak halmaza is o-algebra. Abban az
esetben, amikor az Q2 alaphalmaz véges, akkor az
események halmaza altaldban a hatvanyhalmaz.



Események

Események jeldlése: A, B, A4, . ...
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Al =1 A= {w}, w € Q, elemi esemény

() a lehetetlen esemény

Q a biztos esemény

AC az ellentett esemény

AN B mindkét esemény bekdvetkezik (A és B)

AU B a két esemény kozul legalabb az egyik bekdvetkezik
AN B = () a két esemény kizarja egymast

A\ B a bekdvetkezik de B nem

A C B az Aesemény maga utan vonja B-t



Val6szinUségi mérték

Definicid
Egy P : A — [0, 1] halmazfiggvény valdszinliségi mérték az
(2, A) mérhetbségi téren, ha
> P(Q)=1;
» haaz Aq, Ao, ... € A halmazok (paronként) diszjunktak,
akkor

(e.9]

P(URA) =Y P(A),
i=1
azaz a halmazfliggvény o-additiv.

A fenti tulajdonséagokkal rendelkez6 (2, A, P) harmast
valésziniségi mezonek nevezzik.



Példa
Foldobunk egy pénzérmét. Lehetséges kimenetelek F, /, tehat

Q={F,I}.
Események
A= ZQ = {@>{F}>{I}v {Fv l}}

Ekkor [2| = 219 = 4. (Altaldban egy n elem{i halmaznak 2"
részhalmaza van.)
Szabalyos az érme: P({F}) = P({I}) = 1.



Példa
Kétszer foldobunk egy pénzérmét. Ekkor az eseményter

Q:{(F,F),(F,/),(/,F),(/,I)}

azaz |Q| = 22 = 4 darab elemi esemény van, és |29?| = 2* = 16
az 6sszes esemény szama és

2% = {(/) {(F, F)LACF DAL F) LA DS

{(F.F).(F.D}.{(F, F). (1. F)}. {(F. F), (1)},
{F. 0, (L RYLACF. 1), (LD} (L F). (1.1},
{(F.F).(F.1).(1, F)}. {(F, F), (F.), (1. 1)},
{(F.F), (1, ). (D} (L F), (F, ), (1, D)},
{(F,F). (F,1), (1, F), (1, )} }.



Példa
Kétszer féldobunk egy pénzérmét. Ekkor az eseménytér

Q:{(F7F)7(F7/)7(/7F)7(I7I)}

azaz |Q| = 22 = 4 darab elemi esemény van, és
|29| = 2% = 16. Legyen A; = {az i-edik dobids fej}, i = 1,2.
Ekkor

A ={(F,F),(F.l)}, As={(F,F),(I.F)}.

Tovabba

B = {csak az 1. fej} = {(F, )} = A1 N AS
C = {egyik sem fej} = {(/, )} = AT N A3



Példa

Kétszer foldobunk egy szabalyos pénzérmét. Ekkor az
esemenyter
Q={(F,F),(F,D,(I,F),(I,N}

azaz |Q| = 22 = 4 darab elemi esemény van, és
|29 = 24 = 16. Legyen A; = {az i-edik dobis fej}, i = 1,2.
Ekkor

A1:{(F7F)7(F7/)}7 AQZ{(FvF)a(IaF)}

P(A) = §



Példa
Tizszer féldobunk egy pénzérmét.



Példa

Véletlen sorrendben leirjuk a MATEMATIKA szé betiit. Mennyi
a valészinlisége, hogy a matematika sz6t kapjuk?



Klasszikus valészinliségi mezd

Definicié

Az (Q,29 P) valosziniségi mez6 klasszikus, ha minden
kimenetel egyforman valészini, azaz P({w}) = ¢ minden w € Q
esetén.

Ekkor persze szlkségképpen ¢ = 1/|Q2|. Tetszbleges A

eseményre P(A) = % = Kedvesd,




Ujra szilletésnap

Az eseménytér:

Q=1{1,2,...,365}"
={(w1,...,wn) rwj€{1,2,...,365}}.

Az események halmaza A = 29, a hatvanyhalmaz.
P:A—[0,1],Ac A:

_ Al

P(A) = o



Ujra szilletésnap

Példa
Az eseménytér:

Q=1{1,2,...,365}"
={(w1,...,wn) rwj€{1,2,...,365}}.

Az események halmaza A = 29, a hatvanyhalmaz.
A keresett esemény:

{van kettd azonos sziletésnap}
={(w1,...,wn) 1 T #j:wj=wj}.



A val6szinliség tulajdonsagai

Allitas
Legyenek A1, Az, ... € A. Ha Ain A; =0, minden i # j parra,

akkor
P(AjU...UA,) =P(A))+... + P(An).



A val6szinliség tulajdonsagai



A val6szinliség tulajdonsagai

Allitas
P(A°) = 1 — P(A).



A val6szinliség tulajdonsagai

Allitas
AC B= P(B\A) = P(B) — P(A), és P(A) < P(B).



A val6szinliség tulajdonsagai

Allitas
P(AUB) = P(A) +P(B) — P(AN B).

Q




A val6szinliség tulajdonsagai

Allitas
Szitaformula:

n

P(AjU...UA;) =) (-1 > P(A,N...

k=1 1<ii<b<...<ik<n

Ez n = 2-re:

P(A1 U Ag) = P(A1) + P(Ag) — P(A1 N AQ),



A val6szinliség tulajdonsagai
€s n = 3-ra:

P(A1 U Ay U Ag) = P(Aq) + P(Az) + P(As)
— (P(A1 N A2) + P(A1 N Az) + P(Ax N A3))
+ P(A; N Az N Ag).

Q
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A val6szinliség tulajdonsagai



A val6szinliség tulajdonsagai

Allitas
P(AU B) < P(A) + P(B).



Allitas
P(AjU...UAp) <P(A)+... +P(Ap).

Teljes indukciéval.



