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Normalis eloszlas

¢ normalis eloszldsu 1 és o® paraméterekkel, & ~ N(u,0?),
€ R, 0% > 0, ha siirliségfliggvénye

1 (y—u)?

e 22 |




u=0,0° =1 standard normalis




Standardizalas

Allitas
Ha ¢ ~ N(u,o?), akkor (¢ — u)/o ~ N(0,1).
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Varhato érték, széras



¢ ~ N(u,02) és Z ~ N(0, 1), akkor

P(l¢ — ul < Ao) =P(]Z] < \)
= O(\) — &(=N)

= 20()\) — 1

0,6827,

0,9545,

0,9973,
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Tipikus példak

Ha egy véletlen valtoz6 sok kis véletlen hatas egylttese, akkor
az eloszlas altalaban jél kdzelitheté normalis eloszlassal.
Példaul testtdbmeg, testmagassag, hossz, fejkdrfogat, méreési
hiba, felvételi pontszamok, 1Q, tézsdei arfolyam, éves
csapadékmennyiség, . . ..



Varhato érték: ismétlés

¢ diszkrét xq, xo, . . . lehetséges értékekkel,
Z xP(& = X)),
¢ folytonos f(x) slrliségfliiggvénnyel,

B~ [ " )y,



Varhato érték tulajdonsagai
Allitas
&,m véletlen véltozok, g : R — R, h: R? — R. Ekkor

E(9(9) =>_a(x)P(¢ = x)), ill. E(9(8)) = / N aWy)f(y)dy,
i=1 %

ahol f(x) az ¢ sdrlségfiggvénye, és

E(h(&,m) =) h(xi, )P = xi.n = ¥))-
i



Varhato érték tulajdonsagai

Allitas
A varhato érték linearis, azaz tetszbleges a, b € R allandokra

E(a¢ + b) = aE(&) + b.



Varhato érték tulajdonsagai

Allitas
Ha a < & < b, akkor a < E(£) < b tetsz6leges a, b € R szamok
esetén.



Varhato érték tulajdonsagai

Allitas
E(¢ +1) = E(§) + E(n).



Varhato érték tulajdonsagai
Allitas
Ha &y, &, ..., &n véletlen valtozok, akkor

E (; §i> = ; E(&).



Példa

Csodaorszag munka térvénykdnyve szerint egy cég minden
munkasa fizetett szabadsagot kap azokon a napokon, amikor
legalabb az egyikiiknek szlletésnapja van. Ezen napok
kivételével azonban az év minden napjan mindenkinek
dolgoznia kell. Minden munkéas 1 TV-készUlléket készit egy nap
alatt. Hany alkalmazottat vegyen fel a cégtulajdonos, ha azt
akarja, hogy a gyartott TV-késziilékek szamanak a varhatd
értéke maximalis legyen?



Csodaorszag



Csodaorszag



Kupongyijtd probléma

Egy N kilénb6z6 elembdl allé sokasagbdl visszatevéses mintat
veszlnk. S, ennyi elemet kellett huznunk, hogy kapjunk r
kiilénb6z6t.

Hatarozzuk meg E(S;) varhat6 értékét, majd adjunk E(Sy)-re
kezelhetd aszimptotikus egyenldséget!



Kupongyijtd probléma



Huffman-kod

X ={xq,Xo,...,Xn} véges halmaz, a forrasabéce.
Kéd f : X — {véges 0-1 sorozatok }
Az f-hez tartozé lehetséges kddszavak f(xq), f(x2), ..., f(Xn).



Huffman-kod

X ={xq,Xo,...,Xn} véges halmaz, a forrasabéce.

Kéd f : X — {véges 0-1 sorozatok }

Az f-hez tartoz6 lehetséges kodszavak f(x1), f(X2), ..., f(Xn).
Az f kéd prefix, ha a lehetséges kddszavak kdzil egyik sem
folytatdsa a mésiknak. Jeldlje x € X esetén |f(x)| a kddszo
hosszat.



Példa

Legyen X = {a, b, c}, és legyen f;(a) =0, f;(b) = 01,

fi(c) = 011. Ekkor f; nem prefix kdd, de kdnnyen lathatd, hogy
egyeértelmien dekddolhaté. Az f,(a) = 01, f(b) = 00,

fa(c) = 1, kod prefix.



Legyen X egy véletlen beti, és eloszlasa P(X = xx) = px,
k=1,2,...,n. Tehat py a x betli gyakorisdga az adott
nyelvben.



Adott f kod esetén egy hosszu szévegben az egy karakterre
eso atlagos kédszbéhossz:



Feltehetd, hogy p1 > po > ... > pp. Ha az f prefix kdd
optimalis, akkor feltehetd, hogy teljesliinek a kévetkezok:

(i) Hosszabb kédhoz ritkabb betlk tartoznak, azaz

FOa)l < [fO)l < ... < |f(xn)]-



Feltehetd, hogy p1 > po > ... > pp. Ha az f prefix kdd
optimalis, akkor feltehetd, hogy teljesliinek a kévetkezok:

(i) Hosszabb kédhoz ritkabb betlk tartoznak, azaz

FOa)l < [fO)l < ... < |f(xn)]-

(i) A két legkisebb valészinliséghez tartoz6 kod hossza
egyenlo.



Feltehetd, hogy p1 > po > ... > pp. Ha az f prefix kdd
optimalis, akkor feltehetd, hogy teljesliinek a kévetkezok:

(i) Hosszabb kédhoz ritkabb betlk tartoznak, azaz

FOa)l < [fO)l < ... < |f(xn)]-

(i) A két legkisebb valészinliséghez tartoz6 kod hossza
egyenlo.

(i) f(xn—1) és f(xn) csak az utolsé bitben térnek el.



Tétel
Tegylik fel, hogy az

X ={X1,... . Xn—2,Yn-1}

(n—1) elemU forrasabécé és py, ..., Pn_2,Pn_1 + Pn €loszlas
esetén g egy optimalis prefix kod. Ekkor az eredeti
problémahoz tartozd optimalis prefix kodot kapunk, ha az x,_1,
ill. x, kédjat ugy valasztiuk, hogy a g(yn_1) kédszdt kiegészitjik
0-val, ill. 1-gyel, a tébbi kodszot valtozatlanul hagyjuk.



Példa

Legyen n=6, X = {xy,...,Xs}, €s p1 = 0.132, po = 0.329,
ps = 0.329, py = 0.165, ps = 0.041, ps = 0.004.

(i) X5,Xe — Xs6, Psg = 0.045;



Példa
Legyen n=6, X = {xy,...,Xs}, €s p1 = 0.132, po = 0.329,
p3 = 0.329, py = 0.165, ps = 0.041, ps = 0.004.

(i) X5,X6 — Xs6, Psg = 0.045;

(i) x1,xs6, P15s6 = 0.177;



Példa
Legyen n=6, X = {xy,...,Xs}, €s p1 = 0.132, po = 0.329,
p3 = 0.329, py = 0.165, ps = 0.041, ps = 0.004.
(i) X5,X6 — Xs6, Psg = 0.045;
(i) x1,xs6, P15s6 = 0.177;
(ii)) X156, Xa, P1564 = 0.342;



Példa
Legyen n=6, X = {xy,...,Xs}, €s p1 = 0.132, po = 0.329,
ps = 0.329, p; = 0.165, ps = 0.041, pg = 0.004.

(i) X5,Xs — Xs6, Psg = 0.045;

(i) x1,xs6, P15s6 = 0.177;

(ii)) X156, Xa, P1564 = 0.342;

(IV) Xo, X3, P23 = 0.658.






igy az optimalis kod:
Xq Xo X3 X4 X5 X6
011 10 11 00 0101 | 0100
0.132 | 0.329 | 0.329 | 0.165 | 0.041 | 0.004

A varhato érték:

E(f(X)) =0.132-3+0.329 -2+ 0.329 - 2
+0.165-2+0.041-4+0.004 -4 = 2.22



Entropia

Az optimalis varhaté kédhosszra teljesil, hogy

1 1
Zpk logy — < E([f(£) Zpk logo — + 1.
k=1 Pk k=1 Pk

Pl.: JPEG, MP3.



Momentumok

Definicié
Az ¢ véletlen valtozo6 k-adik momentuma E(¢K), és k-adik
centralis momentuma E[(¢ — E€)K], k = 1,2,....

[, xKf(x)dx,  ha ¢ folytonos.

E(gk) — {ZI XlkP(g — Xi), ha 5 diSZkl’ét,



Szoras

Definicio

Az ¢ véletlen valtozo6 szérasa D(¢) = /E(¢ — E(€))2.



Széras tulajdonsagai

Allitas
Tetszbleges ¢ véletlen valtozo és a, b valos szamok esetén
(i) D3(¢) = E(¢?) — (E(¢))%
(i) D?(ag + b) = &?D2(¢);
(iii) D(&) = 0 akkor és csak akkor, ha ¢ = E(§), azaz ¢
konstans véletlen valtozo.



Sz0ras tulajdonsagai



Véletlen vektorvaltozék

Definicié
&= (&,...,&n) : Q — R" véletlen vektorvaltozé, ha minden
komponense véletlen valtozé. Eloszlasfliggvénye

F(X1,...,%n) =P(& < Xq,...,&n < Xn).

(&1, ...,&n) véletlen vektorvaltozo diszkrét, ha értékkészlete
megszamlalhato.

&, 1=1,2,...,n, eloszlasa a peremeloszlas, vagy marginalis
eloszlas



Trinomialis eloszlas

Szabalyos dobdkockaval n-szer dobunk. ¢ a hatosok, n
egyesek szama



Flggetlenség

Definicid
&1,...,&q flggetlenek, ha minden xq, ..., X, € R esetén

P(&1 < X1,...,&n < Xn) = P(& < X1)...P(&n < Xn).

Allitas
&, ..., &n diszkrét véletlen valtozok ugy, hogy & lehetséges
értékeixf’),x( ) ..., i=1,2,....n. Ekkoré¢;,... & pontosan

akkor fliggetlenek, ha

P& =x", &= x") = P& = x{") ... P(&n = x7)

tetszbleges i, . . ., in indexekre.



Allitas
&, n flggetlen diszkrét véletlen valtozok.

E (91(£)g2(n)) = E(91(£)) E(92(n)) -
Specialisan, ha ¢ és n fliggetlenek, akkor E(¢n) = E(§)E(n).



Kovariancia, korrelacio

Definicid

Az ¢ és n véletlen valtozok kovarianciaja
Cov(&,n) = E[(£ — E(£))(n — E(n))],

korrelacidja

_ Cov(¢,n)
P& = b




Tulajdonsagok

Allitas
Tetszbleges €,&1, ..., &n, 1, M, - - ., m VEletlen valtozok és a, b
valo’s S$zamok esetén igazak az alabbiak.
i) Cov(¢, &) = DA(¢);
(") Cov(¢, n) = Cov(n,§),
(i) Cov(a(¢ + c),b(n+ d)) = abCov(¢,n);
(v) Cov (X7 €6, 3 1) = Y7Ly X4 Cov(&iv )i
(v) ha¢ ésn flggetlenek, akkor Cov(§,n) = 0.



Allitas
(i) Bunyakovszkij—Cauchy—Schwarz-egyenlétlenség:
[Cov(¢&,n)| < D(£)D(n).

Innen addédik, hogy p(¢,1) € [-1,1];
(i) hap(&,n) =1, akkor

& =E(&) + 531 — E):






Teszt

Legyen ¢ ~ N(2, 9). Melyik véltozé eloszlasa standard
normalis?

> (£—9)/4

> (£-2)/9
> (£-2)/3
> (£-9)/2



Teszt

A Panini kiadta a Matematikusok c. matricas albumjat, melyben
200 hires matematikus képe szerepel. Varhatéan hany matricat
kell vegylnk, mire kigydlik a teljes aloum? (Segitség:

v/200 ~ 14,1n 200 ~ 5.3,2007 ~ 628)

> 200
> 1060
> 628
> 1400



Teszt

Melyik biztosan NEM normalis eloszlasu (pontosabban nem
kdzelithetd jél azzal)?

>
>
>

az euré arfolyama forintban 2025. majus 2-an
tlzesetek szama Szegeden majusban

egy véletlenszerlien valasztott fliszal hossza a Rerrich
Béla téren

egy véletlenszerlien kivalasztott informatikus hallgaté
testtémege kg-ban



Teszt

A Huffman-kédban a két legkisebb valészinliségl betli kédja
» pontosan az elso bitben tér el
» pontosan az utolso bitben tér el
» nem egyforma hosszu
» megegyezik



