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Feltételes valdszinliség

Definicio

(2, A, P) egy valészinliségi mez0, A, B események, és
P(B) > 0. Ekkor az A esemény B eseményre vonatkoz6
feltételes val6sziniisége

P(AN B)

P(AIB) =~z

Ha annyi informaciénk van a véletlen kisérletrél, hogy a B
esemeény bekdvetkezett, akkor az A esemény valdszinlisége
P(A|B).



Allitas
Régzitslink egy tetszéleges B eseményt, melyre P(B) > 0.
Ekkor Pg(A) = P(A|B) valészinliségi mérték A-n.



Allitas
Régzitslink egy tetszéleges B eseményt, melyre P(B) > 0.
Ekkor Pg(A) = P(A|B) valészinliségi mérték A-n.






Allitas (Szorzési szabaly)

Legyenek A+, Ao, ..., A, tetszbleges olyan események,
melyekre P(A1 N ...NA,_1) > 0. Ekkor

P(A1 n...N An) = P(A1 )P(A2|A1 )P(A3|A1 N A2) R
X P(An|A1 Nn...N An,1).



n=2-re:

P(An B) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B).

Példa

Egy dobozban 12 kék és 3 fehér goly6 van. Visszatevés nélkil
hdzunk két golyét egymas utdn. Mi annak a valdészinlisége,
hogy mindkét golyd kék?

Jelblje K; azt, hogy az i-edik kék. Ekkor

P(K1 N Kg) =



Teljes eseményrendszer

Definicid

A By, B>, ... események teljes eseményrendszert alkotnak, ha
> minden i # j parra B; N B; = 0
> UX Bp=1qQ.



Tétel (Teljes valoszinliség tétele)

Legyen By, By, ... teljes eseményrendszer, melyre P(B,) > 0
minden n-re. Ekkor tetszbleges A € A esemény esetén

ZP A|B)P(By).



Monty Hall probléma

> jatékos: 3 csukott ajté kdzll 1-et valaszt
> 2 mogott kecske, 1 mdgott autd

» Miutan valaszt, a jatékvezetd kinyittat egy ajtét, amit nem
valasztott a jatékos, és ami mogott kecske van.

» Ezutan felajanlja a jatékosnak, hogy cserélhet ajtot.
» Megéri-e valtani?
https://montyhall.io/


https://montyhall.io/

Monty Hall probléma

Tfh a jatékos az 1-est valasztotta, a jatékvezetd a 2-est nyittatta
ki. A;: az autd az i-edik ajt6 mogétt van, B : jatékvezetd a 2-es
ajtot nyittatta ki.



Szindbad

Szindbadnak jogaban all N haremhdlgy kézil egyet
kivalasztania oly médon, hogy az elétte egyenként elvonuld
hélgyek valamelyikére ramutat.

» mindig csak az éppen akkor elvonul6 lanyt valaszthatja
> egyértelmii szépségi sorrendje van
» barmely elvonulasi sorrend egyforman valészini

Stratégia: Szindbad k lanyt elenged, majd kivalasztja az elsot,
aki szebb az dsszes elbtte elvonultnal.

Mennyi a valészinlisége, hogy a legszebb hélgyet valasztja ki?
Milyen k esetén lesz ez a valészinliség a legnagyobb, ha N
elég nagy?



Szindbad

Jeldlje A; azt az eseményt, hogy a i-edik lany a legszebb,
i=1,2,...,N, és B azt, hogy Szindbad a legszebb lanyt
valasztja.



Szindbad

Ha /i > k, akkor Szindbad pontosan akkor valasztja a
legszebbet, ha az els6 i — 1 lany kdzll a legszebb az elsd

k-ban volt.
Tehat
P(BA) = ——
i—1
Osszegezve
N
1 k
ZP(A (B|A) > NI



Szindbad
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abra: A siker valoszinlisége k figgvényében, N = 100




Szindbad

Es ez mennyi?

Z

P(B) = %Z}

Integralkbzelité 6sszeg becslése integrallal:

Tehat



Szindbad

Hogy valassza Szindbad k-t?

P(B) ~ Ls log Ilzl
Az f(x) = xlog 1 fuggvény ° /

maximuma kell [0, 1]-en. HF |/
Maximumhely x = 1/e, £
maximum értéke: 1/e,
tehat k = [N/e].




Szindbad

» Szindbad megtudja N-et.
> Elenged k = [N/e] lanyt.
» Majd kivalasztja az els6t, aki szebb az 6sszes eddiginél.

» Ekkor nagyjabdl 1/e ~ 0,368 valészinliséggel a
legszebbbet valasztja.



Bayes-formula

Tétel

Legyenek A és B olyan események, hogy P(A) > 0, P(B) > 0.
Ekkor

P(B|A) = P(AI’D?Z\F)’(B).



Bayes-tétel
Tétel

Legyen By, By, ... telies eseményrendszer, melyre P(B,) > 0
minden n-re. Ekkor tetszbleges pozitiv valdszinliségi A € A
esemény esetén, tetszéleges k-ra

_ P(A|Bk)P(Bk)
PIBIA) = S~ P(AIB,)P(By)



Doppingteszt

» doppingolék 99%-anal pozitiv

» nem doppingold 1%-nal tévesen pozitiv
Tfh a sportoldk 1%-a doppingol. Mennyi annak a
valoszinlsége, hogy egy véletlenil kivalasztott sportold
(a) doppingtesztje pozitiv?
(b) doppingolt, ha tudjuk, hogy a doppingtesztje pozitiv?
T: a teszt eredménye pozitiv; D: a sportolé doppingolt



Doppingteszt

T: a teszt eredménye pozitiv; D: a sportolé doppingolt



Véletlenitett valaszadas

> Kérdoivet készitlink, melyen kinos kérdések is vannak.

» A kinos kérdésnél a kit6ltd feldob egy (szabalyos)
pénzérmét. Ha fejet kap, akkor valaszoljon igennel, ha
irast, akkor vélaszoljon arra a kérdésre, hogy énekel-e a
zuhany alatt.

Az emberek (ismeretlen!) p hanyada énekel a zuhany alatt.
» Mennyi a valészinlisége, hogy a teszt kitéltése soran
valaki igennel vélaszol?
> Az igen valaszok aranyabdl hogy kévetkeztethetiink a
valddi p aranyra?



Véletlenitett valaszadas

I: avélasz igen, A a kit6lté énekel a zuhany alatt. P(A) = p

P(/|A) =

P(/|A%) =

P(/) =



Flggetlenség

A B esemény bekévetkezése nem befolyasolja az A
bekovetkezését, ha

P(A[B) = P(A),
ahonnan P(An B) = P(A)P(B).
Definicio
Az A és B események fliggetlenek, ha P(An B) = P(A)P(B).



Definicio
Az A és B események fliggetlenek, ha P(An B) = P(A)P(B).

> a flggetlenség szimmetrikus

> a biztos és a lehetetlen eseménytdl minden esemény
fuggetlen HF



Példa

Francia kartyapaklib6l huzunk egy lapot. D: damét hdzunk, K
kort hazunk.

Ekkor DN K az az esemény, hogy a kér damat haztuk ki, igy
P(DN K) = 1/52. Ugyanakkor P(D) =4/52 = 1/13 és

P(K) =13/52 = 1/4, azaz a két esemény fliggetlen.



Harom esemény fliggetlensége

Definicié
Az A, B, C események fliggetlenek, ha
» P(An B) =P(A)P(B),
» P(AnC)=P(A)P(0C),
» P(BNC)=P(B)P(C),
» ésP(An BN C) =P(A)P(B)P(C).
Tovabba, az A, B, C események paronként fiiggetlenek, ha
barmely ketto fliggetlen.



Tdbb esemény flggetlensége

Definicid

Az Aq, Ao, ..., A, események figgetlenek, ha barmely

ke{2,3,...,n} és1<ij <h<...<ik<nesetén
P(A,’1 Nn...N Aik) = P(A,‘1 ) C P(A,k)

Végtelen sok esemény akkor fliggetlen, ha kdzilik barmely
véges sok fliggetlen.



Allitas

Ha az Ay, ..., A, események fiiggetlenek, akkor tetszbleges
ke{1,2,...,n} esetén az {Ay,...,Ax} eseményekbdl ill. az
{Aki1,...,An} eseményekbdl alkotott események fliggetlenek.

Pl. ha A, B, C, D figgetlen események, akkor AUBés CNn D is
flggetlenek. HF



Binaris szimmetrikus csatorna

» 0 — 1 sorozatot akarunk klldeni zajos csatornan

» a csatorna minden bitet egymastdl figgetlendl p
valészinliséggel elront

P( 5 bit hiba nélkil &tmegy ) =

Ha p = 0,1, akkor ez 0,59, mig p = 0,2 esetén csak 0, 33.



Binaris szimmetrikus csatorna

Minden bitet haromszor kildlnk el, tehat a 0 helyett 000, az 1
helyett 111.

p’ = P( hibasan dekddol )
= P( pontosan 2 bit fordul &t ) + P( mindharom atfordul )

Ha p =0,1, akkor p’ =0,028.
P( 5 bitnyi Gzenet haromszorozva hiba nélkul atmegy )
5
=(1-p)P=(1-3F+2p°) .

0,86, ha p =0,1.



Teszt

Szabalyos dobdkockaval dobunk. Legyen A az az esemény,
hogy paratlan szamot dobunk, B pedig az, hogy 1-est.

> P(AB) =1
> P(B|A) =1
» mindkett6

> egyik sem



Teszt

52 lapos franciakartyabdl hizok egy lapot. Feltéve, hogy
pirosat huzok (kért vagy karét), a treff hlzasanak
valészinlisége

» nem definialt

> nott

» csokkent

> nem valtozott



Teszt

A Monty Hall feladatnal tegyik fel, hogy a jatékos az 1-es ajtét
valasztja. Legyen B az az esemény, hogy a jatékvezetd a 3-as
ajtét nyitja ki, A;, i = 1,2, 3, pedig az, hogy az aut6 az j-edik
ajté mog6tt van. Az, hogy megéri valtani, formulaval azt jelenti,
hogy
> P
> P
> P
> P

A1|B) < P(A2|B)
B|A1) < P(B|Ag)
Az) > P(Ai)

A1|B) > P(Az|B)

—_~ o~~~



Teszt

Ha N = 100 a haremhdlgyek szama, akkor Szindbad optimalis
stratégiaja az, hogy

» elenged 37-et és kivalasztja a 38-adikat

> Kkivalasztja a legszebbet

» kivalasztja az utolsét

> elenged 37-et és kivalasztja az elsoét, aki szebb az
eddigieknél



