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Ismétlés

A véletlen kisérlet lehetséges kimeneteleinek halmaza az
eseménytér, jele Q.
Az esemény olyan a kisérlettel kapcsolatban tett allitas,
melynek igaz vagy hamis volta elddntheté a kisérlet lefolytatasa
utan. Az események halmaza A, az Q2 részhalmazainak egy
rendszere. Ha Q véges, akkor A = 2%,
Egy P : A — [0, 1] halmazfliggvény valdsziniiségi mértek az
(2, A) mérhetdségi téren, ha

> P(Q) = 1;

» haaz Aq, Ay, ... € A halmazok (paronként) diszjunktak,

akkor

o

P(UR, A7) ZP

azaz a halmazfliggvény o-additiv.

A fenti tulajdonsagokkal rendelkez6 (€2, A, P) harmast
valésziniségi mezonek nevezzik.



A val6szinliség tulajdonsagai

Allitas
Legyenek A1, Az, ... € A. Ha Ain A; =0, minden i # j parra,

akkor
P(AjU...UA,) =P(A))+... + P(An).



A val6szinliség tulajdonsagai



A val6szinliség tulajdonsagai

Allitas
P(A°) = 1 — P(A).



A val6szinliség tulajdonsagai

Allitas
AC B= P(B\A) = P(B) — P(A), és P(A) < P(B).



A val6szinliség tulajdonsagai

Allitas
P(AUB) = P(A) +P(B) — P(AN B).

Q




A val6szinliség tulajdonsagai

Allitas
Szitaformula:

n

P(AjU...UA;) =) (-1 > P(A,N...

k=1 1<ii<b<...<ik<n

Ez n = 2-re:

P(A1 U Ag) = P(A1) + P(Ag) — P(A1 N AQ),



A val6szinliség tulajdonsagai
€s n = 3-ra:

P(A1 U Ay U Ag) = P(Aq) + P(Az) + P(As)
— (P(A1 N A2) + P(A1 N Az) + P(Ax N A3))
+ P(A; N Az N Ag).
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A val6szinliség tulajdonsagai



A val6szinliség tulajdonsagai

Allitas
P(AU B) < P(A) + P(B).



Allitas
P(AjU...UAp) <P(A)+... +P(Ap).

Teljes indukciéval.



A parositasi probléma

Feladat

Veszlnk n darab kartyat 1-t6l n-ig megszamozva.
Osszekeverjiik, és véletlen sorrendben lerakjuk ket egy sorba.
A k-adik helyen parositas térténik, ha a k-adik helyre a k
sorszamu kértya kerdl. (Tehat véletlen permutaciok fixpontjait
tekintjuk.)

Mennyi a valészinlsége, hogy nem térténik parositas? Jelblje
pn ezt a valészinliséget.



A parositasi probléma: a valoszinliségi mez6

» Eseménytér:

Q= {az {1,..., n} halmaz permutaciéi}
={w=(wy,...,wp) : wy,...,wpaz1,2,...,negy felsorolasa},
azazegyw € Qesetén1+— wy,2+— wo, ..., N — wp.

Q=nx(n—-1)x...x1=nl
» Események: A = 2 a hatvanyhalmaz.
> Valdészinlségi mérték: P : A — [0, 1]:

_ |A] _ kedvez0 esetek szama

P(A) = = = _
(A) 12| 0sszes esetek szama




A parositasi probléma

Jeldlje A, azt az eseményt, hogy a k-adik helyen parositas
térténik, k =1,2,...,n, és

A := {van pérosités}.



A parositasi probléma



A parositasi probléma



A parositasi probléma



A parositasi probléma

Mennyi a valészinlisége, hogy pontosan k darab parositas
térténik? Legyen

pnkx = P(nkartya van, és pontosan k parositas térténik).



A parositasi probléma
Mennyi a valészinlisége, hogy pontosan k darab parositas
térténik? Legyen
pnkx = P(nkartya van, és pontosan k parositas térténik).

Nyilvan p, = ppo. Jelblje N, x azon kimenetelek szamat,
amikor pontosan k parositas térténik n kartyaval. Ezekkel a
jelolésekkel pm = Npo/ml.

~ Nk (Nn—ko _ () (n—K)!pnk
Pnk = o Y = o

—k .
_pn—k o 1 3 (_1)1
Tkl _k!,zg jr




A parositasi probléma

Az ut6bbi alakbdl régton latjuk, hogy

Am Pk =11 2 "k KL

1T = (-1)f e
/=0



Geometriai valoszinliségi mezo

Definicio
Geometriai valészinliségi mez6 esetén
> a lehetséges kimenetelek halmaza Q2 = H C R” szép
halmaz, aminek a mértéke (hossza, terllete, térfogata)
pozitiv és véges.
» az események .4 halmaza az 2 szép részhalmazai.

» egy A C H esemény valészinlisége aranyos a halmaz

mértékével, azaz
A(A)

P(A) = iy

ahol \ az n-dimenziés térfogat (hossz, terilet, térfogat).

Példak: Q = [0, 1] x [0,1], 2 =[0,1] x [0, 2],
Q=B0,1)={(x,y): X2+ y?> <1}



Példa

Egy négyzet belsejében egyenletes eloszlas szerint valasztunk
egy pontot. Mennyi a val6szinlisége, hogy a valasztott pont
kdzelebb van valamelyik oldalhoz, mint 1/4?



Feltételes valdszinliség

Definicio

(2, A, P) egy valészinliségi mez0, A, B események, és
P(B) > 0. Ekkor az A esemény B eseményre vonatkoz6
feltételes val6sziniisége

P(AN B)

P(AIB) =~z

Ha annyi informaciénk van a véletlen kisérletrél, hogy a B
esemeény bekdvetkezett, akkor az A esemény valdszinlisége
P(A|B).



Allitas
Régzitslink egy tetszéleges B eseményt, melyre P(B) > 0.
Ekkor Pg(A) = P(A|B) valészinliségi mérték A-n.



Allitas
Régzitslink egy tetszéleges B eseményt, melyre P(B) > 0.
Ekkor Pg(A) = P(A|B) valészinliségi mérték A-n.






Allitas (Szorzési szabaly)

Legyenek A+, Ao, ..., A, tetszbleges olyan események,
melyekre P(A1 N ...NA,_1) > 0. Ekkor

P(A1 n...N An) = P(A1 )P(A2|A1 )P(A3|A1 N A2) R
X P(An|A1 Nn...N An,1).



n=2-re:

P(An B) = P(A)P(B|A) = P(B)P(A|B).

Példa

Egy dobozban 12 kék és 3 fehér goly6 van. Visszatevés nélkil
hdzunk két golyét egymas utdn. Mi annak a valdészinlisége,
hogy mindkét golyd kék?

Jelblje K; azt, hogy az i-edik kék. Ekkor

P(K1 N Kg) =



Teljes eseményrendszer

Definicid

A By, B>, ... események teljes eseményrendszert alkotnak, ha
> minden i # j parra B; N B; = 0
> UX Bp=1qQ.



Tétel (Teljes valoszinliség tétele)

Legyen By, By, ... teljes eseményrendszer, melyre P(B,) > 0
minden n-re. Ekkor tetszbleges A € A esemény esetén

ZP A|B)P(By).



Szindbad

Szindbadnak jogaban all N haremhdlgy kézil egyet
kivalasztania oly médon, hogy az elétte egyenként elvonuld
hélgyek valamelyikére ramutat.

» mindig csak az éppen akkor elvonul6 lanyt valaszthatja
> egyértelmii szépségi sorrendje van
» barmely elvonulasi sorrend egyforman valészini

Stratégia: Szindbad k lanyt elenged, majd kivalasztja az elsot,
aki szebb az dsszes elbtte elvonultnal.

Mennyi a valészinlisége, hogy a legszebb hélgyet valasztja ki?
Milyen k esetén lesz ez a valészinliség a legnagyobb, ha N
elég nagy?



Szindbad

Jeldlje A; azt az eseményt, hogy a i-edik lany a legszebb,
i=1,2,...,N, és B azt, hogy Szindbad a legszebb lanyt
valasztja.



Szindbad

Ha /i > k, akkor Szindbad pontosan akkor valasztja a
legszebbet, ha az els6 i — 1 lany kdzll a legszebb az elsd

k-ban volt.
Tehat
P(BA) = ——
i—1
Osszegezve
N
1 k
ZP(A (B|A) > NI



Szindbad
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abra: A siker valoszinlisége k figgvényében, N = 100




Szindbad

Es ez mennyi?

Z

P(B) = %Z}

Integralkbzelité 6sszeg becslése integrallal:

Tehat



Szindbad

Hogy valassza Szindbad k-t?

P(B) ~ Ls log Ilzl
Az f(x) = xlog 1 fuggvény ° /

maximuma kell [0, 1]-en. HF |/
Maximumhely x = 1/e, £
maximum értéke: 1/e,
tehat k = [N/e].




Szindbad

» Szindbad megtudja N-et.
> Elenged k = [N/e] lanyt.
» Majd kivalasztja az els6t, aki szebb az 6sszes eddiginél.

» Ekkor nagyjabdl 1/e ~ 0,368 valészinliséggel a
legszebbbet valasztja.



Bayes-formula

Tétel

Legyenek A és B olyan események, hogy P(A) > 0, P(B) > 0.
Ekkor

P(B|A) = P(AI’D?Z\F)’(B).



Bayes-tétel
Tétel

Legyen By, By, ... telies eseményrendszer, melyre P(B,) > 0
minden n-re. Ekkor tetszbleges pozitiv valdszinliségi A € A
esemény esetén, tetszéleges k-ra

_ P(A|Bk)P(Bk)
PIBIA) = S~ P(AIB,)P(By)



Monty Hall probléma

Egy jatékos 3 csukott ajto kdzil 1-et valaszthat. Kettd mogott
kecske van, egy mogétt autd, de nem tudja, hogy melyik hol
van. A jatékos autét szeretne nyerni. Miutan egy ajtét kivalaszt,
a jatékvezetd kinyittat egy ajtot, amit nem valasztott a jatékos,
€s ami mogott kecske van. Ezutan felajanlja a jatékosnak, hogy
cserélhet ajtét. Megéri-e valtani?



Monty Hall probléma

TegyUk fel, hogy a jatékos az 1-es ajtét valasztotta, a
jatékvezetd a 2-est nyittatta ki. Jeldlje A; azt az eseményt, hogy
az auté az i-edik ajté mdgétt van, B pedig azt, hogy a
jatékvezetd a 2-es ajtét nyittatta ki.



Teszt

Egy szabalyos érmével kétszer dobunk. A lehetséges
kimenetelek szama

(@) 2
(b) 4
() 8
(d) 16



Teszt

Egy szabélyos érmével kétszer dobunk. Az események szama
(a) 2
(b) 4
(c) 8
(d) 16



Teszt

Egy szabalyos érmével kétszer dobunk. Az elemi események
szama

(@) 2
(b) 4
() 8
(d) 16



Teszt

Melyik NEM véletlen kisérlet?

(a) lottéhuzas (90-bdl 5)

(b) futballvilagbajnoksag déntdje

(c) sulyozott érmét egyszer feldobunk
(d) 26 tételbdl 2 kivalasztasa



Teszt

N N N/



