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Maximum likelihood mdédszer

Példa

Egy dobozban két pénzérme van. Az egyik szabalyos, a masik
cinkelt, 0,7 valészinliséggel ad fejet. Az egyik érmével 4-szer
dobunk. Az eredmény 3 fej és 1 iras. Vajon melyik érmével
dobtunk?



Maximum likelihood moédszer

Tekintsunk egy (2, A, P) statisztikai mez6t, ahol

P ={Py: 6 c ©}, ahol © C RX (altalaban egy-, néha
kétdimenziés). Egy adott x = (x1, ..., X,) realizacié esetén azt
a f paramétert fogadjuk el, mely mellett a legnagyobb a
valészinlisége az adott realizaciénak.



Példa

&1,. .., &n flggetlen Bernoulli(9)-eloszldsu.

P9((f1,...,§n) = (X1,...,Xn)) =



Maximum Likelihood gondolat

Po((&1,---,&n) = (X1, -, Xn)) La(Xq, ..., Xp) = 0°7(1 — 0)"5",

ahol s, = >"7; X;.
A 0 becslése az a 0 érték, melyre

Lé(X): sup LQ(X).
0€[0,1]



Adott s, n értékek mellett keressik a
Ly=06°(1-0)""°

flggvény maximumat a 6 € [0, 1] intervallumon.



ML altalaban
Definicid
Ha a hattéreloszlas diszkrét, akkor a likelihood-fiiggveny

Lo(X) = Lo(x1, ..., Xn) = Pg(¢ = X) = [ [ Pa(¢ = X)),
j=1

ha folytonos, akkor a likelihood-fliiggvény

n

Lo(X) = Lo(x1, ..., Xn) = [ ] fo(x)

=1

A 0 paraméter maximum likelihood becslése az x minta alapjan

o~

6(x) = argmax,ygLg(X).

Log-likelihood
25(X) = log Ly(X).



Hipergeometrikus eloszlas

Egy terlleten meg akarjuk becsitilni az ott él6 madarak
ismeretlen N szamat. Meggyirlzink M madarat, majd
befogunk n madarat, melyek kdézul m van meggytrizve.
Tegyik f6l, hogy m > 1, kiilénben fogjunk még madarat.
Megadjuk N ML becslését.

A likelihood fuggveny

Lu(m) = Pu(¢ = m) =

Ez milyen N-re maximalis?



Egyszer(l szamolassal

Lysa(m)  (N+1—m)(N+1-n)

Ly(m) (IN+1)(N+1—-M—-n+m)
pontosan akkor teljesul, ha

N<ﬂ—1.
m

Ezek szerint az (Ln(m))n>um sorozat monoton né [nM/m-ig,
ahol [-] az egészrészfliiggvény. Ezek szerint N ML becslése

N:[f;"ﬂ.



Exponencialis eloszlas



Egyenletes eloszlas



Momentumok modszere

Tth 0 = (04,...,0k), azaz k > 1 paraméterink van.
Vezessuk be a

mj:Eg(ff):gj(91,...,9k), j:1,2,...,k,

jelélést. Tfh, az els6 kK momentum egyértelmiien meghatarozza
a paramétereket. Ekkor vannak olyan hy, ..., h, flggvények (m
inverze), hogy

h,-(m1,...,mk):9,-, i=1,2,... k.



Definicio
A0 =(61,...,0k) momentum becslése a

-~

0, = hi(my,..., M), i=1,2,... .k,

statisztika, ahol m; az empirikus i-edik momentum, azaz

~ &
mi:nz;)(f’ i=1,2,... k.
/:

A nagy szamok gyenge torvénye szerint limp_, oo m; = m;. Innen
pedig egyszerlien adddik, hogy 6; konzisztens becslése 6;-nek
minden j-re.



Poisson-eloszlas



Exponencialis eloszlas



Normalis



Lineéris regresszié — motivacio

X ismert bemenet, y ismert kimenet. Kapcsolat y = f(x) + hiba.
Feltesszik, hogy a hiba véletlen, varhato értéke 0. A hiba
eredhet a mérés pontatlansagabdl (mérési hiba), hozzaadott
zajbol.

Nem ismerjuk az f fliggvényt, ezt akarjuk meghatarozni. Ez a
mesterséges intelligencia egyik alapfeladata, a tanulas.



Linearis regresszid

A legegyszerlibb esetet vizsgaljuk, amikor f(x) = ax + b
lineéris figgvény, ahol a, b € R nem ismertek. Ekkor az a, b
értékek meghatarozasa, becslése a feladat.

Adott az (x;,y;), i =1,2,...,nminta. Nem varunk pontos
linearis illeszkedést, nem lesz olyan a, b, hogy y; = ax; + b
minden i = 1,2, ..., n esetén teljesiljon. Négyzetes hibara
minimalizalunk, azaz keressiik azt az (&, b) part, melyre

n

h(a, b) = Z(YI — (ax; + b))?

i=1

négyzetes hiba minimalis.









h(a, b) pontosan akkor minimalis, ha
bzznzyn—aYn.
és

o O _ 2= Vn)(Xi = Xn)

Vn SO (X —Xn)?

Ez a legkisebb négyzetek modszere.



Emlékeztetd: elméleti linearis regresszié

(&,m) véletlen vektorvaltozé. n fliiggd valtozé,¢ fliggetlen
valtozd. Keressik az

h(a,b) = E (1 - (a& + b))?

flggvény minimumhelyét, azaz a legjobb a, b valasztast.
A legjobb lineéris kozelitést a

() = “ e (x ~ E(©) + E()

fliggvény adja. O a regressziés egyenes.



Konfidenciaintervallumok

Definicio

A (T1(€), T2(&)) statisztikaparral definiélt intervallum legalabb
1 — e megbizhatdsagi szintli konfidenciaintervallum a ()
parameéterre, ha

Po(T1(§) <(0) < T2(€)) 21—¢, VOO,

ahol € > 0 el6re adott kicsi szam.



Konfidenciaintervallum normalis eloszlas varhato
értékére ismert széras esetén

Legyenek &1, ..., &n ~ N(u, 03) fliggetlen véletlen valtozok, ahol
1 az ismeretlen paraméter, ag ismert. Megadunk pu-re pontosan
1 — e megbizhatdsagi szintli konfidenciaintervallumot.



Konfidenciaintervallum

Téetel

Ha &, n flggetlen normalis eloszlasu véletlen valtozok akkor
& + n is normalis eloszlasu.



Teszt

Melyik becslés NEM torzitatlan
» exponencialis eloszlas paraméterének ML becslése
» Poisson-eloszlas paraméterének momentumbecslése
» normalis eloszlas varhat6 értékének momentumbecslése
» mintaatlag



Teszt

Poisson-eloszlas paraméterét becsluljik. Az 1, 0, 1, 2 mintahoz
tartoz6 momentumbecslés

> 2
> 4
> 1
> mas



Teszt

Egy 2 paraméterll exponencidlis eloszlasbodl vesziink 3 elemi
mintat. A mintaatlag

» véletlen mennyiség, varhaté értéke 3
» determinisztikus, 1/2

» véletlen mennyiség, varhat6 értéke 1/2
> egyik sem



Teszt

A madarfogos feladatban mit becsilink?
> a befogott madarak szamat
> az egészséges madarak aranyat
> az §sszes madar szamat
» a beteg madarak aranyat



