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Ismétlés

Tétel (Centralis hatareloszlas-tétel)

&, 61,8, ... fggetlen, azonos eloszlasu vv, E(§) = u, D(§) = o
: P& —p) 1(51 1) _ 1 X2

Tétel (de Moivre—Laplace tétel)

Sn: egy p valoszinlségli A esemény bekdvetkezéseinek a
szama n Kisérlet soran

lim P (Sn—np < x> = d(x).
ne np(1 - p)



Példa

A sztochasztika alapjai kurzus 700 hallgatéjanak mindegyike
bemegy az els6 eldadasra. Ezt kdvetden minden hallgaté
minden tovabbi elbadas el6tt feldob egy szabalyos pénzérmét.
Ha fejet kap, akkor bemegy a kévetkez6 eléadasra, ha irast
akkor nem, és utana mar egyetlen eléadasra sem megy be.
Véletlen Vince a 700 hallgaté egyike. Mennyi a valészinlisége,
hogy Vince az 6sszes eléadasra bemegy? Varhatdéan hany
eléadason vesz részt? Mennyi a valészinlisége, hogy a

13. (utolsé) eldéadason lesz hallgaté? Varhatdéan hany hallgato
lesz a 2., 3., utolsé eléadason? Mennyi a valészinlisége, hogy
a negyedik eléadason 100-nal tdbb hallgaté vesz részt. Es
annak, hogy a tizenegyediken pontosan 2 hallgaté vesz részt?
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Binomialis — Poisson — Normalis
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Binomialis — Poisson — Normalis

o Binom(700, 1/1024)
A Poisson(700/1024)

valdszinliség
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Példa

Budapesten meg akarjak allapitani a dohanyosok p aranyat.
Ehhez kivalasztanak n egyént Ugy, hogy minden valasztasnal
mindenki ugyanakkora valészintséggel kerul kivalasztéasra, és
csak ezek kdzt nézik meg a dohanyosok S szamat. Legalabb
mekkora legyen az n, hogy a kapott p’ = S/n arany legalabb
0,95 valészinlséggel legfeljebb 0,005 hibaval kdzelitse a valddi
p aranyt, akarmiis p € (0,1)?






Statisztikai alapfogalmak

Flggetlen, azonos eloszlasu véletlen valtozék egy &, &4, &o, . . .
sorozatat statisztikai mintanak nevezzik. K6zds (ismeretlen)
eloszlast hattéreloszlas. A minta egy adott realizaciojat

X1, ..., Xp jel6li. A minta egy T flggvényét statisztikanak
nevezzlk.



Alapstatisztikak

£1,6, ..., &n egy n-elem{l minta.
Definicio
Az

=1
5n=5;sf

a mintaatlag.



Torzitatlansag
En = 15 2?21 §i

E (&) =



Konzisztencia

P(|Z,,—M|>a)—>0



Az empirikus szérasnégyzet

Tétel (Steiner-formula)

Tetszbleges x4, . .., Xn értékekre és ¢ valés szamra

1 < 1 < _ _
7 Z(Xi —c)f = = Z(Xi —Xn)? + (Xn — C)2.
i=1 i=1



A ¢ = 0 valasztassal

Vo= 5"& - (@)



A ¢ = 0 valasztassal

Vn = 1 2512 - (zn)z'



Korrigalt empirikus szérasnégyzet

n—1

Vi) = G- &2 = T vao)
i=1

torzitatlan becslése a szérasnégyzetnek.



Tétel

Ha E(¢%) < oo, akkor mind az empirikus szoérdsnégyzet, mind a
korrigalt empirikus szorasnégyzet gyengén konzisztens
becslése a szorasnégyzetnek.



Az (&1,m),. .., (&n, mn) Minta empirikus kovarianciaja

n

Cn(&,m) = %Z(f &) Zfﬂ?/ Enlln-

i=1

Tétel

Legyen (&,7), (&1,m1), (§2,m2), - . . Olyan statisztikai minta,
melyre Eq(¢*) < oo, Eg(n*) < oo, minden § € © esetén. Ekkor a
il _
Cn=— Z(gl —&n)(Mi — 7p)

i=1

empirikus kovariancia gyengén konzisztens becslése a
kovariancianak.



Jelolés

A konkrét realizaciobdl szamolt értékeket a megfeleld
kisbetlkkel jeldljik, igy konkrét x4, ..., X, realizacidhoz tartozé
mintaatlag és empirikus szérasnégyzet



Definicid
Az &4,..., &, minta empirikus eloszlasfliggvénye

Fn(x) = % {i: & < x}.

Indikatorvaltozokkal:



Definicid
Az &4,..., &, minta empirikus eloszlasfliggvénye

Fn(x) = % {i: & < x}.

Indikatorvaltozokkal:

n

Fn(x) = %Zﬂ(f’ < X).

i=1

A flggetlenség miatt I(&1 < x),...,1(&n < x) flggetlen
Bernoulli-eloszlasu véletlen valtozék p = F(x) paraméterrel.



Allitas
Legyen &1,&o, ... az F hattéreloszlasbol szarmazé minta, €s
tekintsliik ennek az F,, empirikus eloszlasfiiggvényét. Ekkor

E(F()) = F(x). D¥(Fy(x)) = F2L—FCI)

Tovabba, tetszbleges x € R esetén, tetszbleges ¢ > 0 szamra

lim P(|Fa(x) = F(x)| > ¢) = 0.



Példa
Az x4 = 40, xo = 45, x3 = 40, x4 = 42, x5 = 36 minta empirikus
eloszlasfliggvénye:
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Maximum likelihood mdédszer

Példa

Egy dobozban két pénzérme van. Az egyik szabalyos, a masik
cinkelt, 0,7 valészinliséggel ad fejet. Az egyik érmével 4-szer
dobunk. Az eredmény 3 fej és 1 iras. Vajon melyik érmével
dobtunk?



Maximum likelihood moédszer

Tekintsunk egy (2, A, P) statisztikai mez6t, ahol

P ={Py: 6 c ©}, ahol © C RX (altalaban egy-, néha
kétdimenziés). Egy adott x = (x1, ..., X,) realizacié esetén azt
a f paramétert fogadjuk el, mely mellett a legnagyobb a
valészinlisége az adott realizaciénak.



Példa

&1,. .., &n flggetlen Bernoulli(6)-eloszlasu.
Py ((€1,---16n) = (X1, Xn)) = 0271 %(1 — )72 %,

Tehét az (xq,. .., Xp) realizacidhoz tartozo valészinliség, ha 6 a
valédi paraméter

Lo(X1,...,%n) = 6°(1 —6)"*n,

ahol s, = Y74 ;.



L@(X1 P 7XI’7) = 95"(1 - e)n_snu

ahol s, = Y7, X;.

Azt a 0 értéket gondoljuk az igazi paraméternek, mely esetén
az adott kimenetel a legvalosziniibb. Azaz a ¢ paraméter
becslésére azt a 6 értéket valasztjuk, melyre

La(x) = sup Ly(x).
0€[0,1]



Adott s, n értékek mellett keressik a
Ly=06°(1-0)""°

flggvény maximumat a 6 € [0, 1] intervallumon.



ML altalaban

Definicid
Ha a hattéreloszlas diszkrét, akkor a likelihood-fiiggvény

n
Lo(X) = Lo(x1, ..., Xn) = Po(¢ = x) = [ Pa(¢ = X)),
j=1
ha folytonos, akkor a likelihood-fliggvény
n
Lo(X) = Lo(x1,. .., Xn) = [ [ fa(x).
j=1

A 0 paraméter maximum likelihood becslése az x minta alapjan

~

6(x) = argmax,g Lg(X).



Log-likelihood

A szorzatalak miatt altalaban kényelmesebb a likelihood
flggvény logaritmusaval szamolni, amit log-likelihood
flggvénynek nevezlnk, azaz

lp(X) = log Ly(x).

Mivel a logaritmus fliiggvény szigorian monoton nd, ezért L és
¢ maximumhelye megegyezik.



Hipergeometrikus eloszlas

Egy terlleten meg akarjuk becsllni az ott él6 madarak
ismeretlen N szamat. MeggyUriziink M madarat, majd
befogunk n < M madarat, melyek kéztl m van meggyUrizve.
Tegyuk fél, hogy m > 1, kulénben fogjunk még madarat.
Megadjuk N ML becslését.



Hipergeometrikus eloszlas

Egy terlleten meg akarjuk becsllni az ott él6 madarak
ismeretlen N szamat. MeggyUriziink M madarat, majd
befogunk n < M madarat, melyek kézil m van meggydarizve.
Tegyuk fél, hogy m > 1, kulénben fogjunk még madarat.
Megadjuk N ML becslését.

A likelihood figgvény

My (N—M
(m) (n—m)

N b

(n)
ahol ¢ jeldli a masodszorra befogottak kézil meggyltrizéttek

szamat. A feladat meghatarozni, hogy ez milyen N esetén lesz
maximalis. Ez az N lesz a ML becslés.

Lny(m) =Pn(E=m) =



Egyszer(l szamolassal

Lysa(m)  (N+1—m)(N+1-n)

Ly(m) (IN+1)(N+1—-M—-n+m)
pontosan akkor teljesul, ha

N<ﬂ—1.
m

Ezek szerint az (Ln(m))n>um sorozat monoton né [nM/m-ig,
ahol [-] az egészrészfliiggvény. Ezek szerint N ML becslése

N:[f;"ﬂ.



Teszt

Varhatoan hany eléadasra megy be Vince?
> kb. 2
> 4
> kb. 7
» Poisson(700/1024)



Teszt

A dohanyosok aranyanak meghatarozasa feladatban a
szikséges mintaelemszam melyik paramétertdl fligg jobban?

> a becslés hibajatol

» a megadott valészinliségtol
> egyiktdl sem fligg

» egyforman fligg mindkett6tol



Teszt

Poisson-eloszlast akkor kapunk, ha

» sokszor ismétliink egy kisérletet, és nagy valoszinlségi
esemény bekdvetkezéseit szamoljuk

> sokszor ismétlink egy kisérletet, és kis valészinliségl
esemeény bekdvetkezéseit szamoljuk

» 5-sz0r ismétliink egy kisérletet, és nagy valészinliségi
esemény bekdvetkezéseit szamoljuk

> 5-sz0r ismétliink egy kisérletet, és kis valdszinliségl
esemény bekdvetkezéseit szamoljuk



Teszt

A mintaatlag gyengén konzisztens becslése a varhato
értéknek, a

» |l. Borel-Cantelli-lemma miatt

» nagy szamok térvénye miatt

> teljes valészinliség tétel miatt

» centralis hatareloszlas-tétel miatt



Teszt

Legyen V& egy 5 elemii mintdhoz tartozo korrigalt empirikus
szérasnégyzet, melyben a hattéreloszlas varhaté értéke 0,
szorasnégyzete 2. Ekkor Vi varhato értéke

> 0
> 5
> 2
> mas



