Valoszintiségszamitas
6. feladatsor: véletlen vektorvdltozok, kovariancia, feltételes vdarhato érték

1. Egy vallalat egy honapra esd profitja a havi teljes bevétel és a havi tel-
jes kiadas kiilonbségeként all el6, ahol a bevétel és a kiadas is valoszintiségi
valtozo. A bevétel varhato értéke 120 millié forint 30 millié forint széréssal,
mig a kiadas varhato értéke 80 millié forint 20 millié forint szoérassal. Haté-
rozzuk meg az egy honapra jutd profit varhato értékét és szordsat akkor, ha
a bevétel és a kiadas fliggetlen, illetve akkor, ha a kozottiik 1évé korrelacios
egyiitthato 0,8. A korrelaci6 fiiggvényében irjuk fel formulaval és dbrazoljuk
grafikonon a profit varhato értékét és varianciajat.

2. Bence és Luca testvérek. Ebéd utan mindketten véletlentdl fiiged ideig
alszanak. Bence esetében ez atlagosan 2 ora, a szoéras 30 perc, mig Luca
esetében 1,5 6ra, 20 perc szordssal. Hatarozzuk meg Bence és Luca egyiittes
(Bence + Luca) alvasédnak varhato értékét és szorasat, ha az alvasmennyi-
ségek egymaéstol fiiggetlenek, illetve akkor, ha a kozottiik 1évs korrelacios
egyiitthato 0,5.

3. Legyenek X1, X5, ... fiiggetlen [0, 1]-en egyenletes eloszlasu véletlen valto-
zok. Adjuk meg m,, = min{ Xy, ..., X, }, véletlen valtozo eloszlasat, varhato
értékét és szorasat. Hatarozzuk meg nm,, valtozé hatareloszlasat!

4. Héarom, kiilsére egyforma érmével a fejdobas valoszintisége 1/4,1/2, és
3/4. Véletlenszertien valasztunk egy érmét, és azzal kétszer dobunk. Legyen
n a fej valoszintisége a valasztott érmén, £ a dobott fejek szama. Adjuk meg
az egylittes eloszlést!

5. Két szabalyos kockaval jatszunk. Jelolje X az els6 kockaval dobott szdmot
és Y a dobott szamok nagyobbikat. Adjuk meg az egyiittes eloszlast és az
Osszeg varhato értékét, szorasat!

6. Egy szabalyos kockéaval N-szer dobunk, ahol N ~ Poisson(\). Jeldlje X az
egyesek, X a kettesek szamét. Adjuk meg az egyiittes eloszlast! Hatarozzuk
meg X1, Xy kovarianciajat és korrelaciojat!

7. Legyen az (X,Y) véletlen valtozo. eloszlasa egyenletes az egységkorben.
Hatarozzuk meg az egyiittes eloszlasfiiggvényt és a peremeloszlasok stirtiség-
fiiggvényeit!

8. Legyen az X és Y véletlen valtozok egylittes stirtiségfiiggvénye
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Hatéarozzuk meg a peremeloszlésokat!



9. Legyen f(z,y) = c(z+y), 0 < z,y <1, egy (X,Y) vektorvaltozo stiriiség-
fiiggvénye. Mennyi ¢ értéke? Adjuk meg a peremeloszlasokat, varhatéd érték
vektort, kovarianciamatrixot! Szamoljuk ki Xe¥ varhato értékét!

10. Legyen X és Y fiiggetlen Poisson eloszlast véletlen valtozo A illetve p
paraméterrel. Hatarozzuk meg X + Y és XY varhato értékét és szorasat,
valamint a két valtozo kovariancidjat.

11. Legyen az X és Y valtozok egyiittes stirtségfiiggvénye
fla,y) =677 (2,y > 0),

0, kiilonben. Hatéarozzuk meg az egyiittes és marginalis eloszlasfiiggvényeket!
Adjuk meg a kovarianciamatrixot!

12. Legyen X és Y egyiittes strtisége f, ahol
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Hatarozzuk meg a kovarianciamatrixot!

13. Legyen az (X,Y) véletlen vektor stirtisége f(z,y) = 3/2°, hax >y >0,
x > 1. Adjuk meg a kovarianciamatrixot!
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= ze *04Y) ha z,y > 0.

14. A szamegyenesen egy bolha ugral. A 0-bél indul és minden ugrasanak
hossza 1. Minden ugrasnal az el6z6ektdl fiiggetlentil p valoszintiséggel jobbra,
1 — p valoszintiséggel pedig balra ugrik. Mennyi annak a valoszintisége, hogy
eljut az 1-be?

15. A szamegyenesen egy bolha ugral. A 0-bél indul és minden ugrasanak
hossza 1. Elszor az 1-be ugrik, majd a kovetkezd ugras mindig p valoszi-
niiséggel az el6zével egyezs, 1 — p valoszintiséggel pedig ellentétes irdnyu.
Mennyi annak a valoszintisége, hogy visszajut a 0-ba?

16. Egy bolha ugral az ABCD négyzet cstucsain, az A cstcsrol indulva. Min-
den egyes ugrasnal 1/2 — 1/2 valoszintséggel valamelyik szomszédos csicsba
ugrik. A bolha akkor all meg, ha az utols6 olyan cstcsot is eléri, amin addig
még nem volt. Hatarozzuk meg, hogy melyik csiics mekkora valdszintiséggel
lesz utolso!

17. Legyen K egy egységnyi teriiletd szabalyos haromszog, és valasszunk
n fiiggetlen véletlen pontot egyenletesen K-bol. Jelolje K, K 0Osszes olyan
eltoltjanak metszetét, ami tartalmazza a valasztott pontokat. Mennyi K,
teriiletének a varhato értéke?



