Valoszintiségszamitas
2. feladatsor: kombinatorikus valdsziniséyg, szita, geometriai valdsziniség

1. Mennyi a valdészintisége, hogy egy n {6s tarsasdgban senkinek nincs sziile-
tésnapja szeptember 21-én? Legalabb mekkora legyen n, hogy ez a valdszi-
niisége 1/2-nél kisebb legyen?

2. Egy urnaban k-féle szint goly6 van, mindegyik szintib6él ugyanannyi darab.
Egyenként hizunk a golyokbol ugy, hogy minden hizas utan visszatessziik a
kihtizott golyot, és minden huzasnal barmelyik goly6 ugyanolyan valoszint-
séggel keriilhet kihtizasra.
(a) Mennyi annak a g, valoszintisége, hogy legalabb n huzas kellett ahhoz,
hogy minden szin eléforduljon?

(b) Mennyi annak a p, valésziniisége, hogy n hizéas soran minden szin
eléfordult, és ez az m-edik huzéasnal kovetkezik be el@szor (vagyis az
els6 (n — 1) huzas soran csak (k — 1) szin fordult els) ?

3. Sorban elhelyezett n dobozba taldlomra berakunk N golyét tgy, hogy az
Osszes elhelyezés egyforméan valdszini. Mennyi a valdszintisége, hogy az elsé
k doboz egyike sem {iires?

4. Egy kockit addig dobunk, amig mind a 6 szam el§ nem fordul. Legyen
pn annak a valoszintisége, hogy ez elGszor az n-edik dobéasra kovetkezik be.
Hatarozzuk meg p,-et!

5. A Faluvégi Kurta Kocsma el6tt 5 bicikli all. Zarora el6tt egymas utéan
jon ki az 5 tulajdonos, és mindegyikiik véletlenszerten valaszt egy kerékpart.
Mennyi a valoszintisége, hogy senki sem a sajat biciklijén jutott haza?

6. 100 halalraitélt, 1-t6l 100-ig megszamozott rabnak a bortonigazgato6 ad egy
utolso esélyt. Az igazgato egy 100 fiokos (ugyancsak 1-t61 100-ig szamozott)
szekrény fiokjaiba beteszi (véletlen sorrendben) a szamokat. Minden fiokba
pontosan egy szam keriil. Ezutdn a rabok egyesével bemennek a szobéba,
ahol kinyithatnak 50 fiokot. A fidkokat visszacsukjék, a szekrényben nem
rendezhetik &t a szamokat, mindent tgy hagynak, ahogy volt. Ha minden
rab megtalédlja a sajat szamat, akkor kiszabadulnak, kiilonben mindegyikiiket
kivégzik.

7. Mennyi a valoszintisége, hogy n elem véletlen permutacidjaban a leg-
hosszabb ciklus xn-nél hosszabb, ahol = € (1/2,1)7



8. Egy urnaban 101 goly6 van, koziililk pontosan hérom piros. A golyo-
kat visszatevés nélkiil egyesével kihtizzuk. Hanyadik helyen legvaldszintibb a
masodik piros?

9. A [0,1] intervallumot felosztjuk két véletleniil radobott ponttal harom
részre. Mennyi annak a valoszintisége, hogy

(a) mindharom szakasz hossza nagyobb, mint 1/47
(b) mindharom szakasz hossza kisebb mint 1,/27

(c) a szakaszokbol haromszog szerkeszthet?

10. Andras és Betti munkaideje egymastol fiiggetleniil egy-egy du. 4 és 6
kozotti egyenletes eloszlast idépontban ér véget. Munkaidejiik végeztével
mindketten elmennek egy, munkahelyiikt6l azonos tavolsagra levé kavézoba,
ahol elfogyasztanak egy csésze kavét. Andrés esetében ez 10 perc, Betti
esetében 20. Mi a valoszintisége, hogy talalkoznak?

11. Anna és Szabina minden szerdén fodraszhoz mennek. Anna 2 és 3 6ra ko-
zOtt, Szabina pedig 2 és fél 3 kozott végez egy véletlenszerd idGpontban, egy-
mastol fiiggetlentiil. Egymast megvarjak, majd egytitt indulnak haza. Mennyi
annak a valdszintisége, hogy egy adott napon negyed 3 utan indulnak haza?
Mennyi ez a valoszintiség, ha tudjuk, hogy Anna legaldbb 10 perccel korabban
végzett, mint Szabina?

12. Tekintslink egy egységnyi keriilet kort, és ennek egy rogzitett pontjat.
Vélasszunk tovabbi két pontot a kdrvonalon egymastol fiiggetleniil egyenletes
eloszlas szerint. Mennyi a valoszintisége, hogy a harom pont altal meghaté-
rozott haromszog fedi a kor koézéppontjat?

13. Egy kor keriiletén valasszunk n pontot egymaéstol fiiggetleniil, egyenletes
eloszlas szerint. Mennyi annak a valoszintisége, hogy a pontok konvex burka
tartalmazza a kor kozéppontjat? Mennyi ez a valoszintiség, ha a pontokat a
kor belsejében valasztjuk fliggetleniil, egyenletes eloszlas szerint?

14. Egy adott n természetes szamra két jatékos véletlenszertien (egyenletes
eloszlassal) valaszt egy kozos 0 < j < n szamot, majd egymastol fliggetleniil
mindegyikiik véletlenszerten kivalasztja {1,2,...,n} egy j elemii részhalma-
zat. Legyen p, annak a valoszintisége, hogy ugyanazt a halmazt valasztotték.
Igazoljuk, hogy

n

Zpk =2logn+ 2y —1+o(1),
k=1

ahol v az Euler-féle konstans.



