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Véletlen vektorvaltozék

Definicié
&= (&,...,&n) : Q — R" véletlen vektorvaltozé, ha minden
komponense véletlen valtozé. Eloszlasfliggvénye

F(X1,...,%n) =P(& < Xq,...,&n < Xn).

(&1, ...,&n) véletlen vektorvaltozo diszkrét, ha értékkészlete
megszamlalhato.

&, 1=1,2,...,n, eloszlasa a peremeloszlas, vagy marginalis
eloszlas



Trinomialis eloszlas

Szabalyos dobdkockaval n-szer dobunk. ¢ a hatosok, n
egyesek szama

peremeloszlasok: mind a hatosok, mind az egyesek szdma
binomialis eloszlasu véletlen valtozé (n,1/6) paraméterrel:

P(¢ = k) = P( = k) = (Z) (é)k@)k k=01, .n

igy,



Trinomialis eloszlas

Szabalyos dobdkockaval n-szer dobunk. ¢ a hatosok, n
egyesek szama

(&,m) lehetséges értékei: olyan (k, ¢) parok, melyre
0<k,l<n,eés k+¢<n. Amegfeleld valészinliségek

re-ta-0-()) 0 (4



Flggetlenség

Definicid
&1,...,&q flggetlenek, ha minden xq, ..., X, € R esetén

P(&1 < X1,...,&n < Xn) = P(& < X1)...P(&n < Xn).

Allitas
&, ..., &n diszkrét véletlen valtozok ugy, hogy & lehetséges
értékeixf’),x( ) ..., i=1,2,....n. Ekkoré¢;,... & pontosan

akkor fliggetlenek, ha

P& =x", &= x") = P& = x{") ... P(&n = x7)

tetszbleges i, . . ., in indexekre.



Kockadobas

Példa

Egy szabalyos dobdkockaval kétszer dobunk. Jeldlje £ az elsd,
n a masodik dobas eredményét. Ekkor tetszbleges
k,te{1,2,...,6} esetén

1 1 1
P(ézk,nze):%zé ézp(gzk)-P(T]:;e)’

azaz ¢ és n fuggetlenek.



Allitas
&, n flggetlen diszkrét véletlen valtozok.

E (91(£)g2(n)) = E(91(£)) E(g2(n)) -
Specialisan, ha ¢ és n fliiggetlenek, akkor E(¢n) = E(§)E(n).

E(91(£)92(n))
= Z Z 91 (X)G2(V)P(E = X1 = ¥))  E(h(en)=5 5 hix ) PE=x=1)

- 2291 Xi)g2 yl )P(€ = x;))P(n = YJ) fiiggetlenség
—291 X/)P §=X ZQZ}/j 77—}//
= E(91( )E(g2(n))-



Kovariancia, korrelacio

Definicid

Az ¢ és n véletlen valtozok kovarianciaja
Cov(&,n) = E[(£ — E(£))(n — E(n))],

korrelacidja

_ Cov(¢,n)
P& = b




Tulajdonsagok

Allitas
Tetszbleges &,&4, ..., &n, 1,1, - - - ,m VEletlen valtozok és a, b
valdés szamok esetén igazak az alabbiak.
(i) Cov(¢,€) = D?(¢);
(i) Cov(&,n) = Cov(n,§);
(i) Cov(&,n) =E(¢n) — E(OE(n);
(iv) Cov(a(¢ + c),b(n+ d)) = abCov(&,n);
(v) Cov (27:1 &is > 77/') = YL 2L Cov(&i, my);
(vi) ha ¢ ésn fluggetlenek, akkor Cov(&,n) = 0.



(i) Cov(¢,¢) = D?(¢);
(i) Cov(&,n) = Cov(n,¢&);
A definicié azonnali kbvetkezménye.
(i) Cov(&,n) = E(&n) — E(OE(n);
Cov(¢,n) = E((€ — E(£))(n — E(n)))
= E(&n — €E(n) — E(&)n + E(OE(n))
= E(¢n) — E(OE(n).



(iv) Cov(a(¢ + c),b(n+ d)) = abCov(¢, n);
Cov(a(¢ + ¢), b(¢ + d))
= E[(a(¢ + ¢) — E(a(¢ + ¢)))(b(n + d) — E(b(n + d)))]
= abE(({ — E(€))(n — E(n))) = abCov(¢, 7).

(V) Cov (S°7Ly & 370y 1) = S0y o4 Cov(&ivmy);
Cov (Zg, Zn,) E(Z & — E(&)) )
= i=1 l:1

=> > E((& — E(&)(n; — E(n)))

i=1 j=1

= Z Z Cov(¢, )

i=1 j=1

|
M 3

S}
3



(vi) ha ¢ és n fliggetlenek, akkor Cov(¢,n) = 0.

A fuggetlenségbdl kbvetkezik, hogy E(¢n) = E(€)E(n), igy (iii)
szerint Cov(&,n) = 0.



Allitas
(i) Bunyakovszkij—Cauchy—Schwarz-egyenlétlenség:
[Cov(¢&,n)| < D(£)D(n).

Innen addédik, hogy p(¢,1) € [-1,1];
(i) hap(&,n) =1, akkor

& =E(&) + 531 — E):



Bizonyitas

U, V véletlen valtozok, t € R: E[(U + tV)?] > 0, ezért a
p(t) = E[(U + tV)?] = PE(V?) + 2tE(UV) + E(U?)
t-ben masodfoku polinom diszkriminansa nempozitiv. Azaz

4[E(UV)]? < 4E(UP)E(V?),

IE(UV)| < /E(U2)E(V2).

Az U=¢ —E(¢) és V =n — E(n) valasztassal ez éppen az
allitas.

igy



Bizonyitas

Ha [p(¢,7)| = 1, akkor a masodfoku p polinom diszkriminansa

0. Igy
D(¢)

_E[(€ —ES)(n—En)] _ (e 2
" D(n)

E[(n — En)?]

o =
zérushely, vagyis
&€ —E(&) + to(n — E(n)) =0,

ami éppen a bizonyitando.



Osszeg szérasnégyzete

Legyenek &, n véletlen valtozok, p a korrelaciojuk. Ekkor

D?(¢ + 1) = Cov(¢ +n, £+ 1)
= Cov(¢,£) +2Cov(&,n) + Cov(n, n)
= D?(¢) + 2D(£)D(n)p + D?(n).



Osszeg szérasnégyzete

Ha ¢ és 7 figgetlenek, akkor p = 0, igy
D?(¢ +1) = D?(¢) + D?(n).

Indukcidval, ha &1, &, .. ., &, paronként fuggetlen (korrelalatlan)
véletlen valtozok, akkor

D? (Z 5:‘) => D*).
P i=



Kovariancia

Példa

Egy szabalyos dobdkockaval n-szer dobunk. Jeldlje ¢ a
hatosok, n egyesek szamat! Adjuk meg a varhato értéket,
szorast, kovarianciat, korrelaciot!

A Kkovariancia tulajdonsagai szerint

D?(¢ + ) = D?(€) + 2Cov(¢, n) + D?(n).

Mivel ¢, n binomialis (n,1/6) paraméterekkel, igy
D2(¢) = D?(n) = ng - &. Tovabba, ¢ + 1 binomidlis (n, 2/6)
paraméterekkel, igy D2(¢ + ) = nj - 5. Rendezve adddik, hogy

’
Cov(¢,n) = —%, p(&,n) = 5



Linearis regresszi6 felé

Példa

3, kulsére egyforma érmével a fejdobas valészinlisége
1/4,2/4,3/4. Véletlenszerlien valasztunk egy érmét, és azzal
kétszer dobunk. Legyen n a valasztott érmével dobva a fej
valészinlisége, ¢ a dobott fejek szama. £-bdl szeretnénk n
ertékére kovetkeztetni.

¢ lehet 0,1,2, mig n lehet 1/4, 1/2, 3/4. A szorzasi szaballyal
kapjuk

(e end



Lineéris regresszio6 felé

Hasonléan

1

(&,7m) egylttes eloszlasa:

w| =

nefol1]2]x
T oo 6| L1
z 48 | 28 | 38 || 3
S T B B
2 12 6 12 3
3 4 [6 ]9 |1
4 28 | 28 | 38 | 3
SEIEIEIE



Lineéris regresszio6 felé

A sztochasztika alapjai kurzus elején a hallgatok kitdltenek egy
tesztet, mely az eddigi matematika tudasukat méri. A kurzus
teljesitéséhez a félév végén is kitéltenek egy tesztet a kurzus
anyagabdl. A korabbi évek tapasztalatai alapjan feltehetd, hogy
az i-edik hallgaté elso teszten elért pontszama &;, a masodikon
ni = 5’;5'{, ahol &1,&o, ... és &}, &, . .. figgetlen normalis
eloszlasu valtozék . = 50 varhato értékkel és o = 10
szérassal, i =1,2,...,N, ahol N a hallgatok szama.




2.teszt ponitszama

70

60

50

40

1. leszt pontszama

abra: 100 hallgat6é pontszamanak alakulasa




Szamitsuk ki a két valtozo, £ és n korrelacios egyutthatojat! A
kovariancia tulajdonséagai szerint

§+¢

1
Cov(é.n) = Cov (& <55 ) = JCov(c. &) + 5Cov(c.€) = HD(6)

2

A szorasok D?(€) = 100, és a fliggetlenség miatt

%) = 02 (£55) = 4 (P2(0) + (€)= 50,

ahonnan a korrelaciés egyutthato

Cov(g.n) 1 1
D(©)D(n) ~ 2D(OD(n) _ v2

p(&,n) =



Ha ismerjik ¢ értékét, akkor

e[+ s
Elle) — € |5 1| ~ 25+ 5,

hiszen ¢ értékét pontosan tudom, &’ varhaté értéke pedig 50,
és ¢ fuggetlen ¢’-16l. Ez éppen a regresszids egyenes.



Linearis regresszid

(&,m) véletlen vektorvaltozé. Az n valtozét tekintem fliggd
valtozénak, ennek az értékére szeretnék kdvetkeztetni a £
flggetlen valtozd értékébdl. Vagyis ismert £ esetén szeretném
megmondani 7-t. Keresslk azokat az a, b valés szamokat,
melyre a n — (a& + b) valtozd kicsi. A kicsiséget négyzetes
hibaban mérve, keressiik az

h(a,b) = E |(n - (a5 + b))?

flggvény minimumhelyét, azaz a legjobb a, b valasztast.



Linearis regresszid

E (- (a+ b))

—E |((n— &) — E(y - &) + E(n — &) - b)’
—E[((n - a) — E(y — a))?| + [E(y — &) - b°
+2E [((y — a€) — E(n — &€))] (E(n — &) - b)
((n— &) — E(n — a8))?| + [E(n — &) - b

=E

latjuk, hogy b = E(n) — aE(¢) valasztés adja b-ben a
minimumhelyet. Tehat a D?(n — a¢) mennyiség minimuma kell
a-ban. A szérasnégyzetre vonatkoz6 formulak szerint

D3(n — a) = Cov(n — at,n — at)
= D?(1) 4+ &?D?(¢) — 2aCov(n, §).



Linearis regresszid

D?(n — at) = D?(n) + a°D?(¢) — 2aCov(y, ).

Ez a-ban masodfokl polinom, fdegyUtthatoja pozitiv. Ennek
minimumhelye

_ 2Cov(1,£) _ Cov(n, &)
2D2(¢) D2(5)

Ezek szerint a legjobb linearis kbzelitést a

0(0) = g (x ~ E(©) + E()

fuggvény adja. O a regresszids egyenes.
Ha ¢ és n korrelalatlanok, azaz Cov(¢, ) = 0, akkor a legjobb
kdzelités E(n), vagyis £ semmi informaciot nem ad n értékérdl.




