Valo6szintiségszamitas
8. feladatsor: CHT, feltételes, Borel-Cantelli lemma

1. Chicago és Los Angeles kozott két vasitvonal van, melyek mindegyikén egy-egy
vonat kozlekedik. Mindkét vonat egyidében indul, lényegében egyforman kényelmes és
k személyes. Tegyiik fel, hogy 1000 utas egymastol fliggetleniil 1/2—1/2 valoszintiséggel
véalaszt vonatot. Legalabb mekkora legyen az iil6helyek £ szama, hogy 0,01-nél kisebb
legyen annak a valoszintisége, hogy lesz olyan utas, akinek nem jut iilGhely?

2. Magyarorszagon, és mindeniitt a vilagon, tobb fitgyermek sziiletik, mint lany. Az
ujsziilottek 52%-a fia, 48%-a lany. Nevezziik ldnyos napoknak/heteknek azokat a na-
pokat /heteket, amikor t6bb lany sziiletik, mint fiu.

(a) Szegeden naponta 9 gyermek sziiletik. Mennyi a pontos valoszintisége, hogy Sze-
geden egy adott nap lanyos nap? Milyen eloszlast az egy héten bekoévetkezett
lanyos napok szama? Varhatéan hény lanyos nap van egy héten?

(b) Budapesten naponta 100 gyermek sziiletik. Mennyi a kézelitd (normaélis kozelités,
de Moivre-Laplace-tétel) valoszintisége, hogy Budapesten egy adott nap lanyos
nap?

(c) Egész Magyarorszagon egy héten 2500 gyermek sziiletik. Mennyi a lanyos hét be-
kovetkezésének kozelits valoszintisége? Varhatéan hany lanyos hét lesz 2020-ban?
Adjuk meg annak a kozelit§ valoszintiségét (Poisson-kozelités), hogy legalabb 3
lanyos hét lesz 2020-ban.

3. Egy étteremben kétféle menti koziil lehet valasztani. A vendégek 5/6 valoszintiséggel
A meniit, 1/6 valosziniiséggel B meniit véalasztanak. Egy adott napon 500 vendég
érkezik. A vendéglss 420 A és 100 B meniit készitett els. Feltételezve, hogy a vendégek
egymastol fliggetleniil valasztanak, mi a valoszintisége, hogy mindenkinek jut olyan
ment, amilyet kér?

4. Egy szerencsejatékon a nyerési esélyed 1/11. Ha nyersz, visszakapod a feltett tétet
és még nyereményként annak kilencszeresét. Elegendd sok kezdétskével indulva ezer
alkalommal felteszel 1-1 petédkot. Mi a valdszintisége, hogy ezer jatszma utan még
legalabb annyi pénzed van, mint kezdetben volt?

5. Budapesten meg akarjak allapitani a dohanyosok p aranyat. Ehhez kivalasztanak
n egyént ugy, hogy minden valasztasnal mindenki ugyanakkora valoszintiséggel keriil
kivalasztasra, és csak ezek kozt nézik meg a dohanyosok k szamat. Legalabb mekkora
legyen az n, hogy a kapott p’ = k/n arany legalabb 0,95 valoszintiséggel legfeljebb 0,005
hibaval kozelitse a valodi p aranyt, akarmi is p € (0,1)?



6. Legyenek X, Xs, ... fiiggetlen Exp(1) eloszlasu véletlen valtozok. Igazoljuk, hogy

X
lim sup =1 m.b.
n—oo lOgn
7. Legyenek X1, X, ... fiiggetlen nemnegativ egész értékii véletlen valtozok. Mutassuk
meg, hogy az X; + X + --- sor akkor és csakis akkor konvergens m.b., ha

> P(X,>0)<o0.
n=1

8. Legyenek X, X,,... fliggetlen véletlen valtozok, melyekre X, ~ Bernoulli(1/n).
Igazoljuk, hogy X, LN 0, de limsup,,_, ., X, = 1 majdnem biztosan.

9. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges hurokélmentes grafbol paros grafot kaphatunk leg-
feljebb az élek felének elhagyéasaval!

10. Egyenletes eloszlas szerint valasztok egy p értéket a [0,1] intervallumon, majd
gyartok egy olyan érmét, mely p valoszintiséggel ad fejet. Jelolje X annak a dobésnak
a sorszaméat, mikor elGszor dobok fejet. Adjuk meg X eloszlasat és varhato értékeét.
Ugyanez lesz a varhato érték, ha egy olyan érmét dobalok, mely E(p) valoszintiséggel
ad fejet?

11. Legyen az (X,Y) véletlen vektorvaltozo eloszlasa egyenletes az egységkorben.
Hatérozzuk meg az Y feltételes stirtségfiiggvényét az X = x feltétel mellett! Szé-
mitsuk ki az E[Y?|X = z] feltételes varhato értéket.

12. Legyenek XY fiiggetlen 1 paraméterti exponenciilis eloszlasi véletlen véltozok.
Legyen U = X \Y,V = X VY. Hatarozzuk meg a maximum minimumra vett feltételes
stirtiségét, és forditva, azaz adjuk meg a gyjv(ulv), gviu(v|u) feltételes strtiségeket!
Ismerjiink ra a kapott eloszlasokra!

13. Egy varosban 200 taxi kozlekedik. Telefonon taxit rendeliink, és ha van szabad
taxi, akkor a kozpont a legkdzelebbit hozzank kiildi. Feltessziik, hogy a taxik egymaés-
tol fiiggetleniil, egyenletes eloszlas szerint helyezkednek el a varosban, és mindegyik
egymastol fiiggetleniil 2/3 valoszintiséggel foglalt. Tovabba egy taxi helyzete a varoson
beliil fliggetlen attol, hogy foglalt-e vagy sem. Mennyi annak a valdszintisége, hogy a
legkozelebbi szabad taxi 1 km-es korzetiinkben legyen (mely nem nyulik ki a varosbol),
feltéve, hogy van szabad taxi? A varos teriilete 28,26 km?.

14. Legyen X egyenletes eloszlastu a (0,1) intervallumon, és X = x esetén legyen Y
egyenletes eloszlast a (0, z) intervallumon. Adjuk meg (X,Y) eloszlasét, a peremel-
oszlasokat, varhato érték vektort és a kovarianciamaétrixot!



