Valo6szintiségszamitas
5. feladatsor: vdrhato érték, véletlen vdltozok

1. A (0,1) intervallumon taldlomra kijelélink harom pontot. Hatarozzuk meg a kozépss
nullatol vett tavolsaganak eloszlas- és stirtiségfiiggvényét, varhato értékét és szorasat! Mekkora
a valoszintsége, hogy a kozépss pont a (1/4,1/3) intervallumba esik?

2. Vilasszunk az egységnégyzetben egy pontot véletlenszertien. Legyen X a pontnak a négy-
zet hataratol vett tavolsaga. Adjuk meg X eloszlasfiiggvényét, varhato értékét, szorasat!

3. Valasszunk két szamot egymaéastol fiiggetleniil az egyenletességi hipotézis szerint a (—1,1)
intervallumbél! Adjuk meg a két szam maximuménak eloszlasfiiggvényét! Szamoljuk ki a
varhato értéket és a szorast!

4. Egy permetezs szakaszold szelep napokban mért élettartamanak siirtségfiiggvénye

3000 © ha x > 10,
X

fz) =

0, kiilénben.

Mennyi a valoszintisége, hogy a permetez§ szakaszolé szelep 20 napot tulél? Hatarozzuk meg
a szelep élettartamanak eloszlasfliiggvényét, varhatod értékét és szorasat!
5. Legyen az X véletlen valtozo stirtiségfiiggvénye f(z) = ¢/x2, ha x > 1.

(a) Hatéarozzuk meg c értékeét!

(b) Adjuk meg X varhato értékét (ha létezik)!

(¢) Mennyi P(X > 4)?

(d) Legyen Y = 1/X. Adjuk meg Y eloszlas—, és stirtiségfiiggvényét!
6. Anna és Szabina minden szerdén fodrészhoz mennek. Anna 2 és 3 6ra kozott, Szabina
pedig 2 és fél 3 kozott végez egy véletlenszeri id6pontban, egymaéstol fiiggetleniil. Egyméast

megvarjak, majd egyiitt indulnak haza. Jelolje X azt az id6t amennyit a hamarabb végzs
lany var a méasikra! Hatarozzuk meg X eloszlasat, varhatd értékét és szorasat!

7. Valasszunk 2n + 1 pontot egymastol fiiggetleniil, egyenletes eloszlas szerint a [0, 1] inter-
vallumban. Adjuk meg a kdzépsS pont Z eloszlas- és strtiségfiiggvényét!

8. Foldobunk n-szer egy szabélyos pénzérmét. Hatarozzuk meg az F-1, [-F véltasok szaménak
eloszlaséat, varhato értékét és szorasat!

9. Legyenek X1, Xo, ..., X, véletlen valtozok fliggetlenek és azonos eloszlasiuak, melyre P(X; =
k)=1/3, k€ {0,1,2}. Adjuk meg az Y = X7 X5 --- X, szorzat eloszlasat!

10. Egy urnaban a fehér és b piros golyo van. Az els6 fehér golydig hizunk visszatevés nélkil.
Legyen X az els§ fehérig huzott pirosak szama. Adjuk meg X eloszlaséat, varhato értékét!



11. Jeldlje S, a fixpontok szaméat n elem véletlen permutacioja soran! Hatarozzuk meg S,
varhato értékét és szorasat! (Segitség: Ne probaljuk meghatéarozni az eloszlast.)

12. Egy urnaban van 20 piros és 30 fehér golyd. Huzzunk ki 20 golyot visszatevéssel. Sza-
moljuk ki a kihtzott piros golydk szdmanak varhato értékét és szorasnégyzetét!

13. Egy urndban van 20 piros és 30 fehér goly6. Huzzunk ki 20 golyot visszatevés nélkil.
Szamoljuk ki a kihtzott piros golyok szdmanak varhato értékét és szorasnégyzetét!

14. Egy szabalyos érmét feldobunk 100-szor egymaés utan. Hatarozzuk meg az egymast kdvets
fej—fej dobasok szamanak varhato értékét!

15. Mind a 4 par kiilonb6z6 cipémet az elGszobdban levs beépitett szekrényben tartom. Az
el@szobaban kiégett a villany, igy s6tétben keresgélve véletlenszertien kiveszek 4 cipSt. Jelolje
X a kivett Osszeill§ parok szamat! Adjuk meg X eloszlasat, varhatéd értékét és szorasat!

16. Kupongytijts probléma. Egy N kiilonbo6z6 elembél all6 sokasaghoél visszatevéses min-
tat vesziink. Jeldlje S, azt a véletlen szamot, ahany elemet kellett htiznunk, hogy kapjunk r
kiilonbo6zE elemet. Hatarozzuk meg .S, varhato értékét, szorasat, majd adjunk ezekre kezelhetd
aszimptotikus egyenl@séget.

Utmutatas: Vezessiik be az Xy = Spy1 — S valtozot.

17. Francia kartyabol kihtazunk 20 lapot visszatevéssel. Hatarozzuk meg a kiilénb6z6 lapok
szamanak varhato értékét és szorasnégyzetét!

18. Egy urnaban egy piros és egy fehér golyé van. Visszatevéssel hiizunk az urnabol, min-
den htizas utdn még egy piros goly6t tesziink az urnaba. Jelolje Xy annak a kisérletnek a
sorszamat, amikor el§szor huztunk fehéret. Adjuk meg X eloszlasat, varhato értékét!

19. Egy halastéban N hal van. Kihalaszunk M halat, megjeloljiik 6ket, és visszaeresztjik a
toba. Bizonyos id§ elteltével, miutan jol elkeveredtek, kihalaszunk n-et. Ezek kozott legyen
a megjeloltek szama X. A teljes halallomany N meghatarozasara az Mn/(X + 1) becslést
hasznaljuk. Szamitsuk ki ennek a varhato értékét és szorasat! Miért nem a logikusabb Mn/X
becslést hasznéljuk?

20. Hatarozzuk meg 1/(X +1) varhato értékét, ha (a) X ~ Binom(n,p); (b) X ~ Poisson(\).

21. Legyen X ~ Egyenletes(—1,1) eloszlasu véletlen valtozo. Hatarozzuk meg a kovetkezs
véletlen véltozok strtiségfiiggvényeit: (a) |X|; (b) X?; (c) eX.

22. Stefan Banach er6s dohényos volt. Mindkét zsebében egy-egy doboz gyufat tartott, 100-
100 szal gyufaval. Minden alkalommal, amikor ragyijtott taldlomra benyult az egyik zsebébe,
és az abban levs gyufasskatulyabol kivett egy szal gyufat, majd a dobozt visszatette abba a
zsebébe, amelyikbdl kivette. Egyszer csak azt vette észre, hogy a gyufasskatulya kitiriilt.
Hatarozzuk meg a masik zsebében levs gyufak szamanak eloszlasét!



